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Аннотация. Изучается разнообразие метрических шаров в конеч-
ных связных обыкновенных графах, рассматриваемых как метриче-
ское пространство с обычной метрикой пути. Исследовано строение
графов, в которых различны все шары фиксированного радиуса i
для любого i, меньшего диаметра графа. Такие графы мы называ-
ем графами полного разнообразия шаров. Для них установлены свой-
ства, связанные с наличием в них узких мест, и выяснена конфигура-
ция блоков в графе. На основе полученных свойств описаны графы
древовидной структуры с полным разнообразием шаров. Ил. 8, биб-
лиогр. 22.
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Введение

Пусть X = (X, ρ) — конечное метрическое пространство и BX
i (x) =

{y ∈ X | ρ(x, y) 6 i} — шар радиуса i с центром в точке x. В случае дис-
кретных метрических пространств шары заданного радиуса с центрами
в различных точках пространства не всегда различны, а могут совпа-
дать. Данный эффект, когда шар имеет несколько центров, наблюдается
в графах, рассматриваемых как дискретное метрическое пространство
с метрикой пути. Заметим, что при естественной интерпретации системы
управления или коммуникационной сети графом множественность цен-
тров его шара позволяет, например, передавать управление с одного цен-
тра на другой, оставаясь при этом в зоне контроля или достижимости,

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке проекта РАН № 0314–
2015–0011.

c© 2018 А. А. Евдокимов, Т. И. Федоряева



26 А. А. Евдокимов, Т. И. Федоряева26 А. А. Евдокимов, Т. И. Федоряева26 А. А. Евдокимов, Т. И. Федоряева

определяемой шаром, в случае, например, «отказа» некоторого центра.
Постановка подобных вопросов надёжности информационного взаимо-
действия и обмена данными в пределах заданных областей (окрестностях
центров) приводит к задачам исследования взаимосвязей свойств систем
или сетей с наличием в них окрестностей с «множественным центром»,
их числе, возможностей «эффективного» покрытия такими областями
всего пространства.

Рассмотрим покрытия пространства X перекрывающимися шарами
фиксированного радиуса (здесь приводится подход, предложенный в [8,
9]). Традиционно плотность таких покрытий определяется как среднее
число шаров, содержащих точку пространства. Математической фор-
мализацией этого понятия может служить функция Θ: Mi → Q+ [8],
определяемая следующим образом:

Θ(M) =
1

|X|
∑

x∈X

θM (x),

где Mi — совокупность всех покрытий пространства X шарами ради-
уса i, M ∈ Mi и θM (x) — число элементов покрытия M , содержащих
точку x ∈ X. Ввиду конечности пространства X существует покрытие
с наибольшей плотностью. Такие покрытия естественным образом воз-
никают, когда, например, требуется максимизировать плотность покры-
тия системы связи, износоустойчивость различного рода промышленных
покрытий, защищённость для схем элементов, степень контроля и т. п.
Функция плотности Θ(M) строго возрастает наMi относительно поряд-
ка по включению: если M,M ′ ∈ Mi и M ⊂ M ′, то Θ(M) < Θ(M ′) [8].
Поэтому покрытие пространства X шарами фиксированного радиуса i
с наибольшей плотностью представляет собой систему всех различных
шаров этого радиуса, а число элементов такого покрытия есть число
различных шаров радиуса i, содержащихся в пространстве X [9]. Такой
подход (более детально см. в [8, 9]) приводит к интересным связям чис-
ла различных шаров фиксированного радиуса в конечном пространстве
(X, ρ), новым задачам и необходимости детального изучения этих чисел.

Пусть τi(G) — число всех различных шаров радиуса i в метрическом
пространстве обыкновенного связного графа G с обычным расстояни-

ем между вершинами, т. е. длиной кратчайшей цепи, соединяющей эти
вершины, и d(G) — диаметр графа G.

Определение 1 [7]. Вектор τ(G) = (τ0(G), τ1(G), . . . , τd(G)(G)) назы-
вается вектором разнообразия шаров связного графа G.
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Пример 1. Дерево G1 диаметра 7 (рис. 1) имеет следующий вектор
разнообразия шаров: τ(G1) = (16, 16, 16, 12, 8, 5, 3, 1). Для нахождения
этого вектора можно применить алгоритм вычисления вектора τ(G) для
произвольного заданного дерева G, найденный при описании векторов
разнообразия шаров деревьев [7].

Рис. 1. Дерево G1

Заметим, что не всякий целочисленный вектор является вектором
разнообразия шаров подходящего графа.

Пример 2. Целочисленный вектор (n, n, n, n, n, n, n−1, n−1, n−1, 1)
при 2 6 n 6 14 не является вектором разнообразия шаров по теореме 4
из [8].

О проблеме характеризации векторов разнообразия шаров для гра-
фов см. в [3, 7, 12], а о связи свойств шаров в графах и вложениями
дискретных метрических пространств — в [1].

Нетрудно заметить, что выполняется система соотношений:

τ0(G) = |V (G)| > . . . > τi(G) > τi+1(G) > . . . > τd(G)(G) = 1,

где V (G) — множество вершин графа G. Поэтому среди всех графов
естественным образом выделяются графы со следующим специальным
разнообразием шаров (их роль также отмечена в [10]). Пусть t ∈ Z>0

и 0 6 t < d(G).

Определение 2 [1]. Граф G обладает локальным t-разнообразием

шаров, если |V (G)| = τ0(G) = τ1(G) = · · · = τt(G). Граф G с локальным
t-разнообразием шаров при t = d(G) − 1 называется графом полного

разнообразия шаров.

Таким образом, вектор разнообразия шаров графа G с полным раз-
нообразием шаров имеет вид (|V (G)|, . . . , |V (G)|, 1).

Пример 3. Пусть Kn — нетривиальный полный n-вершинный граф,
K1,n−1 — n-вершинная звезда, Cn — простой n-вершинный цикл [15].
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Тогда
d(Kn) = 1, τ(Kn) = (n, 1),

d(K1,1) = 1, τ(K1,1) = (2, 1),

d(K1,n−1) = 2, τ(K1,n−1) = (n, n, 1) при n > 3,
d(Cn) = ⌊n/2⌋, τ(Cn) = (n, . . . , n, 1) при n > 3.

Следовательно, все перечисленные графы обладают полным разнообра-
зием шаров.

Классы графов с полным (локальным) разнообразием шаров иссле-
дованы в [1, 7, 8, 10–12]. В [7] получена характеризация деревьев с ло-
кальным разнообразием шаров. Наименьший порядок графов диамет-
ра d с локальным t-разнообразием шаров (полным разнообразием шаров)
найден в [8], а в [10] с точностью до изоморфизма явно описаны все та-
кие графы наименьшего порядка и вычислены их векторы разнообразия
шаров. В [8] также установлены все возможные значения параметров n,
d и t, при которых существует n-вершинный граф диаметра d с полным
разнообразием шаров (локальным t-разнообразием шаров). В [11] изучен
вопрос единственности n-вершинного графа диаметра d с полным раз-
нообразием шаров. Только при n = 2d > 6, n = d + 1 = 3 и n > d = 1
существует единственный такой граф — 2d-вершинный цикл при d > 3
и простая цепь длины d при d = 1, 2. В [12] описаны векторы разнооб-
разия шаров для почти всех графов заданного диаметра и исследова-
но свойство полного разнообразия шаров для помеченных n-вершинных
графов в асимптотике. Доказано, что почти все графы фиксированного
диаметра d > 3 не обладают полным разнообразием шаров, при этом
почти все графы диаметра d = 1, 2 являются графами полного разнооб-
разия шаров.

В настоящей работе исследуется строение графов полного разнооб-
разия шаров и устанавливаются их свойства, связанные с наличием уз-
ких мест в графе. Выяснена конфигурация блоков в таких графах, она
оказалась достаточно простой (теорема 1). В [7] из описания деревьев
с локальным разнообразием шаров выведено, что класс деревьев с пол-
ным разнообразием шаров является бедным: он состоит лишь из звез-
ды K1,n, и поэтому не реализует всех графических векторов полного
разнообразия шаров (описанных в теореме 2). В связи с этим интере-
сен вопрос: что происходит при расширении класса деревьев? В ста-
тье исследуются графы со специальными блоками (более детально см.
разд. 3), которые естественным образом расширяют класс деревьев, но
при этом сохраняют древовидную структуру графа. На основе установ-
ленных в разд. 2 свойств такие графы с полным разнообразием шаров
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описываются в разд. 3. Хотя сам рассмотренный класс графов образу-
ет достаточно существенный надкласс деревьев, такие графы с полным
разнообразием шаров по-прежнему образуют узкий класс: цикл Cn, звез-
да K1,n и нетривиальный полный граф Kn (теорема 3).

В статье используются общепринятые понятия и обозначения теории
графов [4,15]. Рассматриваются только конечные обыкновенные (без пе-
тель и кратных рёбер) графы, которые предполагаются связными, ес-
ли не оговорено особо. Как обычно, через ρG(u, v) обозначим рассто-
яние между вершинами u, v ∈ V (G) в метрическом пространстве гра-
фа G с метрикой пути ρG, d(G) = max

u,v∈V (G)
ρG(u, v) — диаметр графа G,

degG v — степень вершины v графа G, G\v — граф, полученный в резуль-
тате удаления вершины v ∈ V (G) и всех инцидентных ей рёбер. Крат-
чайшая цепь длины d(G) называется диаметральной цепью графа G.
Вершина v графа G висячая, если degG v = 1, и диаметральная, если она
является концом некоторой диаметральной цепи. Ребро графа G назы-
вается мостом, если его удаление увеличивает число компонент связно-
сти графа G. Максимальный по включению связный подграф без точек
сочленения называется блоком графа, а связный граф без точек сочлене-
ния также называют блоком. Подграф H графа G изометричный, если
ρH(u, v) = ρG(u, v) для всех u, v ∈ V (H).

1. Предварительные сведения

Пусть k(G) — число компонент связности графа G. Вершина v гра-
фа G является точкой сочленения, если k(G \ v) > k(G). В этом случае
k(G \ v) > 2, иными словами, граф G \ v содержит не менее двух компо-
нент связности.

Используя свойства блоков (см., например, [4]), можно определить
множества вершин V1, . . . , Vk(G\v) такие, что

V (G) =
⋃

16i6k(G\v)

Vi,

Vi ∩ Vj = {v} при i 6= j, Vi \ {v} 6= ∅

и любая цепь, соединяющая произвольные вершины x ∈ Vi и y ∈ Vj при
i 6= j, содержит точку сочленения v. Через Gi обозначим порождённый
подграф графа G с множеством вершин Vi, i = 1, . . . , k(G \ v). Тогда
G1 \ v,G2 \ v, . . . , Gk(G\v) \ v — все компоненты связности графа G \ v,
и каждый граф Gi имеет ровно один блок графа G, содержащий вер-
шину v. В дальнейшем связные графы Gi (рис. 2), i = 1, 2, . . . , k(G \ v),
будем называть графами, определяемыми точкой сочленения v [6].
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Рис. 2. Графы, определяемые точкой сочленения v

Лемма 1 (о точках сочленения). Граф с полным разнообразием ша-

ров содержит не более одной точки сочленения.

Доказательство. Пусть граф G диаметра d обладает полным раз-
нообразием шаров и содержит точку сочленения v. Так как k(G \ v) > 2,
имеем d > 2.

Предположим, что v — диаметральная вершина графа G. Тогда для
некоторой вершины u выполняется равенство ρG(v, u) = d. Кроме того,
найдётся вершина w, смежная с v и такая, что вершины u и w при-
надлежат различным графам, определяемым точкой сочленения v. Сле-
довательно, ρG(w, u) = ρG(w, v) + ρG(v, u) > d; противоречие. Поэтому
BG

d−1(v) = V (G). Тогда если v1, v2 — различные точки сочленения гра-
фа G, то BG

d−1(v1) = BG
d−1(v2). Последнее равенство противоречит усло-

вию полного разнообразия шаров графа G. Лемма 1 доказана.

Лемма 2 (о висячих вершинах). Граф G диаметра d(G) > 3 с пол-

ным разнообразием шаров содержит не более одной висячей вершины.

Доказательство. Предположим, что в графе G есть различные ви-
сячие вершины u1, u2. Вершина, смежная с висячей, является точкой со-
членения (за исключением случая, когда граф есть K2). Поэтому в силу
леммы 1 вершины u1 и u2 смежны с некоторой точкой сочленения v. То-
гда компонента связности графа G \ v, содержащая вершину ui, состоит
из единственной вершины ui. Следовательно, BG

2 (u1) = BG
2 (u2). При-

шли к противоречию с полным разнообразием шаров графа G. Лемма 2
доказана.

Заметим, что условие d(G) > 3 в лемме 2 существенно. Например,
звезда K1,n, n > 2 является графом полного разнообразия шаров и при
этом имеет различные висячие вершины и мосты.

Из леммы 2 (а также из леммы 1) следует, что нет деревьев диаметра
d > 3, обладающих полным разнообразием шаров. Кроме того, дерево
диаметра d = 1, 2 очевидно есть звезда.
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Следствие 1 [7]. Дерево G является графом полного разнообразия

шаров тогда и только тогда, когда G — звезда.

Лемма 3 (о мостах). Граф G диаметра d(G) > 3 с полным разно-

образием шаров содержит не более одного моста, при этом один из его

концов является висячей вершиной.

Доказательство. Пусть e — произвольный мост графа G. Если
каждый из его концов u, v не является висячей вершиной, то в G есть
две точки сочленения u и v, что противоречит лемме 1. Поэтому один
из концов ребра e является висячей вершиной. В силу леммы 2 и про-
извольности выбора моста e — единственный мост графа G. Лемма 3
доказана.

Следующий пример иллюстрирует лемму 3 (ранее свойство мостов
из леммы 3 было анонсировано в [2]).

Рис. 3. Графы G2 и G3

Пример 4. Граф G2 диаметра 3 (рис. 3) обладает полным разнообра-
зием шаров и не имеет мостов, а τ(G2) = (8, 8, 8, 1). Граф G3 диаметра 3
(рис. 3) обладает полным разнообразием шаров и имеет единственный
мост, один из концов которого является висячей вершиной, при этом
τ(G3) = (10, 10, 10, 1).

Рис. 4. Волан

Далее нам потребуется следующее простое описание графов диамет-
ра 2 с полным разнообразием шаров.
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Определение 3 [6]. Граф Vk(u, v), изображённый на рис. 4(а), на-
зывается воланом на вершинах u, v. Граф G (не обязательно связный)
имеет волан, если в G есть подграф Vk(u, v) и degG u = degG v = k + 1
(рис. 4(b)).

Утверждение 1 [6] (о графах диаметра 2). Граф G диаметра 2
обладает полным разнообразием шаров тогда и только тогда, когда G
не содержит воланов.

2. Свойства графов полного разнообразия шаров

Пусть H1,H2 — произвольные (не обязательно связные) графы с непе-
ресекающимися множествами вершин. Определим граф H1⊛H2 (рис. 5)
следующим образом. Пусть v 6∈ V (H1) ∪ V (H2). Полагаем

V (H1 ⊛H2) = V (H1) ∪ {v} ∪ V (H2),

E(H1 ⊛H2) = E(H1) ∪ E(H2) ∪ {uv | u ∈ V (H1) ∪ V (H2)}.

Рис. 5. Граф H1 ⊛H2

Очевидно, что d(H1 ⊛H2) = 2 и v — точка сочленения графа H1 ⊛H2.

Рис. 6. Граф H ↑ v

Пусть H — связный граф и v ∈ V (H). Определим граф H ↑ v (рис. 6)
следующим образом. Пусть u 6∈ V (H). Полагаем

V (H ↑ v) = V (H) ∪ {u}, E(H ↑ v) = E(H) ∪ {uv}.
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Очевидно, что H ↑ v — связный граф и вершина v является его точкой
сочленения, если H — нетривиальный граф. Кроме того, d(H ↑ v) =
d(H) + 1, если v — диаметральная вершина графа H, и d(H ↑ v) = d(H)
в противном случае.

Теорема 1 (о блоках). Пусть G — граф полного разнообразия шаров.

Тогда выполняется в точности одно из следующих условий:

(1) G — нетривиальный блок;

(2) G = H1⊛H2, где графы H1 и H2 (не обязательно связные) не име-

ют воланов;

(3) G = H ↑ v, где H — блок диаметра не менее 3 и v — не диамет-

ральная вершина графа H.

Доказательство. В силу определения 2 граф G не является триви-
альным графом. Поэтому если G — блок, выполняется утверждение (1).
Пусть граф G содержит некоторую точку сочленения v и d = d(G). То-
гда, как показано в доказательстве леммы 1, имеем d > 2.

Пусть d = 2. Рассмотрим графы Gi, i = 1, 2, . . . , k(G \ v), определяе-
мые точкой сочленения v. Полагаем

H1 = G1 \ v и H2 = (G2 ∪G3 ∪ . . . ∪Gk(G\v)) \ v.

Пусть u ∈ V (Gi) \ {v}. Поскольку k(G \ v) > 2, получаем ρG(u, v) = 1
(в противном случае для любой вершины w 6∈ V (Gi) имеем ρG(u,w) =
ρG(u, v)+ρG(v,w) > 3). Следовательно, G = H1⊛H2. Очевидно, что если
граф Gi \v содержит волан, то G также содержит волан. Поэтому в силу
утверждения 1 графы H1 и H2 не содержат воланов. Таким образом,
выполняется утверждение (2).

Рис. 7.

Пусть d > 3. Заметим, что существуют различные вершины u1, u2,
смежные с v и принадлежащие некоторому одному графу H (рис. 7),
определяемому точкой сочленения v графа G (в противном случае в G
найдутся два моста, что противоречит лемме 3).
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Так как граф G обладает полным разнообразием шаров, справедливо
неравенство

BG
d−1(u1) 6= BG

d−1(u2).

Поэтому для некоторых i, j существует вершина w ∈ BG
d−1(uj)\BG

d−1(ui).
Следовательно, ρG(ui, w) = d > ρG(uj , w), причём ρG(u1, x) = ρG(u2, x)
для любой вершины x ∈ V (G) \ V (H) (см. рис. 7). Тем самым w ∈ V (H)
и диаметральная цепь графа G с концами ui, w принадлежит подгра-
фу H. Поскольку H — изометричный подграф, получаем d(H) = d. Сле-
довательно, v не является диаметральной вершиной графа H.

Далее, H \v — компонента связности графа G\v, поэтому вершина v
не является точкой сочленения графа H. Кроме того, используя опреде-
ление точки сочленения, нетрудно понять, что всякая точка сочленения
графа H является точкой сочленения графа G. С учётом леммы 1 за-
ключаем, что H — блок.

В силу неравенства треугольника получаем

ρG(w, v) > ρG(w, ui)− ρG(ui, v) = d− 1,

поэтому ρG(v, x) = 1 для любой вершины x ∈ V (G) \ V (H), иначе име-
ем ρG(w, x) > d. Теперь предположим, что существуют различные вер-
шины x1, x2 ∈ V (G) \ V (H). Тогда V (G) \ V (H) ⊆ BG

2 (x1) = BG
2 (x2);

противоречие. Значит, в множестве V (G) \ V (H) имеется единственная
вершина. Таким образом, G = H ↑ v и выполняется утверждение (3).
Теорема 1 доказана.

Теорема 1 описывает расположение всех блоков в графах полного
разнообразия шаров. В таком графе G имеется единственный нетриви-
альный блок в случае утверждения (1), два блока, а именно K2 и блок
диаметра d(G), в случае утверждения (3), и в случае (2) — не менее двух
блоков, каждый из которых имеет вид v +H, где H — некоторый не со-
держащий воланов связный граф и v — единственная точка сочленения
графа G.

Заметим, что если графы H1 и H2 не содержат воланов, то граф
H1 ⊛H2 также не содержит воланов. Значит, в этом случае H1 ⊛H2 яв-
ляется графом полного разнообразия шаров в силу утверждения 1. Сле-
довательно, условие (2) в теореме 1 достаточно для того, чтобы граф G
обладал полным разнообразием шаров. Однако условия (1) и (3) не явля-
ются достаточными, как показывают, например, графы из следующего
примера.



Графы древовидной структуры c полным разнообразием шаров 35Графы древовидной структуры c полным разнообразием шаров 35Графы древовидной структуры c полным разнообразием шаров 35

Рис. 8. Графы G4 и G5

Пример 5. Для графов G4 и G5 диаметра 3 (рис. 8) имеем

BG4
2 (u) = BG4

2 (v) = BG4
2 (w), BG5

2 (u) = BG5
2 (v),

τ(G4) = (8, 8, 6, 1), τ(G5) = (8, 8, 7, 1).

Поэтому графы G4 и G5 не обладают полным разнообразием шаров,
при этом G4 — блок и G5 = H ↑ v, где H — блок диаметра 3 и v —
не диаметральная вершина графа H.

Непосредственно из теоремы 1 вытекает

Следствие 2. Пусть G — граф полного разнообразия шаров диамет-

ра d(G) > 3. Тогда G содержит изометричный блок диаметра d(G).

Отметим, что n-вершинный граф диаметра d с полным разнообрази-
ем шаров существует не всегда. Так, при d > 3 и n < 2d таких графов
не существует [5]. В [8] установлены все возможные значения парамет-
ров n, d и t, при которых существует n-вершинный граф диаметра d
с локальным t-разнообразием (полным разнообразием) шаров, и явно по-
строены соответствующие графы Hn,d,t. Полученные в настоящей работе
свойства графов полного разнообразия шаров также позволяют найти
все такие возможные значения n и d для этих графов.

Теорема 2. В классе n-вершинных графов диаметра d существует

граф с полным разнообразием шаров тогда и только тогда, когда

n > 2d > 0 или n = d+ 1 = 3.

Доказательство. Пусть n-вершинный граф G диаметра d облада-
ет полным разнообразием шаров. В силу определения 2 имеем d > 1.
Граф G содержит диаметральную цепь, поэтому n > d + 1. Если d = 1,
то n > 2d > 0. Если d = 2, то n = d + 1 = 3 или n > 4 = 2d > 0. Пусть
теперь d > 3. По следствию 2 граф G содержит некоторый блок B диа-
метра d. В блоке с не менее чем тремя вершинами любые две вершины
принадлежат некоторому простому циклу (см., например, [15]). Следо-
вательно, диаметральные вершины блока B принадлежат некоторому
простому циклу, значит, n > 2d > 0.
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Для доказательства обратного утверждения достаточно обратиться
к графам полного разнообразия шаров Hn,d,d−1 при n > 2d > 0 [8] и K1,2

при n = d+ 1 = 3. Теорема 2 доказана.

3. Графы древовидной структуры

В следствии 1 описаны деревья с полным разнообразием шаров. Дере-
вья (связные ациклические графы) допускают естественное расширение
до класса унициклических графов или в более общем случае до класса
кактусов (cactus graphs [16]) — связных графов, в которых нет рёбер,
принадлежащих более чем одному простому циклу (кактусные графы
также называют деревьями Хусими [17]). Заметим, что нетривиальные
деревья — это в точности все связные графы, у которых блоки изоморф-
ны полному графу K2. Нетривиальные кактусы также можно описать
в терминах блоков, содержащихся в графе: это связные графы, у кото-
рых каждый блок является циклом или графом K2 [16]. Другой надкласс
деревьев, естественно возникающий при таком подходе, — это блоковые

графы (block graphs [14, 21]). Граф называется блоковым, если все его
блоки являются полными графами. Блоковый граф также называют гра-

фом блоков в связи с тем, что графы, построенные по их блокам (см.,
например, [15]), образуют класс всех блоковых графов.

Кактусные и блоковые графы расширяют класс деревьев, но при этом
сохраняют древовидную структуру графа. Объединение этих классов со-
держится в классе так называемых блоково-кактусных графов (block-
cactus graphs [13, 20]), часто используемых в коммуникационных сетях
и возникающих в биологии, химии, социальных науках и т. п. (см., на-
пример, [18, 19, 22]).

Определение 4. Граф, каждый блок которого есть цикл или пол-
ный граф, называется блоково-кактусным графом.

В следующей теореме на основе результатов из разд. 2 описываются
блоково-кактусные графы с полным разнообразием шаров (ранее описа-
ние кактусов с полным разнообразием шаров было анонсировано в [2]).

Теорема 3. Цикл, звезда и нетривиальный полный граф — с точно-

стью до изоморфизма все блоково-кактусные графы с полным разнооб-

разием шаров.

Доказательство. Пусть блоково-кактусный граф G обладает пол-
ным разнообразием шаров. Тогда для G выполняется одно из утвержде-
ний в теореме 1. Если G является нетривиальным блоком, т. е. выполня-
ется утверждение (1), то G есть цикл или полный граф Kn при n > 2.
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Пусть выполняется утверждение (2). Тогда G = H1⊛H2 (см. рис. 5).
Предположим, что граф Hi имеет некоторое ребро u1u2. Тогда его концы
и точка сочленения v (рис. 5) образуют треугольник в G. Всякое ребро
графа входит в один из его блоков. Кроме того, простая цепь, соединя-
ющая различные вершины из одного блока, содержится в нём. В силу
этих свойств блоков (см., например, [4]) в G есть блок B, содержащий
треугольник с вершинами u1, u2, v. Поскольку G — блоково-кактусный
граф, блок B есть полный граф. Нетрудно понять, что граф Hi имеет
волан на вершинах u1, u2. Пришли к противоречию с утверждением (2).
Следовательно, в H1 и H2 нет рёбер. Таким образом, заключаем, что
граф G есть звезда K1,n, n > 2.

Предположим, что выполняется утверждение (3). Тогда G = H ↑ v,
где граф H есть блок и v — его не диаметральная вершина. Поскольку
граф G блоково-кактусный, H есть цикл или полный граф. Следователь-
но, любая вершина графа H является диаметральной; противоречие.

Таким образом, G — цикл, звезда или нетривиальный полный граф.
Полное разнообразие шаров в этих графах отмечено в примере 3. Теоре-
ма 3 доказана.
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Abstract. Under study is the diversity of metric balls in connected finite
ordinary graphs considered as a metric space with the usual shortest-path
metric. We investigate the structure of graphs in which all balls of fixed
radius i are distinct for each i less than the diameter of the graph. Let
us refer to such graphs as graphs with full diversity of balls. For these
graphs, we establish some properties connected with the existence of
bottlenecks and find out the configuration of blocks in the graph. Using
the obtained properties, we describe the tree-like structure graphs with
full diversity of balls. Illustr. 8, bibliogr. 22
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