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Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Âàñèëüåâûì

Abstract: We study properties of the concepts of freedom and
independence for hypergraphs of models of a quite o-minimal the-
ory with few countable models. Conditions for freedom of sets of
realizations of isolated and non-isolated types are characterized in
terms of the convexity rank. In terms of weak orthogonality, cha-
racterizations of the relative independence of sets of realizations of
isolated and non-isolated types of convexity rank 1 are obtained.
Conditions for freedom and independence of equivalence classes
are established, indicating the �nite rank of convexity of a non-
algebraic isolated type of a given theory. In terms of equivalence
classes, the conditions for the relative freedom of isolated and non-
isolated types are characterized. In terms of weak orthogonality,
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characterizations of the relative independence of sets of realizations
of isolated and non-isolated types over given equivalence relations
are obtained. The transfer of the property of relative freedom of
types under the action of de�nable bijections is proved. It is shown
that for the speci�ed conditions the non-maximality of the number
of countable models of the theory is essential.

Keywords: hypergraph of models, quite o-minimality, free set,
independent sets.

1 Ââåäåíèå

Ãèïåðãðàôû ìîäåëåé òåîðèè îòíîñÿòñÿ ê ïðîèçâîäíûì îáúåêòàì, îò-
íîñèòåëüíî äàííûõ òåîðèé è èõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèì ïîëó÷àòü ñóùå-
ñòâåííóþ ñòðóêòóðíóþ èíôîðìàöèþ êàê î ñàìèõ òåîðèÿõ, òàê è î ñî-
ïóòñòâóþùèõ ñåìàíòè÷åñêèõ îáúåêòàõ, âêëþ÷àÿ ãðàôîâûå [1, 2, 3, 4, 5].
Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [6, 7], âïîëíå î-ìèíèìàëüíûå òåîðèè äîïóñêà-

þò ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå ñâîèõ ñ÷åòíûõ ìîäåëåé è èõ êëàññèôèêàöèþ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïîíÿòèé ñâîáîäû è íåçà-

âèñèìîñòè äëÿ ãèïåðãðàôîâ ìîäåëåé âïîëíå î-ìèíèìàëüíîé òåîðèè ñ
íåìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Â òåðìèíàõ ðàíãà âûïóêëî-
ñòè îõàðàêòåðèçîâàíû óñëîâèÿ ñâîáîäû ìíîæåñòâ ðåàëèçàöèé èçîëèðî-
âàííûõ è íåèçîëèðîâàííûõ òèïîâ (òåîðåìû 1 è 5). Â òåðìèíàõ ñëàáîé îð-
òîãîíàëüíîñòè ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè îòíîñèòåëüíîé íåçàâèñèìîñòè
ìíîæåñòâ ðåàëèçàöèé èçîëèðîâàííûõ è íåèçîëèðîâàííûõ òèïîâ ðàíãà
âûïóêëîñòè 1 (òåîðåìû 2 è 6). Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñâîáîäû è íåçàâè-
ñèìîñòè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ î êîíå÷íîì ðàí-
ãå âûïóêëîñòè íåàëãåáðàè÷åñêîãî èçîëèðîâàííîãî òèïà äàííîé òåîðèè
(ñëåäñòâèå 1). Â òåðìèíàõ êëàññîâ ýêâèâàòåíòíîñòè îõàðàêòåðèçîâàíû
óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíîé ñâîáîäû èçîëèðîâàííûõ è íåèçîëèðîâàííûõ òè-
ïîâ (òåîðåìû 3 è 7). Â òåðìèíàõ ñëàáîé îðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷åíû õà-
ðàêòåðèçàöèè îòíîñèòåëüíîé íåçàâèñèìîñòè ìíîæåñòâ ðåàëèçàöèé èçî-
ëèðîâàííûõ è íåèçîëèðîâàííûõ òèïîâ íàä äàííûìè îòíîøåíèÿìè ýêâè-
âàëåíòíîñòè (òåîðåìû 4 è 8). Äîêàçàí ïåðåíîñ ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé
ñâîáîäû òèïîâ ïðè äåéñòâèè îïðåäåëèìûõ áèåêöèé (ñëåäñòâèå 2). Ïîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ óêàçàííûõ óñëîâèé ñóùåñòâåííà íåìàêñèìàëüíîñòü ÷èñëà
ñ÷åòíûõ ìîäåëåé òåîðèè (ïðèìåðû 1�3).

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðãðàôîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà ìíîæåñòâ (X,Y ),
ãäå Y � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî áóëåàíà P(X) ìíîæåñòâà X.
ÏóñòüM � íåêîòîðàÿ ìîäåëü ïîëíîé òåîðèè T . Ñëåäóÿ [4], îáîçíà÷èì

÷åðåç H(M) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ N íîñèòåëÿ M ñèñòåìû
M, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé N ìîäåëè
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M: H(M) = {N | N ≼ M}. Ïàðà (M,H(M)) íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàôîì
ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé ìîäåëè M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H(M).

Îïðåäåëåíèå 1. ÏóñòüM� íåêîòîðàÿ ìîäåëü òåîðèè T ñ ãèïåðãðàôîì
ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé H(M) = (M,H(M)), A � áåñêîíå÷íîå îïðå-
äåëèìîå ìíîæåñòâî â ìîäåëè M ìåñòíîñòè n: A ⊆ Mn. Ìíîæåñòâî A íà-
çûâàåòñÿ H-ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A′ ⊆ A
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A′ = A∩Zn äëÿ íåêîòîðîãî Z ∈ H(M), ñîäåðæà-
ùåãî ïàðàìåòðû äëÿ A. Äâà H-ñâîáîäíûõ ìíîæåñòâà A è B ìåñòíîñòè m
è n ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ H-íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ áåñ-
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A′ ⊆ A è B′ ⊆ B íàéäåòñÿ Z ∈ H(M), ñîäåðæàùèé
ïàðàìåòðû äëÿ A è B è òàêîé, ÷òî A′ = A ∩ Zm è B′ = B ∩ Zn.

Âñïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû
M íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è c ∈ M âñÿêèé ðàç
êîãäà a < c < b ìû èìååì c ∈ A. Ñëàáî î-ìèíèìàëüíîé ñòðóêòóðîé
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòóðà M = ⟨M,=, <, . . .⟩ òàêàÿ,
÷òî ëþáîå îïðåäåëèìîå (ñ ïàðàìåòðàìè) ïîäìíîæåñòâî ñòðóêòóðû M
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â M.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü M � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ |A|+-íàñûùåííàÿ
ñòðóêòóðà, ãäå A ⊆ M , p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Áóäåì
ãîâîðèòü ÷òî òèï p íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî îðòîãîíàëüíûì òèïó q (p ̸⊥w q),
åñëè ñóùåñòâóþò LA-ôîðìóëà H(x, y), α ∈ p(M) è β1, β2 ∈ q(M) òàêèå
÷òî β1 ∈ H(M, α) è β2 ̸∈ H(M, α).

Èíûìè ñëîâàìè, òèï p ÿâëÿåòñÿ ñëàáî îðòîãîíàëüíûì òèïó q (p ⊥w q),
åñëè p(x)∪q(y) èìååò åäèíñòâåííîå ðàñøèðåíèå äî ïîëíîãî 2-òèïà íàä A.

Ëåììà 1. [8] Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T , A ⊆
M . Òîãäà îòíîøåíèå íå ñëàáîé îðòîãîíàëüíîñòè ̸⊥w ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà S1(A).

Îïðåäåëåíèå 3. [9] ÏóñòüM � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ |A|+-íàñûùåííàÿ
ñòðóêòóðà, ãäå A ⊆ M , p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Áóäåì ãî-
âîðèòü ÷òî òèï p íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îðòîãîíàëüíûì òèïó q (p ̸⊥q q),
åñëè ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ f : p(M) → q(M). Áóäåì ãîâî-
ðèòü ÷òî ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå î-ìèíèìàëüíîé,
åñëè ïîíÿòèÿ ñëàáîé è âïîëíå îðòîãîíàëüíîñòè 1-òèïîâ ñîâïàäàþò.

3 Î ñâîáîäå è íåçàâèñèìîñòè â ãèïåðãðàôàõ ìîäåëåé
äëÿ èçîëèðîâàííûõ òèïîâ

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíûé íåàëãåáðàè÷åñêèé èçî-
ëèðîâàííûé òèï p ∈ S1(∅) â ïðîèçâîëüíîé âïîëíå î-ìèíèìàëüíîé òåî-
ðèè T ñ íåìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, òî â ëþáîé ìîäåëè
M |= T ìíîæåñòâî p(M) íå áóäåò H-ñâîáîäíûì, ïîñêîëüêó åñëè âîçüìåì
â êà÷åñòâå A′ íåêîòîðûé çàìêíóòûé èíòåðâàë [a, b] ⊂ p(M), ãäå a < b,
òî íå ñóùåñòâóåò M1 ≺ M òàêîé, ÷òî A′ = p(M) ∩M1.
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Äðóãîé ïðè÷èíîé íàðóøåíèÿ H-ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âçÿ-
òèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A′ ⊂ p(M), íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïëîòíûì, òîãäà
êàê ìíîæåñòâà p(M)∩M1 äëÿ ìîäåëåé òåîðèè T äîëæíû áûòü ïëîòíû-
ìè.
Ïðîèçâîëüíûé îòêðûòûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò b, áóäåì íà-

çûâàòü îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà b. Âñïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî A ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû M ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ A ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà b, ñîäåðæàùà-
ÿñÿ â A.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,
p ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèé èçîëèðîâàííûé òèï. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî p(M) îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîäíî, H-ñâîáîäíî îòíîñèòåëüíî
âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, èëè (H, cs)-ñâîáîäíî, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A′ ⊆ p(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A′ = p(M)∩M1

äëÿ íåêîòîðîãî M1 ∈ H(M).

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ òåì, ÷òî ãèïåðãðàôû H ïîçâîëÿþò âûäåëÿòü
âñå áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà â H-ñâîáîäíûõ ìíîæåñòâàõ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãèïåðãðàôû äëÿ (H, cs)-ñâîáîäíûõ ìíîæåñòâ ïîìèìî âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ áåç êîíöåâûõ òî÷åê äàþò âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ ïëîòíûõ
ìíîæåñòâ áåç êîíöåâûõ òî÷åê. Íàïðèìåð, äëÿ òåîðèè ïëîòíîãî ëèíåéíî-
ãî ïîðÿäêà áåç êîíöåâûõ òî÷åê òàêèì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ ëþáîå ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî áåç êîíöåâûõ òî÷åê.
Òàêæå íàïîìíèì ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. [11] Ïóñòü M � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ |A|+-íàñûùåí-
íàÿ ñòðóêòóðà, ãäå A ⊆ M , p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé òèï.
(1) LA-ôîðìóëà F (x, y) íàçûâàåòñÿ p-ñîõðàíÿþùåé, åñëè ñóùåñòâóþò α,
γ1, γ2 ∈ p(M) òàêèå, ÷òî F (M, α) \ {α} ≠ ∅ è γ1 < F (M, α) < γ2.
(2) p-ñîõðàíÿþùàÿ ôîðìóëà F (x, y) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âïðàâî (âëå-
âî), åñëè ñóùåñòâóåò α ∈ p(M) òàêîé, ÷òî F (M, α) âûïóêëî, α � ëåâàÿ
(ïðàâàÿ) êîíöåâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà F (M, α) è α ∈ F (M, α).

Îïðåäåëåíèå 6. [12] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p-ñîõðàíÿþùàÿ âûïóêëàÿ
âïðàâî (âëåâî) ôîðìóëà F (x, y) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-ãåíåðèðó-
þùåé, åñëè äëÿ ëþáûõ α, β ∈ p(M) òàêèõ, ÷òî M |= F (β, α), èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå:

M |= ∀x[x ≥ β → [F (x, α) ↔ F (x, β)]]

(M |= ∀x[x ≤ β → [F (x, α) ↔ F (x, β)]]).

Îïðåäåëåíèå 7. [13], [14] Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,
M |= T � íàñûùåííàÿ ìîäåëü, A ⊆ M . Ðàíã âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà
A (RC(A)) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) RC(A) = −1, åñëè A = ∅.
2) RC(A) = 0, åñëè A êîíå÷íî è íåïóñòî.
3) RC(A) ≥ 1, åñëè A áåñêîíå÷íî.
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4) RC(A) ≥ α + 1, åñëè ñóùåñòâóþò ïàðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëèìîå îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E(x, y) è bi ∈ A, i ∈ ω, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

• äëÿ ëþáûõ i, j ∈ ω, âñÿêèé ðàç êîãäà i ̸= j ìû èìååì M |=
¬E(bi, bj)

• äëÿ êàæäîãî i ∈ ω RC(E(M, bi)) ≥ α è E(M, bi) � âûïóêëîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A;

5) RC(A) ≥ δ, åñëè RC(A) ≥ α äëÿ âñåõ α ≤ δ (δ ïðåäåëüíûé).
Äëÿ îðäèíàëà α ïîëàãàåì RC(A) = α, åñëè RC(A) ≥ α è íå èìååò

ìåñòà RC(A) ≥ β ïðè β > α.
Åñëè RC(A) = α äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà α, òî ìû ãîâîðèì ÷òî RC(A)

îïðåäåëÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè RC(A)) ≥ α äëÿ âñåõ α, ìû
ïîëàãàåì RC(A) = ∞.
Ðàíã âûïóêëîñòè ôîðìóëû ϕ(x, ā), ãäå ā ∈ M , îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã

âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà ϕ(M, ā), ò.å. RC(ϕ(x, ā)) := RC(ϕ(M, ā)). Ðàíã
âûïóêëîñòè 1-òèïà p îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíã âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà
p(M), ò.å. RC(p) := RC(p(M)).

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå RC(p) íå çàâèñèò îò âûáîðà ìîäåëè M, åñëè
p � èçîëèðîâàííûé òèï.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M |= T , p ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèé
èçîëèðîâàííûé òèï. Òîãäà ìíîæåñòâî p(M) îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîäíî
⇔ RC(p) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü ìíîæåñòâî p(M) îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîä-
íî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: RC(p) > 1. Â ñèëó áèíàðíîñòè òåîðèè T ñóùå-
ñòâóåò ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E(x, y), ðàçáèâàþùåå
p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a ∈ p(M) è ðàññìîòðèì E-êëàññ E(a,M). Î÷å-
âèäíî, ÷òî E(a,M) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, è íå ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîé ïîäìîäåëè M1 ìîäåëè M òàêîé, ÷òî E(a,M) =
p(M) ∩M1.

(⇐) Ïóñòü RC(p) = 1. Ïîéìåì ÷òî p(M) íåðàçëè÷èìî íàä ∅. Â ñèëó
áèíàðíîñòè òåîðèè T äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî p(M) 2-íåðàçëè÷èìî íàä
∅. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò ⟨a1, a2⟩, ⟨a′1, a′2⟩ ∈ [p(M)]2 òàêèå, ÷òî
a1 < a2, a

′
1 < a′2 è tp(⟨a1, a2⟩/∅) ̸= tp(⟨a′1, a′2⟩/∅). Òîãäà ñóùåñòâóåò a′′2 ∈

p(M) òàêîé, ÷òî a1 < a′′2 è tp(⟨a1, a2⟩/∅) ̸= tp(⟨a1, a′′2⟩/∅). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ∅-îïðåäåëèìàÿ ôîðìóëà ϕ(x, y) òàêàÿ, ÷òî M |= ϕ(a1, a2) ∧
¬ϕ(a1, a′′2). Â ñèëó ñëàáîé î-ìèíèìàëüíîñòè òåîðèè T ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî ϕ(a1,M) âûïóêëî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü
÷òî a2 < a′′2. Òîãäà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

F (x, a1) := x ≥ a1 ∧ ∃y[ϕ(a1, y) ∧ x ≤ y].
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Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî F (x, y)� p-ñòàáèëüíàÿ âûïóêëàÿ âïðàâî. Åñëè ôîð-
ìóëà F (x, y) ýêâèâàëåíòíîñòü-ãåíåðèðóþùàÿ, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-
÷èå ñ òåì, ÷òî RC(p) = 1. Åñëè F (x, y) íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü-
ãåíåðèðóþùåé, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ 2.8 èç [6]. Òàêèì îáðà-
çîì, p(M) íåðàçëè÷èìî íàä ∅, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà A′ ⊆ p(M) ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü
M1 ìîäåëè M òàêàÿ, ÷òî A′ = p(M) ∩M1. □

Ïðèìåð 1. Ïóñòü M = ⟨Q, <, f1⟩ � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóêòó-
ðà, ãäå Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, f(x) = x + 1 � óíàðíàÿ
ôóíêöèÿ íà Q.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî M � î-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà, ïðè ýòîì òåîðèÿ

Th(M) èìååò êîíòèíóóì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Òàêæå çàìå÷àåì, ÷òî p(x) :=
{x = x} ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèé èçîëèðîâàííûé òèï, RC(p) = 1, íî
p(M) íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîäíûì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ,M |= T , p, q ∈
S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå èçîëèðîâàííûå òèïû, RC(p) = RC(q) = 1.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p(M) è q(M) îòíîñèòåëüíî H-íåçàâèñèìû, H-íå-
çàâèñèìû îòíîñèòåëüíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, èëè (H, cs)-íåçàâèñèìû,
åñëè äëÿ ëþáûõ îòêðûòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ A′ ⊆ p(M) è B′ ⊆ q(M)
íàéäåòñÿ M1 ∈ H(M) òàêàÿ, ÷òî A′ = p(M) ∩M1 è B′ = q(M) ∩M1.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ìîäåëè M,
åñëè p è q � èçîëèðîâàííûå òèïû.

Íàïîìíèì, ÷òî êîðòåæ ā = (a1, . . . , an) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùèì,
åñëè a1 < . . . an.
Ïóñòü p1, p2, . . . , ps ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû. Íàïîìíèì, ÷òî

ñåìåéñòâî 1-òèïîâ {p1, . . . , ps} íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì íàä ∅, åñëè
äëÿ ëþáîé ìîäåëè M äàííîé òåîðèè, ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n1,
. . ., ns) ∈ ωs, äëÿ ëþáûõ âîçðàñòàþùèõ êîðòåæåé ā1, ā

′
1 ∈ [p1(M)]n1 , . . .,

ās, ā
′
s ∈ [ps(M)]ns òàêèõ, ÷òî tp(ā1/∅) = tp(ā′1/∅), . . ., tp(ās/∅) = tp(ā′s/∅)

ìû èìååì tp(⟨ā1, . . . , ās⟩/∅) = tp(⟨ā′1, . . ., ā′s⟩/∅).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, p, q ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå èçîëèðî-
âàííûå òèïû, RC(p) = RC(q) = 1. Òîãäà p(M) è q(M) îòíîñèòåëüíî
H-íåçàâèñèìû ⇔ p ⊥w q.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü p(M) è q(M) îòíîñèòåëüíî H-íåçàâèñèìû.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: p ̸⊥w q. Â ñèëó âïîëíå î-ìèíèìàëüíîñòè ñóùå-
ñòâóåò ∅-îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ f : p(M) → q(M). Ïîñêîëüêó RC(p) =
RC(q) = 1, ýòà áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé. Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíîå îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî A′ ⊆ p(M) è ðàññìîòðèì f(A′).
Â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f îáðàç f(A′) òàêæå áóäåò îò-
êðûòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå a, b ∈ f(A′) ñ
óñëîâèåì a < b. Òîãäà ïóñòü B′ := {c ∈ q(M) | a < c < b}. Òîãäà íå
ñóùåñòâóåò M1 ≺ M òàêîé, ÷òî A′ = p(M) ∩M1 è B′ = q(M) ∩M1.
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(⇐)Ïóñòü p ⊥w q. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.7 [6] ñåìåéñòâî {p, q} ÿâëÿåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíûì íàä ∅, îòêóäà ñëåäóåò îòíîñèòåëüíàÿH-íåçàâèñèìîñòü
p(M) è q(M). □

Èç òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàê-
ñèìàëüíûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M |= T , p ∈ S1(∅) � íåàëãåá-
ðàè÷åñêèé èçîëèðîâàííûé òèï, RC(p) = n, ãäå n > 1. Ïðåäïîëîæèì
÷òî E1(x, y), E2(x, y), . . . , En−1(x, y) � ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âû-
ïóêëûõ êëàññîâ, òàê ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ p(M), E1(a,M) ⊂ E2(a,M) ⊂
. . . ⊂ En−1(a,M). Òîãäà:

1) êàæäûé E1-êëàññ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîäíûì;
2) ëþáûå äâà E1-êëàññà ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî H-íåçàâèñèìûìè.
3) äëÿ ëþáîãî 2 ≤ i ≤ n − 1 êàæäûé Ei-êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñè-

òåëüíî H-ñâîáîäíûì.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü M = ⟨Q × Q;<,E2, f1⟩ � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ
ñòðóêòóðà, ãäå Q×Q óïîðÿäî÷åíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Ñèìâîë E èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ ëþáûõ a = (n1,m1), b = (n2,m2) ∈ Q × Q, E(a, b) ⇔ n1 = n2. Ñèì-
âîë f èíòåðïðåòèðóåòñÿ óíàðíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì
f((n,m)) = (n+ 1,m) äëÿ âñåõ (n,m) ∈ Q×Q.
Î÷åâèäíî, ÷òî E(x, y) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáè-

âàþùèì M íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ.
Ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî, ÷òî Th(M) � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåî-

ðèÿ, èìåþùàÿ êîíòèíóóì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Çàìå÷àåì, ÷òî p(x) := {x =
x} ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèé èçîëèðîâàííûé òèï, RC(p) = 2, êàæ-
äûé E-êëàññ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîäíûì, îäíàêî äëÿ êàæäîãî
a ∈ M E-êëàññû E(a,M) è E(f(a),M) íå ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî H-
íåçàâèñèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,
p ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèé èçîëèðîâàííûé òèï. Ïóñòü E(x, y) �
∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Åñëè A ⊆ p(M), òî
ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A/E ìíîæåñòâî ïðåäñòàâèòåëåé E-êëàññîâ, èìåþ-
ùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ A. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p(M) îòíîñèòåëüíî
(H, E)-ñâîáîäíî, åñëè äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî A′ ⊆ p(M) òàêîãî, ÷òî A′/E
� íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A′ = p(M)∩M1

äëÿ íåêîòîðîãî M1 ∈ H(M).
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M |= T , p ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷å-
ñêèé èçîëèðîâàííûé òèï, E(x, y) � ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âû-
ïóêëûõ êëàññîâ. Òîãäà p(M) îòíîñèòåëüíî (H, E)-ñâîáîäíî ⇔ äëÿ ëþáî-
ãî ∅-îïðåäåëèìîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè E′(x, y), ðàçáèâàþùåãî
p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ, èìååò ìåñòî E′(a,M) ⊆
E(a,M) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ p(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü p(M) îòíîñèòåëüíî (H, E)-ñâîáîäíî. Â ñè-
ëó ñëåäñòâèÿ 5.5 èç [6] èìååò ìåñòî RC(p) < ω, ò.å. ñóùåñòâóåò ∅-îïðåäå-
ëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E∗(x, y), ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ, è äëÿ ëþáîãî ∅-îïðåäåëèìîãî îòíîøå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè E′(x, y), ðàçáèâàþùåãî p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî âûïóêëûõ êëàññîâ, èìååò ìåñòî E′(a,M) ⊆ E∗(a,M) äëÿ íåêîòîðîãî
a ∈ p(M). Òîãäà óòâåðæäàåì, ÷òî E(x, y) ≡ E∗(x, y) íà p(M). Åñëè
ýòî íå òàê, òî ëèáî E(a,M) ⊂ E∗(a,M), ëèáî E∗(a,M) ⊂ E(a,M). Â
ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî p(M) îòíîñèòåëüíî
(H, E)-ñâîáîäíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
E∗(x, y) � íàèáîëüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

(⇐) Ïóñòü E(x, y) � íàèáîëüøåå ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ.
Òîãäà åñëè â êà÷åñòâå A′ âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà p(M), òàê ÷òî A′/E � îòêðûòîå, òî ëåãêî íàõîäèòñÿM1 ≺ M
ñ óñëîâèåì A′ = p(M) ∩M1. □

Ïðèìåð 3. Ïóñòü M = ⟨M,<,E2
i ⟩i∈ω � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ñòðóê-

òóðà, ãäå äëÿ êàæäîãî i ∈ ω ôîðìóëà Ei(x, y) îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùååM íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàñ-
ñîâ, ïðè ýòîì Ei ðàçáèâàåò êàæäûé Ei+1-êëàññ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî Ei-
êëàññîâ, êàæäûé Ei-êëàññ âûïóêëûé è îòêðûòûé, òàê ÷òî Ei-ïîäêëàññû
êàæäîãî Ei+1-êëàññà ÿâëÿþòñÿ ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûìè áåç êîíöåâûõ
òî÷åê.
Ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî, ÷òî Th(M) � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåî-

ðèÿ, èìåþùàÿ êîíòèíóóì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Î÷åâèäíî, ÷òî M � 1-íå-
ðàçëè÷èìàÿ ìîäåëü, ò.å. p(x) := {x = x} ∈ S1(∅). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
p(M) íå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî (H, Ei)-ñâîáîäíûì äëÿ ëþáîãî i ∈ ω.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,
p1, p2 ∈ S1(∅) � íåàëãåáðàè÷åñêèå èçîëèðîâàííûå òèïû. Ïóñòü E1(x, y),
E2(x, y) � ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèå
p1(M) è p2(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1(M) îòíîñèòåëüíî (H, E1)-ñâîáîäíî è p2(M) îòíî-
ñèòåëüíî (H, E2)-ñâîáîäíî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p1(M) è p2(M) îòíîñè-
òåëüíî (H, E1, E2)-íåçàâèñèìû, åñëè äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ A′ ⊆ p1(M)
è B′ ⊆ p2(M) òàêèõ, ÷òî A′/E1 è B′/E2 � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, íàé-
äåòñÿ M1 ∈ H(M) òàêàÿ, ÷òî A′ = p1(M) ∩M1 è B′ = p2(M) ∩M1.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M |= T , p1, p2 ∈ S1(∅) � íåàëãåáðà-
è÷åñêèå èçîëèðîâàííûå òèïû. Ïóñòü E1(x, y), E2(x, y) � ∅-îïðåäåëè-
ìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèå p1(M) è p2(M) ñî-
îòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìíîæåñòâî p1(M) îòíîñèòåëüíî (H, E1)-ñâîáîäíî, à ìíîæåñòâî
p2(M) îòíîñèòåëüíî (H, E2)-ñâîáîäíî. Òîãäà p1(M) è p2(M) îòíîñè-
òåëüíî (H, E1, E2)-íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p1 ⊥w p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1(M) è p2(M) îòíîñèòåëüíî (H, E1, E2)-íåçà-
âèñèìû. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: p1 ̸⊥w p2. Â ñèëó âïîëíå î-ìèíèìàëüíîñòè
ñóùåñòâóåò ∅-îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ f : p1(M) → p2(M), îòêóäà RC(p1) =
RC(p2) è f(E1(a,M)) = E2(f(a),M) äëÿ ëþáîãî a ∈ p1(M). Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå A′ ⊆ p1(M) ñ óñëîâèåì îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà
A′/E1 è ðàññìîòðèì f(A′). Î÷åâèäíî, ÷òî f(A′) âûïóêëî è f(A′)/E2 �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå E2-êëàññû C = E2(a,M) è
D = E2(b,M) äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ p2(M) ñ óñëîâèåì C < D, ëåæàùèå â
f(A′). Òîãäà ïóñòü B′ := {e ∈ p2(M) | C < e < D}. Î÷åâèäíî, ÷òî B′ áó-
äåò òàêæå âûïóêëî, à B′/E2 îòêðûòî. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
M1 ≺ M òàêîé, ÷òî A′ = p1(M) ∩M1 è B′ = p2(M) ∩M1. □

Èç òåîðåìû 4 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò:

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñè-
ìàëüíûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M |= T , p1, p2 ∈ S1(∅) � íåàëãåá-
ðàè÷åñêèå èçîëèðîâàííûå òèïû, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ∅-
îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ f : p1(M) → p2(M). Ïóñòü E1(x, y) � ∅-îïðåäåëè-
ìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèå p1(M) íà áåñêîíå÷íîå
÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå p2(M) îòíîøåíèå
E2(x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ p2(M) E2(a, b) ⇔ E1(f
−1(a), f−1(b)).

Òîãäà p1(M) îòíîñèòåëüíî (H, E1)-ñâîáîäíî ⇔ p2(M) îòíîñèòåëüíî
(H, E2)-ñâîáîäíî.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1 è 2 âûòåêàþò èç òåîðåì 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.

4 Î ñâîáîäå è íåçàâèñèìîñòè â ãèïåðãðàôàõ ìîäåëåé
äëÿ íåèçîëèðîâàííûõ òèïîâ

Äàëåå ìû ðàñøèðÿåì îïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé H-ñâîáîäû, îòíîñè-
òåëüíîé H-íåçàâèñèìîñòè, îòíîñèòåëüíîé (H, E)-ñâîáîäû è îòíîñèòåëü-
íîé (H, E1, E2)-íåçàâèñèìîñòè íà íåèçîëèðîâàííûå 1-òèïû.
Âñïîìíèì, ÷òî åñëè A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíî óïîðÿ-

äî÷åííîé ñòðóêòóðû M, òî ÷åðåç A+ (è ñîîòâåòñòâåííî A−) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ b ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû ñ óñëîâèåì
A < b (b < A).
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Îïðåäåëåíèå 11. [8] Ïóñòü M �ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà, A ⊆
M , p ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèé òèï. Ìû ãîâîðèì, ÷òî p � êâàçèðà-
öèîíàëüíûé âïðàâî (âëåâî), åñëè ñóùåñòâóåò A-îïðåäåëèìàÿ âûïóêëàÿ
ôîðìóëà Up(x) ∈ p òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íîé íàñûùåííîé ìî-
äåëèN ≻ M èìååò ìåñòî Up(N )+ = p(N )+ (Up(N )− = p(N )−). Íåèçîëè-
ðîâàííûé 1-òèï íàçûâàåòñÿ êâàçèðàöèîíàëüíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëèáî
êâàçèðàöèîíàëüíûì âïðàâî, ëèáî êâàçèðàöèîíàëüíûì âëåâî. Íåêâàçè-
ðàöèîíàëüíûé íåèçîëèðîâàííûé 1-òèï íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî 1-òèï, áóäó÷è îäíîâðåìåííî êâàçèðàöèîíàëüíûì âïðà-
âî è êâàçèðàöèîíàëüíûì âëåâî, ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëîå ìíîæåñòâîA ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âïðà-

âî (âëåâî), åñëè ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî b > a (b < a)
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà b, ñîäåðæàùàÿñÿ â A. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìíîæåñòâî, áóäó÷è îäíîâðåìåííî îòêðûòûì âïðàâî è îòêðûòûì âëåâî,
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M � äî-
ñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü òåîðèè T , p ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûé
òèï, RC(p) = 1. Åñëè p � êâàçèðàöèîíàëüíûé âïðàâî (âëåâî), òî áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî p(M) îòíîñèòåëüíî H-ñâîáîäíî, åñëè äëÿ ëþáîãî îò-
êðûòîãî âïðàâî (âëåâî) âûïóêëîãî A′ ⊆ p(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
A′ = p(M)∩M1 äëÿ íåêîòîðîãîM1 ∈ H(M). Åñëè æå p èððàöèîíàëüíûé,
òî â êà÷åñòâå A′ äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M � äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü
òåîðèè T , p ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûé òèï. Òîãäà p(M) � îòíîñè-
òåëüíî H-ñâîáîäíî ⇔ RC(p) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Äåéñòâèòåëüíî, åñëè RC(p) > 1, òî ñóùåñòâóåò
∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E(x, y), ðàçáèâàþùåå p(M)
íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò M1 ≺ M òàêîé, ÷òî E(a,M) = p(M) ∩M1 äëÿ íåêîòîðîãî
a ∈ p(M).

(⇐) Åñëè RC(p) = 1, òî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ÷òî p(M) íåðàçëè÷èìî íàä ∅. Òîãäà åñëè p � êâàçèðàöè-
îíàëüíûé âïðàâî (âëåâî), òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî âïðàâî (âëåâî) âû-
ïóêëîãî ìíîæåñòâà A′ ⊆ p(M) ñóùåñòâóåò M1 ≺ M òàêàÿ, ÷òî A′ =
p(M)∩M1. Åñëè æå p � èððàöèîíàëüíûé òèï, òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà A′ ⊆ p(M) (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé êîãäà A′ = {a} äëÿ íåêîòîðîãî
a ∈ p(M)) ñóùåñòâóåò M1 ≺ M ñ óñëîâèåì A′ = p(M) ∩M1. □

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M � äî-
ñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü òåîðèè T , p, q ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûå
òèïû, RC(p) = RC(q) = 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p(M) è q(M) îòíîñè-
òåëüíî H-íåçàâèñèìû, åñëè äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ A′ ⊆ p(M)
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è B′ ⊆ q(M), ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïàì p è q (êàê â îïðåäåëåíèè 12),
íàéäåòñÿ M1 ∈ H(M) òàêàÿ, ÷òî A′ = p(M) ∩M1 è B′ = q(M) ∩M1.

Ïðåäëîæåíèå 1. [8] Ïóñòü T �ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M |= T ,
A ⊆ M , p, q ∈ S1(A) � íåàëãåáðàè÷åñêèå òèïû, p ̸⊥w q. Òîãäà:

(1) p � èððàöèîíàëüíûé ⇔ q � èððàöèîíàëüíûé
(2) p � êâàçèðàöèîíàëüíûé ⇔ q � êâàçèðàöèîíàëüíûé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M � äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü
òåîðèè T , p, q ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûå òèïû, RC(p) = RC(q) = 1.
Òîãäà p(M) è q(M) îòíîñèòåëüíî H-íåçàâèñèìû ⇔ p ⊥w q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p ̸⊥w q, òî â ñèëó òåîðåìû 1 òèïû p è q ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî êâàçèðàöèîíàëüíûìè, ëèáî èððàöèîíàëüíûìè.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì ÷òî p è q � êâàçèðàöèîíàëüíûå òè-
ïû. Â ñèëó âïîëíå î-ìèíèìàëüíîñòè ñóùåñòâóåò ∅-îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ
f : p(M) → q(M). Ïîñêîëüêó ðàíãè âûïóêëîñòè òèïîâ ðàâíû åäèíè-
öå, òî ýòà áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ïðåäïîëîæèì ÷òî p � êâàçèðàöèîíàëüíûé âïðàâî. Òîãäà åñëè f � ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) áèåêöèÿ, òî q áóäåò êâàçèðàöèîíàëüíûì
âïðàâî (âëåâî). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå âïðàâî âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî A′ ⊆ p(M) è ðàññìîòðèì f(A′). Åñëè f � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
(óáûâàþùàÿ) áèåêöèÿ, òî f(A′) òàêæå áóäåò îòêðûòûì âïðàâî (âëåâî)
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå a, b ∈ f(A′) ñ óñëîâèåì
a < b è ïóñòü B′ := {c ∈ q(M) | a < c < b}. Òîãäà íå ñóùåñòâóåòM1 ≺ M
òàêîé, ÷òî A′ = p(M) ∩M1 è B′ = q(M) ∩M1. □

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M � äîñòà-
òî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü òåîðèè T , p ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûé òèï.
Ïóñòü E(x, y) � ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþ-
ùåå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Åñëè p
� êâàçèðàöèîíàëüíûé âïðàâî (âëåâî) òèï, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî p(M)
îòíîñèòåëüíî (H, E)-ñâîáîäíî, åñëè äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî A′ ⊆ p(M)
òàêîãî, ÷òî A′/E � îòêðûòîå âïðàâî (âëåâî) ìíîæåñòâî, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî A′ = p(M) ∩ M1 äëÿ íåêîòîðîãî M1 ∈ H(M). Åñëè æå p �
èððàöèîíàëüíûé òèï, òî â êà÷åñòâå A′ äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáîå îòêðû-
òîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà p(M), îñòàâëÿÿ íà ïðîèçâîë òèï
ìíîæåñòâà A′/E.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M � äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü
òåîðèè T , p ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûé òèï, E(x, y) � ∅-îïðåäåëèìîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Òîãäà p(M) îòíîñèòåëüíî (H, E)-
ñâîáîäíî⇔ E(x, y) � íàèáîëüøåå ∅-îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ðàçáèâàþùåå p(M) íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ êëàññîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåî-
ðåìû 3.
(⇐). Åñëè p � êâàçèðàöèîíàëüíûé âïðàâî (âëåâî) òèï, òî, áåðÿ â êà÷å-
ñòâå A′ ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà p(M) ñ óñëîâè-
åì îòêðûòîñòè âïðàâî (âëåâî) A′/E, ìû ëåãêî íàõîäèì M1 ≺ M òàêóþ,
÷òî A′ = p(M) ∩ M1. Åñëè æå p � èððàöèîíàëüíûé òèï, òî â êà÷å-
ñòâå A′ áåðåì ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà p(M). □

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü T � ñëàáî î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, M � äîñòà-
òî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü òåîðèè T , p1, p2 ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûå
òèïû. Ïóñòü E1(x, y), E2(x, y) � ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ðàçáèâàþùèå p1(M) è p2(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1(M) îòíîñè-
òåëüíî (H, E1)-ñâîáîäíî è p2(M) îòíîñèòåëüíî (H, E2)-ñâîáîäíî. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî p1(M) è p2(M) îòíîñèòåëüíî (H, E1, E2)-íåçàâèñèìû, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ A′ ⊆ p1(M) è B′ ⊆ p2(M), ñîîòâåòñòâóþùèõ
òèïàì p1 è p2 (êàê â Îïðåäåëåíèè 14), íàéäåòñÿ M1 ∈ H(M) òàêàÿ, ÷òî
A′ = p1(M) ∩M1 è B′ = p2(M) ∩M1.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü T � âïîëíå î-ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ñ íåìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé, M � äîñòàòî÷íî íàñûùåííàÿ ìîäåëü
òåîðèè T , p1, p2 ∈ S1(∅) � íåèçîëèðîâàííûå òèïû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
p1(M) îòíîñèòåëüíî (H, E1)-ñâîáîäíî è p2(M) îòíîñèòåëüíî (H, E2)-
ñâîáîäíî, ãäå E1(x, y), E2(x, y) � ∅-îïðåäåëèìûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ðàçáèâàþùèå p1(M) è p2(M) ñîîòâåòñòâåííî íà áåñêîíå÷íîå
÷èñëî áåñêîíå÷íûõ âûïóêëûõ êëàññîâ. Òîãäà p1(M) è p2(M) îòíîñè-
òåëüíî (H, E1, E2)-íåçàâèñèìû ⇔ p1 ⊥w p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p1 ̸⊥w p2, òî â ñèëó òåîðåìû 1 òèïû p1 è p2 ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî êâàçèðàöèîíàëüíûìè, ëèáî èððàöèîíàëüíûìè.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì ÷òî p1 è p2 � êâàçèðàöèîíàëüíûå òè-
ïû. Â ñèëó âïîëíå î-ìèíèìàëüíîñòè ñóùåñòâóåò ∅-îïðåäåëèìàÿ áèåêöèÿ
f : p1(M) → p2(M). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü p1 � êâàçèðàöèîíàëüíûé
âïðàâî. Òîãäà âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå A′ ⊆ p1(M) ñ óñëîâèåì
îòêðûòîñòè âïðàâî ìíîæåñòâà A′/E1. Î÷åâèäíî, ÷òî f(A′) áóäåò âûïóê-
ëûì. Åñëè f ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà p1(M)/E1,
òî f(A′)/E2 áóäåò îòêðûòûì âïðàâî (âëåâî) ìíîæåñòâîì. Áåðÿ ïðîèç-
âîëüíûå E2-êëàññû E2(a,M) è E2(b,M) äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ p2(M) ñ
óñëîâèåì E2(a,M) < E2(b,M), ëåæàùèå â f(A′), è ðàññìàòðèâàÿ B′ :=
{h ∈ p2(M) | E2(a,M) < h < E2(b,M)}, ìû âèäèì, ÷òî B′ âûïóêëî,
à B′/E2 îòêðûòî. Î÷åâèäíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò M1 ≺ M òàêîé, ÷òî
A′ = p1(M) ∩M1 è B′ = p2(M) ∩M1. □
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5 Çàêëþ÷åíèå

Ìû èññëåäîâàëè ñâîéñòâà ïîíÿòèé ñâîáîäû è íåçàâèñèìîñòè äëÿ ãè-
ïåðãðàôîâ ìîäåëåé âïîëíå î-ìèíèìàëüíîé òåîðèè ñ íåìàêñèìàëüíûì
÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé ïðèìåíèòåëüíî ê èçîëèðîâàííûì è íåèçîëè-
ðîâàííûì òèïàì. Áûëî áû åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíèòü èçó÷åíèå ýòèõ
ïîíÿòèé íà êëàññ ñëàáî î-ìèíèìàëüíûõ òåîðèé êàê ñ ìàêñèìàëüíûì,
òàê è ñ íåìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ñ÷åòíûõ ìîäåëåé.
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