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Abstract: We study properties of the concepts of freedom and
independence for hypergraphs of models of a quite o-minimal theory
with few countable models. Conditions for freedom of sets of reali-
zations of isolated and non-isolated types are characterized in terms
of the convexity rank. In terms of weak orthogonality, charac-
terizations of the relative independence of sets of realizations of
isolated and non-isolated types of convexity rank 1 are obtained.
Conditions for freedom and independence of equivalence classes
are established, indicating the finite rank of convexity of a non-
algebraic isolated type of a given theory. In terms of equivalence
classes, the conditions for the relative freedom of isolated and non-
isolated types are characterized. In terms of weak orthogonality,
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characterizations of the relative independence of sets of realizations
of isolated and non-isolated types over given equivalence relations
are obtained. The transfer of the property of relative freedom of
types under the action of definable bijections is proved. It is shown
that for the specified conditions the non-maximality of the number
of countable models of the theory is essential.

Keywords: hypergraph of models, quite o-minimality, free set,
independent sets.

1 Введение

Гиперграфы моделей теории относятся к производным объектам, от-
носительно данных теорий и их моделей, позволяющим получать суще-
ственную структурную информацию как о самих теориях, так и о со-
путствующих семантических объектах, включая графовые [1, 2, 3, 4, 5].

Как показано в работах [6, 7], вполне о-минимальные теории допуска-
ют структурное описание своих счетных моделей и их классификацию.

В настоящей работе исследуются свойства понятий свободы и неза-
висимости для гиперграфов моделей вполне о-минимальной теории с
немаксимальным числом счетных моделей. В терминах ранга выпукло-
сти охарактеризованы условия свободы множеств реализаций изолиро-
ванных и неизолированных типов (теоремы 1 и 5). В терминах слабой ор-
тогональности получены характеризации относительной независимости
множеств реализаций изолированных и неизолированных типов ранга
выпуклости 1 (теоремы 2 и 6). Установлены условия свободы и незави-
симости классов эквивалентности, свидетельствующих о конечном ран-
ге выпуклости неалгебраического изолированного типа данной теории
(следствие 1). В терминах классов эквиватентности охарактеризованы
условия относительной свободы изолированных и неизолированных ти-
пов (теоремы 3 и 7). В терминах слабой ортогональности получены ха-
рактеризации относительной независимости множеств реализаций изо-
лированных и неизолированных типов над данными отношениями экви-
валентности (теоремы 4 и 8). Доказан перенос свойства относительной
свободы типов при действии определимых биекций (следствие 2). Пока-
зано, что для указанных условий существенна немаксимальность числа
счетных моделей теории (примеры 1–3).

2 Предварительные сведения

Напомним, что гиперграфом называется любая пара множеств (X,Y ),
где Y — некоторое подмножество булеана P(X) множества X.

ПустьM — некоторая модель полной теории T . Следуя [4], обозначим
через H(M) совокупность всех подмножеств N носителя M системы
M, которые являются носителями элементарных подмоделей N модели
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M: H(M) = {N | N 4 M}. Пара (M,H(M)) называется гиперграфом
элементарных подмоделей моделиM и обозначается через H(M).

Определение 1. ПустьM— некоторая модель теории T с гиперграфом
элементарных подмоделей H(M) = (M,H(M)), A — бесконечное опре-
делимое множество в моделиM местности n: A ⊆Mn. Множество A на-
зывается H-свободным, если для любого бесконечного множества A′ ⊆ A
имеет место равенство A′ = A∩Zn для некоторого Z ∈ H(M), содержа-
щего параметры для A. Два H-свободных множества A и B местности m
и n соответственно называются H-независимыми, если для любых бес-
конечных множеств A′ ⊆ A и B′ ⊆ B найдется Z ∈ H(M), содержащий
параметры для A и B и такой, что A′ = A ∩ Zm и B′ = B ∩ Zn.

Вспомним, что подмножество A линейно упорядоченной структуры
M называется выпуклым, если для любых a, b ∈ A и c ∈ M всякий раз
когда a < c < b мы имеем c ∈ A. Слабо о-минимальной структурой
называется линейно упорядоченная структураM = 〈M,=, <, . . .〉 такая,
что любое определимое (с параметрами) подмножество структуры M
является объединением конечного числа выпуклых множеств вM.

Определение 2. Пусть M — слабо о-минимальная |A|+-насыщенная
структура, где A ⊆ M , p, q ∈ S1(A) — неалгебраические типы. Будем
говорить что тип p не является слабо ортогональным типу q (p 6⊥w q),
если существуют LA-формула H(x, y), α ∈ p(M) и β1, β2 ∈ q(M) такие
что β1 ∈ H(M, α) и β2 6∈ H(M, α).

Иными словами, тип p является слабо ортогональным типу q (p ⊥w q),
если p(x)∪q(y) имеет единственное расширение до полного 2-типа над A.

Лемма 1. [8] Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T , A ⊆
M . Тогда отношение не слабой ортогональности 6⊥w является отно-
шением эквивалентности на S1(A).

Определение 3. [9] ПустьM — слабо о-минимальная |A|+-насыщенная
структура, где A ⊆M , p, q ∈ S1(A) — неалгебраические типы. Будем го-
ворить что тип p не является вполне ортогональным типу q (p 6⊥q q),
если существует A-определимая биекция f : p(M)→ q(M). Будем гово-
рить что слабо о-минимальная теория является вполне о-минимальной,
если понятия слабой и вполне ортогональности 1-типов совпадают.

3 О свободе и независимости в гиперграфах моделей
для изолированных типов

Заметим, что если рассмотреть произвольный неалгебраический изо-
лированный тип p ∈ S1(∅) в произвольной вполне о-минимальной тео-
рии T с немаксимальным числом счетных моделей, то в любой модели
M |= T множество p(M) не будет H-свободным, поскольку если возьмем
в качестве A′ некоторый замкнутый интервал [a, b] ⊂ p(M), где a < b,
то не существуетM1 ≺M такой, что A′ = p(M) ∩M1.
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Другой причиной нарушения H-свободы является возможность взя-
тия бесконечного множества A′ ⊂ p(M), не являющегося плотным, тогда
как множества p(M)∩M1 для моделей теории T должны быть плотны-
ми.

Произвольный открытый интервал, содержащий элемент b, будем на-
зывать окрестностью элемента b. Вспомним, что произвольное подмно-
жество A линейно упорядоченной структуры M является открытым,
если для любого b ∈ A существует окрестность элемента b, содержаща-
яся в A.

Определение 4. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T ,
p ∈ S1(∅) — неалгебраический изолированный тип. Будем говорить, что
множество p(M) относительно H-свободно, H-свободно относительно
выпуклых множеств, или (H, cs)-свободно, если для любого открытого
выпуклого множества A′ ⊆ p(M) имеет место равенство A′ = p(M)∩M1

для некоторого M1 ∈ H(M).

Отметим, что наряду с тем, что гиперграфы H позволяют выделять
все бесконечные подмножества в H-свободных множествах, соответству-
ющие гиперграфы для (H, cs)-свободных множеств помимо выпуклых
множеств без концевых точек дают возможность выделения плотных
множеств без концевых точек. Например, для теории плотного линейно-
го порядка без концевых точек таким образом выделяется любое плотное
подмножество без концевых точек.

Также напомним следующие необходимые определения.

Определение 5. [11] ПустьM — слабо о-минимальная |A|+-насыщен-
ная структура, где A ⊆M , p ∈ S1(A) — неалгебраический тип.
(1) LA-формула F (x, y) называется p-сохраняющей, если существуют α,
γ1, γ2 ∈ p(M) такие, что F (M, α) \ {α} 6= ∅ и γ1 < F (M, α) < γ2.
(2) p-сохраняющая формула F (x, y) называется выпуклой вправо (вле-
во), если существует α ∈ p(M) такой, что F (M, α) выпукло, α — левая
(правая) концевая точка множества F (M, α) и α ∈ F (M, α).

Определение 6. [12] Будем говорить, что p-сохраняющая выпуклая
вправо (влево) формула F (x, y) является эквивалентность-генериру-
ющей, если для любых α, β ∈ p(M) таких, что M |= F (β, α), имеет
место следующее:

M |= ∀x[x ≥ β → [F (x, α)↔ F (x, β)]]

(M |= ∀x[x ≤ β → [F (x, α)↔ F (x, β)]]).

Определение 7. [13], [14] Пусть T — слабо о-минимальная теория,
M |= T — насыщенная модель, A ⊆ M . Ранг выпуклости множества
A (RC(A)) определяется следующим образом:

1) RC(A) = −1, если A = ∅.
2) RC(A) = 0, если A конечно и непусто.
3) RC(A) ≥ 1, если A бесконечно.
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4) RC(A) ≥ α + 1, если существуют параметрически определимое от-
ношение эквивалентности E(x, y) и bi ∈ A, i ∈ ω, удовлетворяющие сле-
дующим условиям:

• для любых i, j ∈ ω, всякий раз когда i 6= j мы имеем M |=
¬E(bi, bj)
• для каждого i ∈ ω RC(E(M, bi)) ≥ α и E(M, bi) — выпуклое
подмножество множества A;

5) RC(A) ≥ δ, если RC(A) ≥ α для всех α ≤ δ (δ предельный).
Для ординала α полагаем RC(A) = α, если RC(A) ≥ α и не имеет

места RC(A) ≥ β при β > α.
Если RC(A) = α для некоторого ординала α, то мы говорим что RC(A)

определяется. В противном случае, т.е. если RC(A)) ≥ α для всех α, мы
полагаем RC(A) =∞.

Ранг выпуклости формулы φ(x, ā), где ā ∈M , определяется как ранг
выпуклости множества φ(M, ā), т.е. RC(φ(x, ā)) := RC(φ(M, ā)). Ранг
выпуклости 1-типа p определяется как ранг выпуклости множества
p(M), т.е. RC(p) := RC(p(M)).

Отметим, что значение RC(p) не зависит от выбора модели M, если
p — изолированный тип.

Теорема 1. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M |= T , p ∈ S1(∅) — неалгебраический
изолированный тип. Тогда множество p(M) относительно H-свободно
⇔ RC(p) = 1.

Доказательство. (⇒) Пусть множество p(M) относительноH-свободно.
Допустим противное: RC(p) > 1. В силу бинарности теории T суще-
ствует ∅-определимое отношение эквивалентности E(x, y), разбивающее
p(M) на бесконечное число бесконечных выпуклых классов. Возьмем
произвольный элемент a ∈ p(M) и рассмотрим E-класс E(a,M). Оче-
видно, что E(a,M) является открытым выпуклым множеством, и не су-
ществует элементарной подмоделиM1 моделиM такой, что E(a,M) =
p(M) ∩M1.

(⇐) Пусть RC(p) = 1. Поймем что p(M) неразличимо над ∅. В силу
бинарности теории T достаточно показать, что p(M) 2-неразличимо над
∅. Допустим противное: существуют 〈a1, a2〉, 〈a′1, a′2〉 ∈ [p(M)]2 такие, что
a1 < a2, a′1 < a′2 и tp(〈a1, a2〉/∅) 6= tp(〈a′1, a′2〉/∅). Тогда существует a′′2 ∈
p(M) такой, что a1 < a′′2 и tp(〈a1, a2〉/∅) 6= tp(〈a1, a′′2〉/∅). Следовательно,
существует ∅-определимая формула φ(x, y) такая, что M |= φ(a1, a2) ∧
¬φ(a1, a

′′
2). В силу слабой о-минимальности теории T можем считать, что

множество φ(a1,M) выпукло. Не умаляя общности, будем также считать
что a2 < a′′2. Тогда рассмотрим следующую формулу:

F (x, a1) := x ≥ a1 ∧ ∃y[φ(a1, y) ∧ x ≤ y].
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Легко понять, что F (x, y) — p-стабильная выпуклая вправо. Если фор-
мула F (x, y) эквивалентность-генерирующая, то получаем противоре-
чие с тем, что RC(p) = 1. Если F (x, y) не является эквивалентность-
генерирующей, то это противоречит предложению 2.8 из [6]. Таким обра-
зом, p(M) неразличимо над ∅, откуда следует, что для любого открытого
выпуклого множества A′ ⊆ p(M) существует элементарная подмодель
M1 моделиM такая, что A′ = p(M) ∩M1. �

Пример 1. Пусть M = 〈Q, <, f1〉 — линейно упорядоченная структу-
ра, где Q — множество рациональных чисел, f(x) = x + 1 — унарная
функция на Q.

Легко понять, что M — о-минимальная структура, при этом теория
Th(M) имеет континуум счетных моделей. Также замечаем, что p(x) :=
{x = x} ∈ S1(∅) — неалгебраический изолированный тип, RC(p) = 1, но
p(M) не является относительно H-свободным.
Определение 8. Пусть T — слабо о-минимальная теория,M |= T , p, q ∈
S1(∅) — неалгебраические изолированные типы, RC(p) = RC(q) = 1.
Будем говорить, что p(M) и q(M) относительно H-независимы, H-не-
зависимы относительно выпуклых множеств, или (H, cs)-независимы,
если для любых открытых выпуклых множеств A′ ⊆ p(M) и B′ ⊆ q(M)
найдется M1 ∈ H(M) такая, что A′ = p(M) ∩M1 и B′ = q(M) ∩M1.

Отметим, что данное определение не зависит от выбора модели M,
если p и q — изолированные типы.

Напомним, что кортеж ā = (a1, . . . , an) называется возрастающим,
если a1 < . . . an.

Пусть p1, p2, . . . , ps ∈ S1(∅) — неалгебраические типы. Напомним, что
семейство 1-типов {p1, . . . , ps} называется ортогональным над ∅, если
для любой модели M данной теории, любой последовательности (n1,
. . ., ns) ∈ ωs, для любых возрастающих кортежей ā1, ā′1 ∈ [p1(M)]n1 , . . .,
ās, ā

′
s ∈ [ps(M)]ns таких, что tp(ā1/∅) = tp(ā′1/∅), . . ., tp(ās/∅) = tp(ā′s/∅)

мы имеем tp(〈ā1, . . . , ās〉/∅) = tp(〈ā′1, . . ., ā′s〉/∅).
Теорема 2. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, p, q ∈ S1(∅) — неалгебраические изолиро-
ванные типы, RC(p) = RC(q) = 1. Тогда p(M) и q(M) относительно
H-независимы ⇔ p ⊥w q.

Доказательство. (⇒) Пусть p(M) и q(M) относительно H-независимы.
Допустим противное: p 6⊥w q. В силу вполне о-минимальности суще-
ствует ∅-определимая биекция f : p(M) → q(M). Поскольку RC(p) =
RC(q) = 1, эта биекция является строго монотонной. Возьмем произ-
вольное открытое выпуклое множество A′ ⊆ p(M) и рассмотрим f(A′).
В силу строгой монотонности функции f образ f(A′) также будет от-
крытым выпуклым множеством. Возьмем произвольные a, b ∈ f(A′) с
условием a < b. Тогда пусть B′ := {c ∈ q(M) | a < c < b}. Тогда не
существует M1 ≺M такой, что A′ = p(M) ∩M1 и B′ = q(M) ∩M1.
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(⇐) Пусть p ⊥w q. Тогда в силу теоремы 4.7 [6] семейство {p, q} являет-
ся ортогональным над ∅, откуда следует относительнаяH-независимость
p(M) и q(M). �

Из теоремы 2 непосредственно вытекает:

Следствие 1. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немак-
симальным числом счетных моделей, M |= T , p ∈ S1(∅) — неалгеб-
раический изолированный тип, RC(p) = n, где n > 1. Предположим
что E1(x, y), E2(x, y), . . . , En−1(x, y) — ∅-определимые отношения экви-
валентности, разбивающие p(M) на бесконечное число бесконечных вы-
пуклых классов, так что для любого a ∈ p(M), E1(a,M) ⊂ E2(a,M) ⊂
. . . ⊂ En−1(a,M). Тогда:

1) каждый E1-класс является относительно H-свободным;
2) любые два E1-класса являются относительно H-независимыми.
3) для любого 2 ≤ i ≤ n − 1 каждый Ei-класс не является относи-

тельно H-свободным.

Пример 2. Пусть M = 〈Q × Q;<,E2, f1〉 — линейно упорядоченная
структура, где Q×Q упорядочено лексикографически. Символ E интер-
претируется бинарным отношением, определяемым следующим образом:
для любых a = (n1,m1), b = (n2,m2) ∈ Q × Q, E(a, b) ⇔ n1 = n2. Сим-
вол f интерпретируется унарной функцией, определяемой равенством
f((n,m)) = (n+ 1,m) для всех (n,m) ∈ Q×Q.

Очевидно, что E(x, y) является отношением эквивалентности, разби-
вающим M на бесконечное число бесконечных выпуклых классов.

Может быть установлено, что Th(M) — вполне о-минимальная тео-
рия, имеющая континуум счетных моделей. Замечаем, что p(x) := {x =
x} ∈ S1(∅) — неалгебраический изолированный тип, RC(p) = 2, каж-
дый E-класс является относительно H-свободным, однако для каждого
a ∈ M E-классы E(a,M) и E(f(a),M) не являются относительно H-
независимыми.

Определение 9. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T ,
p ∈ S1(∅) — неалгебраический изолированный тип. Пусть E(x, y) —
∅-определимое отношение эквивалентности, разбивающее p(M) на бес-
конечное число бесконечных выпуклых классов. Если A ⊆ p(M), то
мы обозначаем через A/E множество представителей E-классов, имею-
щих непустое пересечение с A. Будем говорить, что p(M) относительно
(H, E)-свободно, если для любого выпуклого A′ ⊆ p(M) такого, что A′/E
— непустое открытое множество, имеет место равенство A′ = p(M)∩M1

для некоторого M1 ∈ H(M).
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Теорема 3. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M |= T , p ∈ S1(∅) — неалгебраиче-
ский изолированный тип, E(x, y) — ∅-определимое отношение эквива-
лентности, разбивающее p(M) на бесконечное число бесконечных вы-
пуклых классов. Тогда p(M) относительно (H, E)-свободно⇔ для любо-
го ∅-определимого отношения эквивалентности E′(x, y), разбивающего
p(M) на бесконечное число выпуклых классов, имеет место E′(a,M) ⊆
E(a,M) для некоторого a ∈ p(M).

Доказательство. (⇒) Пусть p(M) относительно (H, E)-свободно. В си-
лу следствия 5.5 из [6] имеет место RC(p) < ω, т.е. существует ∅-опреде-
лимое отношение эквивалентности E∗(x, y), разбивающее p(M) на беско-
нечное число выпуклых классов, и для любого ∅-определимого отноше-
ния эквивалентности E′(x, y), разбивающего p(M) на бесконечное чис-
ло выпуклых классов, имеет место E′(a,M) ⊆ E∗(a,M) для некоторого
a ∈ p(M). Тогда утверждаем, что E(x, y) ≡ E∗(x, y) на p(M). Если
это не так, то либо E(a,M) ⊂ E∗(a,M), либо E∗(a,M) ⊂ E(a,M). В
первом случае получаем противоречие с тем, что p(M) относительно
(H, E)-свободно. Во втором случае получаем противоречие с тем, что
E∗(x, y) — наибольшее отношение эквивалентности.

(⇐) Пусть E(x, y) — наибольшее ∅-определимое отношение эквива-
лентности, разбивающее p(M) на бесконечное число выпуклых классов.
Тогда если в качестве A′ возьмем произвольное выпуклое подмножество
множества p(M), так что A′/E — открытое, то легко находитсяM1 ≺M
с условием A′ = p(M) ∩M1. �

Пример 3. ПустьM = 〈M,<,E2
i 〉i∈ω — линейно упорядоченная струк-

тура, где для каждого i ∈ ω формула Ei(x, y) определяет отношение
эквивалентности, разбивающееM на бесконечное число выпуклых клас-
сов, при этом Ei разбивает каждый Ei+1-класс на бесконечное число Ei-
классов, каждый Ei-класс выпуклый и открытый, так что Ei-подклассы
каждого Ei+1-класса являются плотно упорядоченными без концевых
точек.

Может быть установлено, что Th(M) — вполне о-минимальная тео-
рия, имеющая континуум счетных моделей. Очевидно, что M — 1-не-
различимая модель, т.е. p(x) := {x = x} ∈ S1(∅). Нетрудно понять, что
p(M) не является относительно (H, Ei)-свободным для любого i ∈ ω.
Определение 10. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M |= T ,
p1, p2 ∈ S1(∅) — неалгебраические изолированные типы. Пусть E1(x, y),
E2(x, y) — ∅-определимые отношения эквивалентности, разбивающие
p1(M) и p2(M) соответственно на бесконечное число выпуклых классов.
Предположим, что p1(M) относительно (H, E1)-свободно и p2(M) отно-
сительно (H, E2)-свободно. Будем говорить, что p1(M) и p2(M) относи-
тельно (H, E1, E2)-независимы, если для любых выпуклых A′ ⊆ p1(M)
и B′ ⊆ p2(M) таких, что A′/E1 и B′/E2 — открытые множества, най-
дется M1 ∈ H(M) такая, что A′ = p1(M) ∩M1 и B′ = p2(M) ∩M1.
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Теорема 4. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M |= T , p1, p2 ∈ S1(∅) — неалгебра-
ические изолированные типы. Пусть E1(x, y), E2(x, y) — ∅-определи-
мые отношения эквивалентности, разбивающие p1(M) и p2(M) со-
ответственно на бесконечное число выпуклых классов. Предположим,
что множество p1(M) относительно (H, E1)-свободно, а множество
p2(M) относительно (H, E2)-свободно. Тогда p1(M) и p2(M) относи-
тельно (H, E1, E2)-независимы тогда и только тогда, когда p1 ⊥w p2.

Доказательство. Пусть p1(M) и p2(M) относительно (H, E1, E2)-неза-
висимы. Допустим противное: p1 6⊥w p2. В силу вполне о-минимальности
существует ∅-определимая биекция f : p1(M)→ p2(M), откуда RC(p1) =
RC(p2) и f(E1(a,M)) = E2(f(a),M) для любого a ∈ p1(M). Возьмем
произвольное выпуклое A′ ⊆ p1(M) с условием открытости множества
A′/E1 и рассмотрим f(A′). Очевидно, что f(A′) выпукло и f(A′)/E2 —
открытое множество. Возьмем произвольные E2-классы C = E2(a,M) и
D = E2(b,M) для некоторых a, b ∈ p2(M) с условием C < D, лежащие в
f(A′). Тогда пусть B′ := {e ∈ p2(M) | C < e < D}. Очевидно, что B′ бу-
дет также выпукло, а B′/E2 открыто. Легко понять, что не существует
M1 ≺M такой, что A′ = p1(M) ∩M1 и B′ = p2(M) ∩M1. �

Из теоремы 4 непосредственно вытекает:

Следствие 2. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немакси-
мальным числом счетных моделей, M |= T , p1, p2 ∈ S1(∅) — неалгеб-
раические изолированные типы, и предположим, что существует ∅-
определимая биекция f : p1(M)→ p2(M). Пусть E1(x, y) — ∅-определи-
мое отношение эквивалентности, разбивающие p1(M) на бесконечное
число выпуклых классов. Определим на множестве p2(M) отношение
E2(x, y) следующим образом:

для любых a, b ∈ p2(M) E2(a, b)⇔ E1(f
−1(a), f−1(b)).

Тогда p1(M) относительно (H, E1)-свободно ⇔ p2(M) относительно
(H, E2)-свободно.

Отметим, что теоремы 1 и 2 вытекают из теорем 3 и 4 соответственно.

4 О свободе и независимости в гиперграфах моделей
для неизолированных типов

Далее мы расширяем определения относительной H-свободы, относи-
тельной H-независимости, относительной (H, E)-свободы и относитель-
ной (H, E1, E2)-независимости на неизолированные 1-типы.

Вспомним, что если A — произвольное подмножество линейно упоря-
доченной структурыM, то через A+ (и соответственно A−) будем обо-
значать множество элементов b рассматриваемой структуры с условием
A < b (b < A).
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Определение 11. [8] ПустьM —слабо о-минимальная структура, A ⊆
M , p ∈ S1(A) — неалгебраический тип. Мы говорим, что p — квазира-
циональный вправо (влево), если существует A-определимая выпуклая
формула Up(x) ∈ p такая, что для любой достаточной насыщенной мо-
делиN �M имеет место Up(N )+ = p(N )+ (Up(N )− = p(N )−). Неизоли-
рованный 1-тип называется квазирациональным, если он является либо
квазирациональным вправо, либо квазирациональным влево. Неквази-
рациональный неизолированный 1-тип называется иррациональным.

Очевидно, что 1-тип, будучи одновременно квазирациональным впра-
во и квазирациональным влево, является изолированным.

Будем говорить, что выпуклое множествоA является открытым впра-
во (влево), если существует a ∈ A такой, что для любого b > a (b < a)
существует окрестность элемента b, содержащаяся в A. Очевидно, что
множество, будучи одновременно открытым вправо и открытым влево,
является открытым.

Определение 12. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M — до-
статочно насыщенная модель теории T , p ∈ S1(∅) — неизолированный
тип, RC(p) = 1. Если p — квазирациональный вправо (влево), то бу-
дем говорить, что p(M) относительно H-свободно, если для любого от-
крытого вправо (влево) выпуклого A′ ⊆ p(M) имеет место равенство
A′ = p(M)∩M1 для некоторогоM1 ∈ H(M). Если же p иррациональный,
то в качестве A′ достаточно взять произвольное выпуклое множество.

Теорема 5. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M — достаточно насыщенная модель
теории T , p ∈ S1(∅) — неизолированный тип. Тогда p(M) — относи-
тельно H-свободно ⇔ RC(p) = 1.

Доказательство. (⇒) Действительно, если RC(p) > 1, то существует
∅-определимое отношение эквивалентности E(x, y), разбивающее p(M)
на бесконечное число бесконечных выпуклых классов. Очевидно, что не
существует M1 ≺ M такой, что E(a,M) = p(M) ∩M1 для некоторого
a ∈ p(M).

(⇐) Если RC(p) = 1, то аналогично доказательству теоремы 1 уста-
навливается что p(M) неразличимо над ∅. Тогда если p — квазираци-
ональный вправо (влево), то для любого открытого вправо (влево) вы-
пуклого множества A′ ⊆ p(M) существует M1 ≺ M такая, что A′ =
p(M)∩M1. Если же p — иррациональный тип, то для любого выпуклого
множества A′ ⊆ p(M) (включая случай когда A′ = {a} для некоторого
a ∈ p(M)) существуетM1 ≺M с условием A′ = p(M) ∩M1. �

Определение 13. Пусть T — слабо о-минимальная теория, M — до-
статочно насыщенная модель теории T , p, q ∈ S1(∅) — неизолированные
типы, RC(p) = RC(q) = 1. Будем говорить, что p(M) и q(M) относи-
тельно H-независимы, если для любых выпуклых множеств A′ ⊆ p(M)
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и B′ ⊆ q(M), соответствующих типам p и q (как в определении 12),
найдется M1 ∈ H(M) такая, что A′ = p(M) ∩M1 и B′ = q(M) ∩M1.

Предложение 1. [8] Пусть T —слабо о-минимальная теория,M |= T ,
A ⊆M , p, q ∈ S1(A) — неалгебраические типы, p 6⊥w q. Тогда:

(1) p — иррациональный ⇔ q — иррациональный
(2) p — квазирациональный ⇔ q — квазирациональный.

Теорема 6. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M — достаточно насыщенная модель
теории T , p, q ∈ S1(∅) — неизолированные типы, RC(p) = RC(q) = 1.
Тогда p(M) и q(M) относительно H-независимы ⇔ p ⊥w q.

Доказательство. Если p 6⊥w q, то в силу теоремы 1 типы p и q явля-
ются одновременно либо квазирациональными, либо иррациональными.
Не умаляя общности, предположим что p и q — квазирациональные ти-
пы. В силу вполне о-минимальности существует ∅-определимая биекция
f : p(M) → q(M). Поскольку ранги выпуклости типов равны едини-
це, то эта биекция является строго монотонной. Для определенности
предположим что p — квазирациональный вправо. Тогда если f — стро-
го возрастающая (убывающая) биекция, то q будет квазирациональным
вправо (влево). Возьмем произвольное открытое вправо выпуклое мно-
жество A′ ⊆ p(M) и рассмотрим f(A′). Если f — строго возрастающая
(убывающая) биекция, то f(A′) также будет открытым вправо (влево)
выпуклым множеством. Возьмем произвольные a, b ∈ f(A′) с условием
a < b и пусть B′ := {c ∈ q(M) | a < c < b}. Тогда не существуетM1 ≺M
такой, что A′ = p(M) ∩M1 и B′ = q(M) ∩M1. �

Определение 14. Пусть T — слабо о-минимальная теория,M — доста-
точно насыщенная модель теории T , p ∈ S1(∅) — неизолированный тип.
Пусть E(x, y) — ∅-определимое отношение эквивалентности, разбиваю-
щее p(M) на бесконечное число бесконечных выпуклых классов. Если p
— квазирациональный вправо (влево) тип, то будем говорить, что p(M)
относительно (H, E)-свободно, если для любого выпуклого A′ ⊆ p(M)
такого, что A′/E — открытое вправо (влево) множество, имеет место
равенство A′ = p(M) ∩M1 для некоторого M1 ∈ H(M). Если же p —
иррациональный тип, то в качестве A′ достаточно взять любое откры-
тое выпуклое подмножество множества p(M), оставляя на произвол тип
множества A′/E.

Теорема 7. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M — достаточно насыщенная модель
теории T , p ∈ S1(∅) — неизолированный тип, E(x, y) — ∅-определимое
отношение эквивалентности, разбивающее p(M) на бесконечное чис-
ло бесконечных выпуклых классов. Тогда p(M) относительно (H, E)-
свободно⇔ E(x, y) — наибольшее ∅-определимое отношение эквивалент-
ности, разбивающее p(M) на бесконечное число выпуклых классов.
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Доказательство. (⇒) доказывается по аналогии с доказательством тео-
ремы 3.
(⇐). Если p — квазирациональный вправо (влево) тип, то, беря в каче-
стве A′ произвольное выпуклое подмножество множества p(M) с услови-
ем открытости вправо (влево) A′/E, мы легко находимM1 ≺M такую,
что A′ = p(M) ∩ M1. Если же p — иррациональный тип, то в каче-
стве A′ берем произвольное открытое выпуклое подмножество множе-
ства p(M). �

Определение 15. Пусть T — слабо о-минимальная теория,M — доста-
точно насыщенная модель теории T , p1, p2 ∈ S1(∅) — неизолированные
типы. Пусть E1(x, y), E2(x, y) — ∅-определимые отношения эквивалент-
ности, разбивающие p1(M) и p2(M) соответственно на бесконечное чис-
ло бесконечных выпуклых классов. Предположим, что p1(M) относи-
тельно (H, E1)-свободно и p2(M) относительно (H, E2)-свободно. Будем
говорить, что p1(M) и p2(M) относительно (H, E1, E2)-независимы, ес-
ли для любых выпуклых A′ ⊆ p1(M) и B′ ⊆ p2(M), соответствующих
типам p1 и p2 (как в Определении 14), найдется M1 ∈ H(M) такая, что
A′ = p1(M) ∩M1 и B′ = p2(M) ∩M1.

Теорема 8. Пусть T — вполне о-минимальная теория с немаксималь-
ным числом счетных моделей, M — достаточно насыщенная модель
теории T , p1, p2 ∈ S1(∅) — неизолированные типы. Предположим, что
p1(M) относительно (H, E1)-свободно и p2(M) относительно (H, E2)-
свободно, где E1(x, y), E2(x, y) — ∅-определимые отношения эквивалент-
ности, разбивающие p1(M) и p2(M) соответственно на бесконечное
число бесконечных выпуклых классов. Тогда p1(M) и p2(M) относи-
тельно (H, E1, E2)-независимы ⇔ p1 ⊥w p2.

Доказательство. Если p1 6⊥w p2, то в силу теоремы 1 типы p1 и p2 явля-
ются одновременно либо квазирациональными, либо иррациональными.
Не умаляя общности, предположим что p1 и p2 — квазирациональные ти-
пы. В силу вполне о-минимальности существует ∅-определимая биекция
f : p1(M)→ p2(M). Для определенности пусть p1 — квазирациональный
вправо. Тогда возьмем произвольное выпуклое A′ ⊆ p1(M) с условием
открытости вправо множества A′/E1. Очевидно, что f(A′) будет выпук-
лым. Если f является строго возрастающей (убывающей) на p1(M)/E1,
то f(A′)/E2 будет открытым вправо (влево) множеством. Беря произ-
вольные E2-классы E2(a,M) и E2(b,M) для некоторых a, b ∈ p2(M) с
условием E2(a,M) < E2(b,M), лежащие в f(A′), и рассматривая B′ :=
{h ∈ p2(M) | E2(a,M) < h < E2(b,M)}, мы видим, что B′ выпукло,
а B′/E2 открыто. Очевидно, что не существует M1 ≺ M такой, что
A′ = p1(M) ∩M1 и B′ = p2(M) ∩M1. �
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5 Заключение

Мы исследовали свойства понятий свободы и независимости для ги-
перграфов моделей вполне о-минимальной теории с немаксимальным
числом счетных моделей применительно к изолированным и неизоли-
рованным типам. Было бы естественно распространить изучение этих
понятий на класс слабо о-минимальных теорий как с максимальным,
так и с немаксимальным числом счетных моделей.
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