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Abstract: We introduce the notion of a complex of relational
structures, which is a new structure satisfying certain conditions
with respect to the given �nite collection of relation structures.
We study some of its model-theoretic properties in relation with
base structures, and show that, mostly, in order for the complex
to have some property it should be generated by structures having
given property. Furthermore, we introduce the notion of �nitely
equivalent sets of the structure, and based on it introduce properties
of regularity, strictness, and properness, that allow us to guarantee
that the complex generated by a collection of structures having
ñertain model-theoretic properties will also have these properties.
We show that the structure of the complex and its properness and
strictness are preserved under expansions of the structure by new
relations satisfying ñertain conditions.
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1 Ââåäåíèå

Äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ ñâîéñòâ íåêîòîðîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü å¼ â âèäå îáðàçà äåéñòâèÿ íåêî-
òîðîãî äîñòàòî÷íî õîðîøåãî îïåðàòîðà íà äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû è èçó÷àòü ñâîéñòâà óæå ýòèõ ñòðóêòóð è ñâîéñòâà ýòîãî îïåðàòîðà.
Íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì òàêèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå ñòðóêòóð (ñì., íàïðèìåð, [1]).
Â êà÷åñòâå áîëåå ñëîæíîãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü êîìïîçèöèè è

êîìáèíàöèè ñòðóêòóð, èçó÷àåìûå, íàïðèìåð, â [2] è [3]. Âî âñåõ ýòèõ ïðè-
ìåðàõ îïåðàòîð îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåò íàáîðó ñòðóêòóð íîâóþ ñòðóê-
òóðó, ñîõðàíÿÿ ìíîãèå èõ òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ñâîéñòâà. Â ýòîé ñòà-
òüå ìû ââåä¼ì áëèçêèé ïî äóõó è, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îáîáùàþùèé
ýòè ïðèìåðû ñïîñîá ïðåäñòàâèòü çàäàííóþ ñòðóêòóðó â âèäå íåêîòîðîãî
îáúåêòà, îáðàçîâàííîãî äðóãèìè ñòðóêòóðàìè, è ðàññìîòðèì, êàê íåêî-
òîðûå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå ñâîéñòâà ýòîãî îáúåêòà çàâèñÿò îò ñâîéñòâ
ñòðóêòóð.
Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: â ðàçäåëå 2 ôèêñèðóþòñÿ îáî-

çíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå; â ðàçäåëå 3 îïèñûâàåòñÿ áàçîâàÿ ñòðóê-
òóðà êîìïëåêñà, ïîðîæä¼ííîãî ïàðîé ñòðóêòóð; â ïðåäëîæåíèè 3.8 ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî êîìïëåêñà áûòü íàñûùåííûì, ìèíèìàëüíûì,
èìåòü ìàëóþ èëè ñòàáèëüíóþ òåîðèþ âëå÷¼ò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà âñåõ
ñòðóêòóð, êîòîðûìè îí ïîðîæä¼í; â ðàçäåëå 4 ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå
ïîíÿòèå ôèíèòíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâ; â òåîðåìå 4.3 ïîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî, â ñëó÷àå îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ, ôèíèòíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âû-
äåðæèâàåò îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå ïåðåõîäû; â ðàçäåëå 5 ââîäÿòñÿ óñëîâèÿ
ïðàâèëüíîñòè, ðåãóëÿðíîñòè è ñòðîãîñòè êîìïëåêñà, ïîçâîëÿþùèå ãàðàí-
òèðîâàòü ñîõðàíåíèå êîìïëåêñîì òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ ñâîéñòâ ñòðóê-
òóð, êîòîðûìè îí ïîðîæä¼í; â òåîðåìå 5.15 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî
ñòðîãîãî êîìïëåêñà áûòü àòîìíûì âëå÷¼ò àòîìíîñòü âñåõ ñòðóêòóð, êî-
òîðûìè îí ïîðîæä¼í; â òåîðåìå 5.19 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè ñâîéñòâà
ñîõðàíÿþòñÿ ïðè íåêîòîðûõ îáîãàùåíèÿõ êîìïëåêñà.

2 Ñîãëàøåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ñèìâîëàìè C,M, . . . áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñòðóêòóðû. Íîñèòåëè ñòðóê-
òóð áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëàìè C,M, . . . Ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóêòó-
ðàì ñèãíàòóðû áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ LC , LM, . . . , à òåîðèè, ñîîòâåòñòâåííî,
Th(C),Th(M), . . .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ LM-ôîðìóëîé, åñëè

îíà íàïèñàíà íà ÿçûêå LM. Åñëè A ⊂M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ LM(A)-ôîðìóëîé, åñëè îíà
íàïèñàíà íà ÿçûêå LM ñ ïàðàìåòðàìè èç ìíîæåñòâà A. Óòâåðæäåíèå
î òîì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ Ln

M(A)-ôîðìóëîé, áóäåò îçíà-
÷àòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó ôîðìóëó êàê ôîðìóëó îò n ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ.
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Ïóñòü R(x, y) � ôîðìóëà, çàäàþùàÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ
ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, åñëè x̄ è ȳ � êîðòåæè äëèíû n, áóäåì ïèñàòü R(x̄, ȳ),
èìåÿ â âèäó R(xi, yi) äëÿ âñåõ 1 ⩽ i ⩽ n. Åñëè ϕ(x̄)� íåêîòîðàÿ ôîðìóëà,
ââåä¼ì ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå

∃nRx̄ ϕ(x̄) := ∃x̄1, . . . , x̄n[
∧

1⩽i<j⩽n

¬R(x̄i, x̄j) ∧
∧

1⩽k⩽n

ϕ(x̄k)].

Çàïèñü ∃∞R x̄ ϕ(x̄) áóäåò îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü ôîðìóë {∃nRx̄ ϕ(x̄) | n ∈
ω}. Åñëè â êà÷åñòâå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè R âûñòóïàåò ðàâåíñòâî,
òî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî ∃nx̄ ϕ(x̄) è ∃∞x̄ ϕ(x̄).
Ñèìâîëîì ⊔ áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

ìíîæåñòâ, êëàññè÷åñêè îïðåäåëÿåìûé êàê ⊔i∈IAi := {(a, i) : a ∈ Ai, i ∈
I}. Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ñâîéñòâà íå çàâèñÿò îò íóìåðàöèè I è âíóò-
ðåííåé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ⊔i∈IAi, ïîýòîìó ìû áóäåì íåÿâíî îòîæ-
äåñòâëÿòü ìíîæåñòâà Ai ñ àññîöèèðîâàííûìè ïîäìíîæåñòâàìè A∗

i :=
{(a, i) : a ∈ Ai} ⊆ ⊔i∈IAi, à òàêæå, íå óêàçûâàÿ íóìåðàöèþ, ïèñàòü
A ⊔B ⊔ C è ïîëàãàòü, ÷òî A ⊔B ⊔ C = (A ⊔B) ⊔ C = A ⊔ (B ⊔ C).
Ãîâîðÿ, ÷òî äâå ñòðóêòóðû ýêâèâàëåíòíû, ìû áóäåì èìåòü ââèäó, ÷òî

îíè âçàèìíî îïðåäåëèìû, ò.å. èõ ìîæíî îáîãàòèòü îïðåäåëèìûìè ñèì-
âîëàìè äî èçîìîðôíûõ ñòðóêòóð.
Íàì ÷àñòî ïîíàäîáèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå îáúåêòû â ñòðóê-

òóðàõ M1, . . . ,Mn, ïîðîæäàþùèõ êîìïëåêñ C, âìåñòå ñî ñâÿçàííûìè ñ
íèìè îáúåêòàìè â êîìïëåêñå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, åñëè çàäàí íåêîòîðûé
ñèìâîë S, îïèñûâàþùèé îáúåêò â îäíîé èç ñòðóêòóð Mi (íàïðèìåð,
ýëåìåíò, ïîäìíîæåñòâî èëè íåêîòîðàÿ ôîðìóëà), äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî åìó îáúåêòà â êîìïëåêñå C ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë
SC . Êîíêðåòíûé ñìûñë ñèìâîëà SC âñåãäà áóäåò ïîÿñí¼í èëè ïîíÿòåí
èç êîíòåêñòà. Â òåîðèè ìíîæåñòâ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé
èç Y â X ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ïîõîæåå îáîçíà÷åíèå XY , òåì íå ìåíåå
íèãäå â ñòàòüå ïîäîáíîå îáîçíà÷åíèå íå èñïîëüçóåòñÿ, è âåðõíèé èíäåêñ
C âñåãäà ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàññìîòðåíèè íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè ñèì-
âîëà S â êîìïëåêñå.

3 Áàçîâàÿ ñòðóêòóðà êîìïëåêñà

3.1. Ïóñòü M1,M2 � ïàðà ñòðóêòóð äèçúþíêòíûõ ïðåäèêàòíûõ ÿçû-
êîâ LM1 è LM2 ñîîòâåòñòâåííî. Çàôèêñèðóåì δM1 ⊆M1 è δM2 ⊆M2 �
íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðàõ è íåêîòîðîå îò-
íîøåíèå E, çàäàííîå íà δM1 ⊔ δM2, òàêîå, ÷òî:

(1) ∀a, b E(a, b) → a ∈ δM1, b ∈ δM2;
(2) ∀a ∈ δM1 ∃b E(a, b);
(3) ∀b ∈ δM2 ∃a E(a, b);
(4) ∀a1, a2, b, b′ [E(a1, b) ∧ E(a2, b) → [E(a1, b

′) → E(a2, b
′)]] ;

(5) ∀b1, b2, a, a′ [E(a, b1) ∧ E(a, b2) → [E(a′, b1) → E(a′, b2)]].
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Çàäàííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóäîëüíûé
ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðà-
ôîâ. Ýòî îòíîøåíèå òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïàðó îòíîøåíèé ýê-
âèâàëåíòíîñòè EM1 è EM2 íà ìíîæåñòâàõ δM1 è δM2 ñîîòâåòñòâåííî,
âìåñòå ñ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâàìè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòèì
îòíîøåíèÿì.
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (1)�(3) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü E êàê ïîäìíî-

æåñòâî δM1×δM2, íàêðûâàþùåå êàæäîå èç ìíîæåñòâ δMi ïîä äåéñòâèåì
åñòåñòâåííûõ ïðîåêöèé.
Âìåñòå ñ îòíîøåíèåì E áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñòðîåííóþ ïî íåìó

ñòðóêòóðó ΓE , ÿâëÿþùóþñÿ ð¼áåðíûì ãðàôîì ãðàôà, çàäàííîãî ñòðóê-
òóðîé E, ñ ð¼áðàìè, îêðàøåííûìè â äâà öâåòà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
äîëÿì δMi.
3.2. Ïîñòðîèì ñòðóêòóðó C ïðåäèêàòíîãî ÿçûêà LC òàêóþ, ÷òî:

(a) LC = LM1 ⊔ LM2 ⊔ {δM1
C , δM2

C ,M1
C ,M2

C};
(b) íîñèòåëü C ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ (M1 \ δM1) ⊔ (M2 \ δM2) ⊔ E;
(c) δM1

C � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà E, îòîæäåñòâëÿþùåå âñå
ýëåìåíòû (a, b) ∈ E ñ îäèíàêîâîé ïåðâîé êîîðäèíàòîé;

(d) δM2
C � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà E, îòîæäåñòâëÿþùåå âñå

ýëåìåíòû (a, b) ∈ E ñ îäèíàêîâîé âòîðîé êîîðäèíàòîé;
(e) M1

C � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, âûäåëÿþùèé (M1 \ δM1) ⊔ E;
(f) M2

C � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, âûäåëÿþùèé (M2 \ δM2) ⊔ E.
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé (b), (e), (f) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî E ìîæíî
âûäåëèòü ôîðìóëîé M1

C ∧M2
C , à óñëîâèÿ (c), (d) çàäàþò íà ìíîæåñòâå

E ñòðóêòóðó, ýêâèâàëåíòíóþ ãðàôó ΓE .
Â çàäàííîé òàêèì îáðàçîì ñòðóêòóðå C åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ

ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

πM1 :M1
C →M1 è πM2 :M2

C →M2

êàê ôàêòîð-îòîáðàæåíèÿ ïî îòíîøåíèÿì δM1
C è δM2

C ñîîòâåòñòâåííî.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ ñòðóêòóðà C ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, ïîðîæ-

ä¼ííûì ñòðóêòóðàìè M1 è M2 è ãðàôîì ΓE , åñëè:

(gi) äëÿ êàæäîãî R ∈ LMi åãî èíòåðïðåòàöèÿ RC â ñòðóêòóðå C îïðå-
äåëåíà òîëüêî íà Mi

C , ïðè÷¼ì ãîìîìîðôíûé îáðàç (C ↾ LMi) ↾
Mi

C ïîä äåéñòâèåì πMi èçîìîðôåí Mi.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ, íàïèñàí-
íîé íà ÿçûêå LMi , ñîîòâåòñòâóþùåé åé ôîðìóëû ϕC è ëþáûõ c̄ ∈ Mi

C

âûïîëíåíî:

Mi |= ϕ(πMi(c̄)) ⇐⇒ C |= ϕC(c̄),

ãäå ôîðìóëà ϕC ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû ϕ çàìåíîé âñåõ ïðåäèêàòîâ R(x̄)
íà ôîðìóëû ∃ȳ[

∧
j δMi

C(xj , yj) ∧R(ȳ)], à òàêæå âñåõ êâàíòîðîâ ∀x è ∃x
íà ∀x ∈Mi

C è ∃x ∈Mi
C , ñîîòâåòñòâåííî.
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3.3. Ïðèìåð. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá çàäàòü îòíîøåíèå E, îòëè÷íîå
îò δM1× δM2, ýòî çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
f : M1 → M2 (èëè f : M2 → M1) è ïîëîæèòü E(a, b) ⇐⇒ f(a) = b (èëè
f(b) = a, ñîîòâåòñòâåííî). Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì
îòíîøåíèå ÷åðåç Ef .
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ, ñóùå-

ñòâóþò ñòðóêòóðû C1 è C2, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ êîìïëåê-
ñàìè, ïîðîæä¼ííûìè ñòðóêòóðàìè Mi è ãðàôîì ΓE , íî äëÿ êîòîðûõ
C1 ̸≡ C2.

• Ïóñòü M1 � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà è M2 � ìíîæåñòâî ñ ïó-
ñòîé ñèãíàòóðîé, δM1 ⊂ M1 � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî, è
f : δM1 → M2 � ñþðúåêöèÿ. Òîãäà åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ êîìïëåêñîì, ïîðîæä¼ííûì ýòèìè ñòðóêòóðàìè è îò-
íîøåíèåì Ef , � ýòî ñòðóêòóðà, ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðå M1,

îáîãàù¼ííîé îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè Ef
M1

.
• Ïóñòü M1 � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà è M2 � ìíîæåñòâî êîí-
ñòàíò, δM1 ⊂ M1 � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî, è f : δM1 →
M2 � ñþðúåêöèÿ. Òîãäà ñòðóêòóðû, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè êîìïëåêñàìè, ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçáèåíèé ìíîæå-
ñòâà δM1 íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è âûäåëåíèÿ â êàæäîì êëàñ-
ñå ýêâèâàëåíòíîñòè íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ îòäåëü-
íîãî ïðåäèêàòà, â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîëó÷àåòñÿ ïðè
îêðàøèâàíèè âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè â ðàçëè÷íûå öâåòà.

• Ïóñòü M1 è M2 � ïðîèçâîëüíûå ñòðóêòóðû ñ íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ ñèãíàòóðàìè, δM1 ⊂M1 è δM2 ⊂M2 � íåêîòîðûå ïîäìíî-
æåñòâà, è f : δM1 → δM2 � áèåêöèÿ. Åäèíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà,
ÿâëÿþùàÿñÿ êîìïëåêñîì, ïîðîæä¼ííûì èìè, � ýòî ñòðóêòóðà,
ýêâèâàëåíòíàÿ ñòðóêòóðå (M1⊔M2)/E

f , îáîãàù¼ííîé îäíîìåñò-
íûìè ïðåäèêàòàìè, âûäåëÿþùèìè îáðàçû M1 è M2.

• Ïóñòü M1 è M2 � ïðîèçâîëüíûå ñòðóêòóðû ñ íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ ñèãíàòóðàìè, è îòíîøåíèå E îáðàçóåò ïîëíûé äâóäîëüíûé
ãðàô, ò.å. E =M1×M2. Òîãäà â êà÷åñòâå êîìïëåêñîâ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êîìïîçèöèè M1[M2], M2[M1] (ñì., íàïðèìåð, [3] è
[4]), ñíàáæ¼ííûå íåäîñòàþùèìè îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè,
îòîæäåñòâëÿþùèìè ýëåìåíòû (a, b) ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòà-
ìè.

3.4. Çàìå÷àíèå. Îñíîâíîé ñìûñë íàëè÷èÿ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè δMi

C â îïðåäåëåíèè êîìïëåêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü
îïðåäåëèìîñòü ïðîåêöèé πMi . Ñòðóêòóðó êîìïëåêñà ìîæíî äàëåå îáîá-

ùàòü, ñìÿã÷àÿ óñëîâèÿ íà îòíîøåíèÿ δMi
C . Äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîåêöèè

πMi áóäóò îïðåäåëèìû, áóäóò èìåòü ìåñòî âñå äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû.
Îäíàêî, ìîæíî îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ åù¼ ñèëüíåå, êàê, íàïðèìåð, â îïðå-
äåëåíèè êîìïîçèöèè ñòðóêòóð, ãäå îïðåäåëåíî ëèøü îäíî èç îòíîøåíèé
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δMi, è, ñîîòâåòñòâåííî, ëèøü îäíà èç ïðîåêöèé, à âòîðàÿ çàìåíåíà âîç-
ìîæíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî âëîæåíèÿ â îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðû íà êàæ-
äûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ìíîãèå èç ïðåä-
ñòàâëåííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ áóäóò â íåêîòîðîì âèäå ïåðåíîñèòüñÿ íà
òàêèå îñëàáëåíèÿ.
Òàêæå ïðåäñòàâëåííóþ çäåñü ñòðóêòóðó ìîæíî îáîáùàòü, îñëàáèâ òðå-
áîâàíèå íà äèçúþíêòíîñòü ñèãíàòóð. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåò íåîáõîäèìî
èçìåíèòü òðåáîâàíèÿ (gi). Âåðîÿòíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðûõ óñëîâèé, êîòîðûå ïîìîãóò ðàçëè÷àòü, ñ êàêîé èç ñòðóêòóð ïðèøëî
çàäàííîå îòíîøåíèå R, ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êîìïîçèöèÿõ
ñòðóêòóð.
3.5. Îïèñàííóþ âûøå ñòðóêòóðó êîìïëåêñà ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå íàáîðû M := ⟨M1, . . . ,Mn⟩
ñòðóêòóð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïðåäèêàòíûõ ÿçûêîâ LMi , çàìåíèâ áè-
íàðíîå îòíîøåíèå E íà àíàëîãè÷íîå n-àðíîå îòíîøåíèå, êîòîðîå áó-
äåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ãèïåðãðàô. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðû,
ÿâëÿþùèåñÿ êîìïëåêñàìè â òàêîì îáîáù¼ííîì ñìûñëå, ýêâèâàëåíòíû
ñòðóêòóðàì, ÿâëÿþùèìñÿ êîìïëåêñàìè, ïîðîæä¼ííûìè êîìïëåêñîì, ïî-
ðîæä¼ííûì ìåíüøèì íàáîðîì ñòðóêòóð ⟨M1, . . . ,Mn−1⟩ è ñòðóêòóðîé
Mn. Èìåÿ ýòî ââèäó, â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðóêòóðà C
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, ïîðîæä¼ííûì M, åñëè å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
êîìïëåêñ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæä¼ííûé ñòðóê-
òóðàìè èç ýòîãî íàáîðà.

3.6. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü C � êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé M.

1) Åñëè s : C′ → C � ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå, òî ñóùåñòâóþò
ñòðóêòóðû M′

i è ýëåìåíòàðíûå âëîæåíèÿ si : M′
i → Mi, òà-

êèå, ÷òî C′ � êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé ⟨M′
1, . . . ,M′

n⟩. Ïðè÷¼ì
äëÿ âñåõ 1 ⩽ i ⩽ n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî πMi

◦ s = si ◦ πM ′
i
.

2) Åñëè s : C → C′ � ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå, òî ñóùåñòâóþò
ñòðóêòóðû M′

i è ýëåìåíòàðíûå âëîæåíèÿ si : Mi → M′
i, òà-

êèå, ÷òî C′ � êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé ⟨M′
1, . . . ,M′

n⟩. Ïðè÷¼ì
äëÿ âñåõ 1 ⩽ i ⩽ n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî πM ′

i
◦ s = si ◦ πMi

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé 1), ñëó÷àé 2) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.
Òàê êàê C′ ≡ C, â ñòðóêòóðå C′ òàêæå îïðåäåëèìû ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîäìíîæåñòâà Mi
C è îòîáðàæåíèÿ ôàêòîðèçàöèè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì

îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè δMi
C . Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå M′

i ñòðóêòóðû

((C′ ↾ LMi) ↾Mi
C)/δMi

C .

Îáîçíà÷èì ôàêòîðèçàöèè ïî δMi
C â ñòðóêòóðå C′ ÷åðåç πM ′

i
. Îòîáðà-

æåíèÿ si : M
′
i → Mi çàäàäèì ïî ïðàâèëó si(a) = πMi(s(π

−1
M ′

i
(a))). Òàêàÿ

êîíñòðóêöèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà, òàê êàê s ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
âëîæåíèåì, à ïîëíûé ïðîîáðàç π−1

M ′
i
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ýêâèâàëåíò-

íûõ ïî îòíîøåíèþ δMi
C .
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Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå si
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì âëîæåíèåì, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M′

i
íàéä¼òñÿ c ∈ C′, òàêîé, ÷òî πM ′

i
(c) = a è πMi(s(c)) = si(a), à òàêæå, èç-çà

òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ c̄ ∈ C′ è ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÿçûêà LMi èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå:

M′
i |= ϕ(πM ′

i
(c̄)) ⇐⇒ C′ |= ϕC(c̄) ⇐⇒

⇐⇒ C |= ϕC(s(c̄)) ⇐⇒ Mi |= ϕ(πMi(s(c̄))).

Èç ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóð M′
i ñëåäóåò, ÷òî C′ � ïîðîæä¼ííûé èìè êîì-

ïëåêñ (ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå E′ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîMi
C è δMi

C).
□

3.7. Â äàëüíåéøåì, ïðîíîñÿ êàêèå-òî îáúåêòû ìåæäó êîìïëåêñîì C, ïî-
ðîæä¼ííûì M, è ñòðóêòóðàìè Mi ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé πMi , áóäåì
ãîâîðèòü î ïîäú¼ìàõ, åñëè ìû ñîïîñòàâëÿåì îáúåêòó èç Mi îáúåêò èç
C, è ñïóñêàõ, åñëè ìû ñîïîñòàâëÿåì îáúåêòó èç C îáúåêò èç Mi. Òàê,
íàïðèìåð, åñëè ϕ � LMi-ôîðìóëà, òî å¼ ïîäú¼ìîì ìû áóäåì íàçûâàòü
ñîîòâåòñòâóþùþþ åé ôîðìóëó ϕC , èëè, åñëè ýëåìåíòû a ∈ Mi è b ∈ C
òàêîâû, ÷òî πMi(b) = a, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ ñïóñ-
êîì ýëåìåíòà b, à ýëåìåíò b ÿâëÿåòñÿ ïîäú¼ìîì ýëåìåíòà a.

3.8. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü C � êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé M, òîãäà ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà ñòðóêòóðû C ñïóñêàþòñÿ äî ñâîéñòâ ñòðóêòóð Mi:

(1) íàñûùåííîñòü;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � íåêîòîðûé òèï òåîðèè Th(Mi). Åãî
ìîæíî ïîäíÿòü äî íåïîëíîãî òèïà pC òåîðèè Th(C), çàìåíèâ âñå
ôîðìóëû ϕ ∈ p íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôîðìóëû ϕC . Èç íàñû-
ùåííîñòè C ñëåäóåò, ÷òî ýòîò òèï ðåàëèçóåòñÿ â C íåêîòîðûì êîð-
òåæåì c̄, à èç ñâîéñòâ πMi ñëåäóåò, ÷òî êîðòåæ πMi(c̄) ðåàëèçóåò
òèï p â Mi, ÷òî îçíà÷àåò íàñûùåííîñòü ìîäåëè Mi. □

(2) ìèíèìàëüíîñòü;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x̄, ȳ) � ïðîèçâîëüíàÿ LMi-ôîðìóëà, è
ā ∈ Mi � íåêîòîðûé êîðòåæ. Òîãäà ϕ(Mi, ā) = πMi(ϕ

C(C, c̄)), ãäå
c̄ ∈ C � ïðîèçâîëüíûé êîðòåæ, òàêîé, ÷òî πMi(c̄) = ā. Òàê êàê
ñòðóêòóðà C ìèíèìàëüíà, òî ìíîæåñòâî ϕC(C, c̄) ëèáî êîíå÷íî,
ëèáî êîêîíå÷íî. Òàê êàê πMi � ñþðúåêöèÿ, òåì æå ñâîéñòâîì
îáëàäàåò è ìíîæåñòâî ϕ(Mi, ā). □

(3) ñèëüíàÿ ìèíèìàëüíîñòü;

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèëüíàÿ ìèíèìàëüíîñòü ýêâèâàëåíòíà ìèíè-
ìàëüíîñòè êàæäîé äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé ñòðóêòóðû, ÷òî ëåãêî
ñëåäóåò èç ïóíêòîâ (1) è (2). □

(4) ìàëîñòü òåîðèè;
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé LMi-ôîðìóëû ϕ ìíî-
æåñòâà (¬ϕ)C(C) è ¬ϕC(C) ñîâïàäàþò, à çíà÷èò, åñëè òåîðèÿ Mi

íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé, ò.å. èìååò íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî òèïîâ, òî òåî-
ðèÿ Th(C) èìååò íåñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ íå-
ïîëíûõ òèïîâ, ïîäíèìàþùèõ òèïû òåîðèè Th(Mi), è, êàê ñëåä-
ñòâèå, òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé. □

(5) κ-ñòàáèëüíîñòü

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðàÿMi íå ÿâëÿåòñÿ κ-ñòàáèëüíîé.
Òîãäà íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî A ⊆Mi òàêîå, ÷òî |A| < κ è SMi(A) >
κ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîäíÿòèå ýòîãî ìíîæåñòâà AC ⊆ C
è ðàññìîòðèì ïîäíÿòèÿ LMi(A)-ôîðìóë, â êîòîðûõ êàæäàÿ êîí-
ñòàíòà a çàìåíÿåòñÿ êîíñòàíòîé aC . Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå
òèïû p èç SMi(A) ïîäíèìàþòñÿ äî ðàçëè÷íûõ íåïîëíûõ òèïîâ
pC , à çíà÷èò SC(A

C) > κ. □

Â îáùåì ñëó÷àå, íè îäíî èç ýòèõ ñâîéñòâ íå ïîäíèìàåòñÿ ñî ñòðóêòóð
Mi è ãðàôà ΓE äî ñòðóêòóðû C.
3.9. Ïðèìåð. Ïóñòü M1 � ñ÷¼òíàÿ ñòðóêòóðà ñèãíàòóðû (<,P ), ãäå
< � ïëîòíûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê áåç ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ, à P � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, îêðàøèâàþùèé âñå ýëåìåíòû, è
M2 � ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ñ ïóñòîé ñèãíàòóðîé. Ïóñòü f : M2 → M1 �
ñþðúåêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîãî ýëåìåíòà ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ
ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî îáå ñòðóêòóðû M1 è M2, à òàêæå ãðàô ΓEf

íàñûùåíû, ñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íû è èìåþò ìàëûå òåîðèè.
Ðàññìîòðèì ïîðîæä¼ííûé èìè êîìïëåêñ C, òàêîé, ÷òî èíòåðïðåòà-

öèÿ < ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì <C , ïîäíÿòûì ñ M1, è åñòü âîçðàñòà-
þùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ an ∈ M1, òàêàÿ,
÷òî â ïðîîáðàçàõ, ïîä äåéñòâèåì πM1 , ó êàæäîãî èç íèõ ïðåäèêàòîì
P îêðàøåí ëèøü îäèí ýëåìåíò, à â ïðîîáðàçàõ âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ îêðàøåíû îáà ýëåìåíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñòðóêòóðà ýêâèâàëåíòíà
(Q, <,N) � ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñî ñòàíäàðòíûì ïîðÿäêîì è
ïðåäèêàòîì, îêðàøèâàþùèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî,
íå ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé è èìååò êîíòèíóóì òèïîâ.

4 Ôèíèòíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ

4.1. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ñòðóêòóðà, A ⊆ M � ïðîèçâîëüíîå ìíî-
æåñòâî. Ââåä¼ì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà íà ïîäìíîæåñòâàõ
U, V ⊆Mn, ãîâîðÿ, ÷òî U ≼�n V , åñëè äëÿ ëþáîé Ln

M(A)-ôîðìóëû η èç
êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà η(M)∩V ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà η(M)∩U .
Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü óñèëåííóþ âåðñèþ ýòîãî îòíîøåíèÿ, ãîâî-
ðÿ, ÷òî U ⩽�n V , åñëè U ≼�n V è äëÿ ëþáîé Ln

M(A)-ôîðìóëû η èç
η(M) ∩ V = ∅ ñëåäóåò η(M) ∩ U = ∅.
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4.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà U, V ⊆Mn ôèíèòíî ýêâèâàëåíòíû
(îòíîñèòåëüíî A) è ïèñàòü U ≡�n V , åñëè U ≼�n V è V ≼�n U . Çàìå-
òèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé Ln

M(A)-ôîðìóëû
η ìíîæåñòâî η(M) ∩ U áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî η(M) ∩ V áåñêîíå÷íî. Äëÿ óäîáñòâà, ãîâîðÿ î Ln

M(A)-ôîðìóëàõ,
áóäåì ïèñàòü U ≡�n ϕ(x̄) è ψ(x̄) ≡�n ϕ(x̄), èìåÿ â âèäó U ≡�n ϕ(M)
è ψ(M) ≡�n ϕ(M), ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî äëÿ Ln

M(A)-
ôîðìóë ôèíèòíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ϕ(x̄) ≡�n ψ(x̄) ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

M |= ∃∞x̄[η(x̄) ∧ ϕ(x̄)] ⇐⇒ M |= ∃∞x̄[η(x̄) ∧ ψ(x̄)].

4.3. Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ(x̄), ψ(x̄) � Ln
M(A)-ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå áåñ-

êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Åñëè ϕ(x̄) ≡�n ϕ
′(x̄) è ψ(x̄) ≡�n ψ

′(x̄), òî:

(1) ϕ(x̄) ∧ ψ(x̄) ≡�n ϕ
′(x̄) ∧ ψ′(x̄);

(2) ϕ(x̄) ∨ ψ(x̄) ≡�n ϕ
′(x̄) ∨ ψ′(x̄);

(3) ¬ϕ(x̄) ≡�n ¬ϕ′(x̄);
(4) ∃yϕ(y, x̄) ≡�n ∃yϕ′(y, x̄);
(5) ∀yϕ(y, x̄) ≡�n ∀yϕ′(y, x̄);
(6) åñëè ϕ(x̄) ⊢Th(M) ψ(x̄), òî ϕ ≡�n ϕ ∧ ψ è ψ ≡�n ϕ ∨ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû η ∧ (ϕ∧ ψ) êî-
íå÷íî, òî, èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôîðìóëû (η∧ψ)∧ϕ, ñëåäó-
åò êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôîðìóëû (η ∧ ψ) ∧ ϕ′, è, àíàëîãè÷íî,
êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôîðìóëû (η ∧ ϕ′) ∧ ψ′, ò.å. êîíå÷íîñòü
ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôîðìóëû η ∧ (ϕ′ ∧ ψ′).
(2) Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû η ∧ (ϕ ∨ ψ) êîíå÷íî, òî êîíå÷íû
è îáà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôîðìóë η ∧ ϕ è η ∧ ψ, à çíà÷èò, êîíå÷íû ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé ôîðìóë η ∧ϕ′ è η ∧ψ′, ò.å. êîíå÷íî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ôîðìóëû η ∧ (ϕ′ ∨ ψ′).
(3) Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû η ∧ ¬ϕ êîíå÷íî, òî êîíå÷íî è
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû η ∧¬ϕ∧¬ϕ′, ïðè ýòîì η ∧¬ϕ′ ≡ (η ∧¬ϕ∧
¬ϕ′)∨(η∧ϕ∧¬ϕ′), à ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû ϕ∧¬ϕ′ êîíå÷íî, èç êî-
íå÷íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ôîðìóëû ϕ′∧¬ϕ′, ò.å. ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ôîðìóëû η ∧ ¬ϕ′ êîíå÷íî.
(4) Â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû ¬ϕ ∧ ϕ′ êîíå÷íî, åñ-
ëè M |= ∃∞x̄[η(x̄) ∧ ∃yϕ(y, x̄)], òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðòå-
æåé a1ā, òàêèõ, ÷òî η(ā) ∧ ϕ(a1, ā) ∧ ϕ′(a1, ā), à çíà÷èò M |= ∃∞x̄[η(x̄) ∧
∃yϕ′(y, x̄)].
(5) Î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (3) è (4).
(6) Î÷åâèäíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ϕ ≡Th(M) ϕ∧ψ è ψ ≡Th(M) ϕ∨ψ. □

4.4. Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå àíàëîãè ïóíê-
òîâ (2) è (6) âåðíû è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ, â òî âðåìÿ êàê àíàëîãè
ïóíêòîâ (1) è (3) ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ. Íàïðèìåð, àíàëîã ïóíêòà (3)
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íå âûïîëíåí, åñëè M = (Q, <), A = M è U è U ′ � äîïîëíåíèÿ ê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿì, ñõîäÿùèìñÿ ê ðàçëè÷íûì ÷èñëàì. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî
àíàëîã ïóíêòà (1) âûïîëíåí â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, à èìåííî, åñëè
U ≡�n V � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà è ϕ ≡�n ψ � íåêîòîðûå ôîðìóëû, òî
U ∩ ϕ ≡�n V ∩ ψ.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îòíîøåíèå ≡�n îòîæäåñòâëÿåò ìåæäó ñîáîé âñå

êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, à òàêæå îòîæäåñòâëÿåò ìåæäó ñîáîé âñå êîêîíå÷-
íûå ìíîæåñòâà. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî U êîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà U ≡�n ∅ îòíîñèòåëüíî ∅, îäíàêî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
êîêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íå èìååò ìåñòà, íàïðèìåð ìíîæåñòâà U è U ′ èç
ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ ôèíèòíî ýêâèâàëåíòíû M , õîòÿ è íå ÿâëÿþòñÿ
êîêîíå÷íûìè.
Òàêæå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ïóíêò (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôèíèò-

íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âûäåðæèâàåò îòáðàñûâàíèå ôèêòèâíûõ ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ, îíà ìîæåò íå âûäåðæèâàòü ââåäåíèå íîâûõ ôèêòèâíûõ ïå-
ðåìåííûõ.

5 Êîìïëåêñû, äîïóñêàþùèå ñïóñê ôîðìóë

5.1. Ïóñòü C � êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé ñòðóêòóðàìè M. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî Cn. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Mi

C çàäà¼ò åñòåñòâåííîå ðàçáèåíèå
Cn íà 2n îïðåäåëèìûõ äèçúþíêòíûõ ñåãìåíòîâ c ïîìîùüþ ôîðìóë
λδi (x̄) :=

∧
δ(k)=1Mi

C(xk) ∧
∧

δ(k)=0 ¬Mi
C(xk), ãäå δ ∈ 2n.

Åñëè ϕ � Ln
C(C)-ôîðìóëa, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ϕδi å¼ ñåãìåíò

ϕ ∧ λδi . Áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìîùüþ |δ| ÷èñëî êîîðäèíàò, ïðè êîòîðûõ
δ(k) = 1.
Åñëè x̄ ∈ Cn � íåêîòîðûé êîðòåæ, òî x̄δ � ïîäêîðòåæ äëèíû |δ| êîð-

òåæà x̄, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ xk, òàêèõ, ÷òî δ(k) = 1.
Êàæäûé èç ñåãìåíòîâ λδi (C) ìîæíî åñòåñòâåííî ñïðîåêòèðîâàòü íà

M
|δ|
i , çàáûâ ïðî êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ δ(k) = 0, è ïîäåéñòâîâàâ íà

îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû îòîáðàæåíèåì πMi . Â äàëüíåéøåì, êîãäà ìû áó-
äåì ïðèìåíÿòü πMi ê êàêîìó-ëèáî ïîäìíîæåñòâó C

n, öåëèêîì ëåæàùåìó
â îäíîì èç ñåãìåíòîâ, ìû áóäåì èìåòü â âèäó èìåííî òàêóþ ïîêîîðäè-
íàòíóþ ïðîåêöèþ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè p ∈ Sn(Th(C)) � íåêîòîðûé n-òèï, òî äëÿ ëþáîãî i

ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí èíäåêñ δi(p) ∈ 2n, òàêîé, ÷òî λ
δi(p)
i ∈ p.

5.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñ C ïðàâèëüíûé, åñëè äëÿ ëþáîé Ln
C -

ôîðìóëû ϕ è ëþáîãî å¼ ñåãìåíòà ϕδi îáðàç îïðåäåëÿåìîãî èì ïîäìíîæå-
ñòâà ϕδi (C) ⊂ Cn ïîä äåéñòâèåì êàæäîãî èç îòîáðàæåíèé πMi ôèíèòíî

ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîé L
|δ|
Mi

-ôîðìóëå ψ.

Ñèíòàêñè÷åñêè ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé L
|δ|
Mi

-ôîðìóëû η
âûïîëíÿåòñÿ

Th(C) ⊢ ∃∞δMi
x̄[ϕδi (x̄) ∧ ηC(x̄δ)] ⇐⇒ Th(C) ⊢ ∃∞δMi

x̄[ψC(x̄δ) ∧ ηC(x̄δ)].
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5.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñ C ñèëüíî ïðàâèëüíûé, åñëè äëÿ ëþáîé
Ln+m
C -ôîðìóëû ϕ, ëþáîãîm-òèïà p ∈ Sm(Th(C)) è ëþáîãî èíäåêñà δ ∈ 2n

íàéä¼òñÿ L
|δ|+|δi(p)|
Mi

-ôîðìóëà ψ, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî òèïà q ∈ S(Th(C))
è ëþáîé L

|δ|+|δi(q)|
Mi

-ôîðìóëû η âûïîëíÿåòñÿ:

Th(C) ∪ p(ȳ) ∪ q(z̄) ⊢ ∃∞δMi
x̄[ϕδi (x̄, ȳ) ∧ ηC(x̄δ, z̄δi(q))] ⇐⇒

⇐⇒ Th(C) ∪ p(ȳ) ∪ q(z̄) ⊢ ∃∞δMi
x̄[ψC(x̄δ, ȳδi(p)) ∧ ηC(x̄δ, z̄δi(q))].

Ñåìàíòè÷åñêè ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîðòåæà c̄ ∈ C, ðå-
àëèçóþùåãî òèï p, ìíîæåñòâî πMi(ϕ

δ
i (C), c̄) ôèíèòíî ýêâèâàëåíòíî (îò-

íîñèòåëüíî Mi, èëè, ãîâîðÿ èíà÷å, îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
A ⊂Mi) LMi(πMi(c̄

δi(p)))-ôîðìóëå ψ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñèëüíàÿ ïðàâèëüíîñòü êîìïëåêñà âëå÷¼ò åãî ïðàâèëü-

íîñòü.
5.4. Ïóñòü òåïåðü C � (ñèëüíî) ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π∗Mi

, ñîïîñòàâëÿþùåå LC-ôîðìóëå ϕ è èí-
äåêñó δ, (à òàêæå òèïó p, â ñëó÷àå ñèëüíîé ïðàâèëüíîñòè) ìíîæåñòâî
π∗Mi

(ϕ, δ) (èëè π∗Mi
(ϕ, p, δ)) âñåõ LMi-ôîðìóë ψ, êîòîðûì ôèíèòíî ýê-

âèâàëåíòíû ïðîåêöèè πMi(ϕ
δ
i (C)), à òàêæå îòîáðàæåíèå π̇∗Mi

, ñîïîñòàâ-
ëÿþùåå èì ìíîæåñòâî π̇∗Mi

(ϕ, δ) ⊆ π∗Mi
(ϕ, δ) (àíàëîãè÷íî π̇∗Mi

(ϕ, p, δ) ⊆
π∗Mi

(ϕ, p, δ)) òåõ ôîðìóë ψ, äëÿ êîòîðûõ πMi(ϕ
δ
i (C)) ⩽�n ψ, ò.å. πMi(ϕ

δ
i (C)) ⊆

ψ(Mi). Åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì èíäåêñå δ (è êàêîì òèïå p)
èä¼ò ðå÷ü, áóäåì îïóñêàòü åãî â çàïèñè π∗Mi

(ϕ) è π̇∗Mi
(ϕ) ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, åñëè π∗Mi
(ϕ)∩ π∗Mi

(ψ) ̸= ∅, òî π∗Mi
(ϕ) = π∗Mi

(ψ), òàê
êàê π∗Mi

(ϕ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëûé ≡�n-êëàññ.

5.5. Ïðåäëîæåíèå. Ñâîéñòâî êîìïëåêñà áûòü (ñèëüíî) ïðàâèëüíûì
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûì ñòðóêòóðàì,
áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèÿ π∗Mi

è π̇∗Mi
íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñòðóêòóðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ñèíòàêñè÷åñêèõ ôîðìóëèðî-
âîê, òàê êàê îíè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ñòðóêòóðû. □

5.6. Ïóñòü A ⊆ C � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî è p ∈ Sn(A) � íåêî-
òîðûé n-òèï. Ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèÿ π∗Mi

è π̇∗Mi
íà òèïû òåîðèè

Th(C), ïîëîæèâ π∗Mi
(p) :=

⋃
ϕ∈p π

∗
Mi

(ϕ) è π̇∗Mi
(p) :=

⋃
ϕ∈p π̇

∗
Mi

(ϕ).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âñå ìíîæåñòâà πMi(ϕ
δi(p)
i (C))

áåñêîíå÷íû, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî π∗Mi
(p) = π̇∗Mi

(p).

5.7. Ïðåäëîæåíèå Äëÿ ëþáîãî òèïà p ∈ Sn(A), ìíîæåñòâî π̇∗Mi
(p)

ÿâëÿåòñÿ |δi(p)|-òèïîì òåîðèè Th(Mi) íàä πMi(A ∩MC
i ), ïðè÷¼ì äëÿ

ëþáîãî êîðòåæà c̄ ∈ C, ðåàëèçóþùåãî òèï p, åãî ïðîåêöèÿ πMi(c̄
δi(p))

ðåàëèçóåò òèï π̇∗Mi
(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ1, ϕ2 ∈ p, è ψ1 ∈ π̇∗Mi
(ϕ1), ψ2 ∈ π̇∗Mi

(ϕ2). Òàê

êàê ϕ1 ∧ ϕ2 ∈ p è èç âûáîðà ψi ñëåäóåò, ÷òî ϕ1 ∧ ϕ2(C) ⊂ ψC
1 ∧ ψC

2 (C),
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èìååì ψC
1 ∧ ψC

2 ∈ p. Íî πM1(ψ
C
1 ∧ ψC

2 (C)) = ψ1 ∧ ψ2(Mi), ò.å. ψ1 è ψ2

ñîâìåñòíû è ψ1 ∧ ψ2 ∈ π̇∗Mi
(p).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ïîäíÿòèå AC ⊂ A ìíî-

æåñòâà πMi(A ∩ MC
i ). Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ L

|δi(p)|
Mi

(πMi(A ∩ MC
i ))-

ôîðìóëà è ϕC � å¼ ïîäíÿòèå ñ ïàðàìåòðàìè èçAC , òîãäà ëèáî ϕC(x̄δi(p)) ∈
p, ëèáî ¬ϕC(x̄δi(p)) ∈ p, íî î÷åâèäíî, ÷òî ϕ ∈ π̇∗Mi

(ϕC(x̄δi(p))) è ¬ϕ ∈
π̇∗Mi

(¬ϕC(x̄δi(p))), ò.å. ëèáî ϕ ∈ π̇∗Mi
(p), ëèáî ¬ϕ ∈ π̇∗Mi

(p). □

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç ìíîæåñòâ πMi(ϕ
δi(p)
i (C)) êîíå÷-

íî, ìíîæåñòâî π∗Mi
(p) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå π̇∗Mi

(p) ñ êëàññîì
àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóë.
5.8. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå íàáîðû èíäåêñîâ δ1i ∈ 2n è δ2i ∈ 2m, òàêèå,

÷òî |δ1i | = |δ2i |, ãäå 1 ⩽ i ⩽ |M|. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Ln
C(A)-ôîðìóëà ϕ1

è Lm
C (A)-ôîðìóëà ϕ2 ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû (â íàïðàâëåíèÿõ δji ) è

ïèñàòü ϕ ≡π ψ, åñëè π
∗
Mi

(ϕ1, δ
1
i ) = π∗Mi

(ϕ2, δ
2
i ) äëÿ âñåõ 1 ⩽ i ⩽ |M|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ϕ ≡�n ψ, òî ϕ ≡π ψ â ëþáûõ íàïðàâëåíèÿõ
δ1i = δ2i .
5.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òèïû p1, p2 ∈ S(A) ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû
è ïèñàòü p1 ≡π p2, åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1 ∈ p1 è ϕ2 ∈ p2 íàéäóòñÿ
ôîðìóëû ψ1 ∈ p1 è ψ2 ∈ p2, òàêèå, ÷òî ϕ1 ≡π ψ2 è ϕ2 ≡π ψ1.
5.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (ñèëüíî) ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ C ðåãóëÿðåí,
åñëè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ëþáîì íàáîðå ïîïàðíî ôèíèòíî íå ýêâèâà-
ëåíòíûõ, íî ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë îò n ïåðåìåííûõ, îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó êîíñòàíòîé k(n), çàâèñÿùåé îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

5.11. Òåîðåìà. Åñëè C � ðåãóëÿðíûé (ñèëüíî) ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ,
òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì íàáîðå íåãëàâíûõ (íàä A) ïðîåêòèâíî ýê-
âèâàëåíòíûõ n-òèïîâ íå ïðåâîñõîäèò k(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1, . . . , pm � íàáîð èç ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíò-
íûõ íåãëàâíûõ n-òèïîâ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð äèçúþíêò-
íûõ ôîðìóë ϕ1, . . . ϕm, òàêèõ, ÷òî ϕi ∈ pi. Òàê êàê òèïû pi íåãëàâíûå,
äëÿ êàæäîé èç ôîðìóë ϕi õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ πMj (ϕi(C)) áåñêîíå÷-
íî. Ïðè ýòîì, òàê êàê òèïû pi ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ êàæäîãî j âñå ìíîæåñòâà πMj (ϕi(C)) êîíå÷íû èëè áåñêîíå÷íû
îäíîâðåìåííî.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ j, òàêèõ, ÷òî πMj (ϕi(C)) áåñêîíå÷íû,

÷åðåç J , è âûáåðåì äëÿ êàæäîãî ϕi è j ∈ J ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó
ϕi,j ∈ π∗Mj

(ϕi). Î÷åâèäíî, ÷òî
∧

j∈J ϕ
C
i,j ∈ pk äëÿ ëþáîãî k. Ðàññìîòðèì

ôîðìóëû ϕ′i :=
∨

k(ϕk ∧ ¬(
∧

j∈J ϕ
C
i,j)) ∨ ϕi.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî πMj (ϕ
′
i(C)) ≡�n

⋃
k πMj (ϕk(C)) = πMj (

∨
k ϕk(C)) äëÿ

âñåõ j, ò.å. ϕ′i ≡π ϕ
′
k ïðè âñåõ 1 ⩽ i, k ⩽ m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ϕ′i ̸≡�n ϕ

′
k

ïðè i ̸= k, òàê êàê ϕ′i∧ϕi∧ (
∧

j∈J ϕ
C
k,j)) ∈ pi è, êàê ñëåäñòâèå, áåñêîíå÷íî,

íî ϕ′k ∧ ϕi ∧ (
∧

j∈J ϕ
C
k,j)) ïóñòî. À çíà÷èò, m ⩽ k(n). □
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5.12. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü C � ðåãóëÿðíûé ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ, ïî-
ðîæä¼ííûé M. Òîãäà òåîðèÿ Th(C) ìàëà, åñëè è òîëüêî åñëè ìàëû
âñå òåîðèè Th(Mi).

5.13. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü C � ðåãóëÿðíûé ñèëüíî ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ,
ïîðîæä¼ííûé M. Òîãäà C κ-ñòàáèëåí, åñëè è òîëüêî åñëè κ-ñòàáèëüíû
âñå òåîðèè Th(Mi).

5.14. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñ C ñòðîãèé, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìó-
ëû ϕ è ëþáîãî èíäåêñà δ ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ψ, òàêàÿ, ÷òî
πMi(ϕ

δ
i (C)) ⩽�n ψ. Çäåñü ìèíèìàëüíîñòü áåð¼òñÿ îòíîñèòåëüíî ⊢Th(Mi)-

âûâîäèìîñòè, ò.å. äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ′, åñëè πMi(ϕ
δ
i (C)) ⩽�n ψ′, òî

Th(Mi) ⊢ ∀x̄[ψ(x̄) → ψ′(x̄)].
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòðîãîñòü êîìïëåêñà íå òåðÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê

ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûì ñòðóêòóðàì.
Ïî àíàëîãèè ñ ñèëüíîé ïðàâèëüíîñòüþ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñ

C ñèëüíî ñòðîãèé, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ñ ïàðàìåòðàìè c̄ è ëþáîãî
èíäåêñà δ ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ψ ñ ïàðàìåòðàìè πMi(c̄),
çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò òèïà tp(c̄) è, òàêàÿ, ÷òî πMi(ϕ

δ
i (C)) ⩽�n ψ.

5.15. Òåîðåìà. Åñëè ñòðîãèé êîìïëåêñ C, ïîðîæä¼ííûé M, ÿâëÿåòñÿ
àòîìíûì, òî è âñå Mi ÿâëÿþòñÿ àòîìíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ā ∈ Mi � íåêîòîðûé êîðòåæ, âîçüì¼ì ïðîèç-
âîëüíûé êîðòåæ c̄ ∈ C, òàêîé, ÷òî πMi(c̄) = ā. Èç ïðîñòîòû C ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ôîðìóëà ϕ, òàêàÿ, ÷òî C |= ϕ(c̄). Ïîêàæåì, ÷òî
ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ψ ñ óñëîâèåì πMi(ϕ(C)) ⩽�n ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé
ôîðìóëîé.
Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîñòü ôîðìóëû ψ îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî

η(Mi) ∩ πMi(ϕ(C)) ïóñòî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ ≡Th(Mi) ¬η ∧ ψ.
Ïóñòü η � ïðîèçâîëüíàÿ LMi-ôîðìóëà. Åñëè η(Mi)∩πMi(ϕ(C)) íåïó-

ñòî, òî èç ïîëíîòû ϕ ñëåäóåò, ÷òî ϕ(C) ⊆ ηC(C), à çíà÷èò ¬η(Mi) ∩
πMi(ϕ(C)) ïóñòî, è, êàê ñëåäñòâèå ¬η∧ψ ïóñòî. Àíàëîãè÷íî åñëè η(Mi)∩
πMi(ϕ(C)) ïóñòî, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ôîðìóëû ¬η ∧ ψ ïóñòî. Òàêèì
îáðàçîì ôîðìóëà ψ ïîëíà èMi |= ψ(ā), à çíà÷èò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà êîðòåæà ā, ìîäåëü Mi ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé. □

5.16. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè êîìïëåêñ C, ïîðîæä¼ííûéM, ÿâëÿåòñÿ ñèëü-
íî ñòðîãèì, à åãî îáîãàùåíèå íåêîòîðûì êîðòåæåì ⟨C, c̄⟩ ÿâëÿåòñÿ
àòîìíûì, òî è âñå îáîãàùåíèÿ ⟨Mi, πMi(c̄)⟩ ÿâëÿþòñÿ àòîìíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.15. □

5.17. Ïðèìåð. Ïóñòü âñå ñòðóêòóðû Mi òàêîâû, ÷òî ÷èñëî êîíå÷íûõ
îïðåäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ Mn

i îãðàíè÷åííî ñâåðõó êîíñòàíòàìè, çàâè-
ñÿùèìè îò n è i, è C � ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé ýòèìè ñòðóê-
òóðàìè òàê, ÷òî π̇Mi(ϕ, δ) ̸= ∅ äëÿ âñåõ i, ϕ, δ. Òîãäà êîìïëåêñ C ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, êîíå÷íîñòü ÷èñëà îïðåäåëèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâMn

i îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ â êàæ-
äîì ≡�n-êëàññå. Òàê êàê ìíîæåñòâî π̇∗Mi

(ϕ) î÷åâèäíî çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî êîíúþíêöèè ôîðìóë, â π̇∗Mi

(ϕ) íàéä¼òñÿ ôîðìóëà, çàäàþùàÿ ìè-
íèìàëüíîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî. □

5.18. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü C � ñèëüíî ïðàâèëüíûé êîìïëåêñ, ïîðîæ-
ä¼ííûé ñòðóêòóðàìè M1 è M2, òàêîé, ÷òî ãðàô ΓE íå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ Γ0

E ⊔ Γ1
E êîíå÷íîãî ãðàôà Γ0

E è
ïîëíîãî ãðàôà Γ1

E, à òàêæå íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëû ϕ(x̄, ȳ) è òèïà
p, òàêèõ, ÷òî ϕ(x̄, p) ≡π ¬ϕ(x̄, p). Òîãäà C (ñèëüíî) ìèíèìàëüíà, åñëè
(ñèëüíî) ìèíèìàëüíû ñòðóêòóðû Mi è ãðàô ΓE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóêòóðà C íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íîé, òîãäà ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕ(x, c̄), òàêàÿ, ÷òî îáà ìíîæåñòâà ϕ(C, c̄)
è ¬ϕ(C, c̄) áåñêîíå÷íû. Òàê êàê ãðàô ΓE ìèíèìàëåí è, èç óñëîâèÿ, íè îä-
íî èç îòíîøåíèé δMi

C íå îòîæäåñòâëÿåò ïî÷òè âñå ýëåìåíòû E, òî ïðè
ëþáîì îòîáðàæåíèè πMi ó êàæäîãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ïðîîáðàçîâ, à çíà÷èò, ïðè ëþáîì i ∈ {1, 2} ìíîæåñòâà πMi(ϕ(C, ā))
è πMi(¬ϕ(C, ā)) îäíîâðåìåííî áåñêîíå÷íû.
Ïî óñëîâèþ, π∗Mi

(ϕ) ̸= π∗Mi
(¬ϕ) äëÿ íåêîòîðîãî i.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìèíèìàëüíîé ñòðóêòóðå ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîä-
ìíîæåñòâî ïëîòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîé êîêîíå÷íîé ôîðìóëû. À çíà÷èò,
π∗Mi

(ϕ) = π∗Mi
(¬ϕ), ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ. □

5.19. Òåîðåìà. Ïóñòü C � êîìïëåêñ, ïîðîæä¼ííûé M, è ñòðóêòóðà
C′ = ⟨C, Pα⟩α∈A=A1⊔...⊔An � òàêîå îáîãàùåíèå ñòðóêòóðû C ñåìåéñòâîì

ïðåäèêàòîâ, ÷òî Pα ⊂ (Mi
C)degPα äëÿ âñåõ α ∈ Ai. Òîãäà C′ � êîìïëåêñ,

ïîðîæä¼ííûé ñòðóêòóðàìè ⟨Mi, Pα⟩α∈Ai , ãäå Pα ñïóùåíû ñî ñòðóêòó-
ðû C′, ïðè÷¼ì:

• åñëè êîìïëåêñ C ïðàâèëüíûé, è äëÿ êàæäîãî Pα ñóùåñòâóåò ñå-
ìåéñòâî LC-ôîðìóë ϕi,α(x̄, ȳ), òàêèõ, ÷òî Pα(x̄) ≡�n ϕα(x̄, ȳ), è
¬Pα(x̄) ≡�n ¬ϕα(x̄, ȳ), òî êîìïëåêñ C′ � ïðàâèëüíûé;
åñëè ïðè ýòîì êîìïëåêñ C ñòðîãèé, à Pα(x̄) ≡ ϕα(x̄), òî êîì-
ïëåêñ C′ � ñòðîãèé.

• åñëè êîìïëåêñ C ñèëüíî ïðàâèëüíûé, è äëÿ êàæäîãî Pα ñóùå-
ñòâóåò ñåìåéñòâî LC(C)-ôîðìóë ϕα(x̄, ȳ, c̄α) ñ ïàðàìåòðàìè c̄α,
òàêèõ, ÷òî Pα(x̄) ≡�n ϕα(x̄, ȳ, c̄α), ¬Pα(x̄) ≡�n ¬ϕα(x̄, ȳ, c̄α), è
âñå òèïû π̇∗⟨Mi,Pα⟩α∈Ai

(tp(c̄α)) àëãåáðàè÷åñêèå, òî êîìïëåêñ C′ �

ñèëüíî ïðàâèëüíûé;
åñëè ïðè ýòîì êîìïëåêñ C ñèëüíî ñòðîãèé, à Pα(x̄) ≡ ϕα(x̄, c̄α),
òî êîìïëåêñ C′ � ñèëüíî ñòðîãèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò ôàêò, ÷òî ñòðóêòóðà C′ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, î÷å-
âèäåí.
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Òàê êàê Pα ≡�n ϕα(C) è ¬Pα ≡�n ¬ϕα(C), ìíîæåñòâà, âûäåëÿåìûå
ïðåäèêàòîì Pα è ôîðìóëîé ϕα, îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò, àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4.3, ëþáàÿ LC′-ôîðìóëà
ψ ôèíèòíî ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå ψ′, ïîëó÷åííîé çàìåíîé âõîæäåíèé
ïðåäèêàòîâ Pα íà ôîðìóëû ϕα. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîåêöèè ôèíèòíî ýê-
âèâàëåíòíûõ ìíîæåñòâ ôèíèòíî ýêâèâàëåíòíû, ýòî äîêàçûâàåò ñëó÷àé
ïðàâèëüíîãî êîìïëåêñà.
Â ñëó÷àå ñèëüíî ïðàâèëüíîãî êîìïëåêñà, â ñèëó àëãåáðàè÷íîñòè òèïà

π̇∗⟨Mi,Pα⟩α∈Ai
(tp(c̄α)), èìååòñÿ èçîëèðóþùàÿ åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ ôîðìóëà

ψα(x̄), òîãäà ëþáóþ LMi(Mi)-ôîðìóëó ϕ(x̄, c̄
′
α), çàâèñÿùóþ îò êîðòåæà

c̄′α := πMi(c̄α), ìîæíî çàìåíèòü íà ñîîòâåòñòâóþùóþ L⟨Mi,Pα⟩α∈Ai
(Mi)-

ôîðìóëó ∃ȳ[ϕ(x̄, ȳ) ∧ ψα(ȳ)], íå çàâèñÿùóþ îò êîðòåæà c̄′α, íî èìåþùóþ
òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Ýòî äîêàçûâàåò ñëó÷àé ñèëüíî ïðàâèëüíîãî
êîìïëåêñà.
Ñòðîãîñòü êîìïëåêñîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ òðèâèàëüíà. □
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