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Î êîíñòðóêöèè Ìèöóõàðû äëÿ ýíäîìîðôîâ

À.Ï.Ïîæèäàåâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ Ìèöóõàðû äëÿ ýíäîìîðôîâ. Ïîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äà¼ò ïî÷òè ïðîñòûå àëãåáðû, èñïîëüçóåìûå äëÿ

ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ïðèìåðîâ ïðîñòûõ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð. Äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ ðàñøèðåíèé Ìèöóõàðû äà¼òñÿ îïèñàíèå äèôôåðåíöèðîâàíèé ýíäîìîðôîâ, ïî-

ñòðîåííûõ íà íåóíèòàëüíûõ àëãåáðàõ, ÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ðàíåå

â óíèòàëüíîì ñëó÷àå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðàâîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà, ïðîñòàÿ àëãåáðà, ïðåëèåâà àëãåá-

ðà, êîíñòðóêöèÿ Ìèöóõàðû, ýíäîìîðô, äèôôåðåíöèðîâàíèå.

1. Êîíñòðóêöèÿ Ìèöóõàðû

Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè àññîöèàòîð (x, y, z) := (xy)z −
x(yz) íà A ÿâëÿåòñÿ ïðàâîñèììåòðè÷íûì, ò. å. îí ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî äâóõ ïî-
ñëåäíèõ ýëåìåíòîâ: (x, y, z) = (x, z, y) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ A (äàëåå ñèìâîë := îçíà÷àåò
ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ëåâîñèììåòðè÷åñêèå (ïðåëèåâû)
àëãåáðû, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ àíòèèçîìîðôíûìè ïðàâîñèììåòðè÷åñêèì.

Â ðàáîòå [1] áûëà ââåäåíà êîíñòðóêöèÿ îäíîìåðíîãî ðàñøèðåíèÿ ëåâîñèììåòðè÷å-
ñêîé àëãåáðû è ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ïðîñòûõ ëåâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð, â
îñíîâíîì èñõîäÿ èç �âûðîæäåííûõ� àëãåáð. Ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé, îñòàëñÿ â [1] íåèññëåäîâàí. Èçó÷åíèå äàííîãî ñëó÷àÿ íà÷àëîñü â ðàáîòå [2],
ãäå ðàññìàòðèâàëàñü êîíñòðóêöèÿ Ìèöóõàðû äëÿ ìàòðè÷íîé àëãåáðû è àëãåáð Áóðäý.
Òàêæå â [2] ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êîíñòðóêöèè Ìèöóõàðû è íîâûå ïðèìåðû
ïðîñòûõ ïðåëèåâûõ àëãåáð, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè äàííîé êîíñòðóêöèè, â ÷àñòíî-
ñòè ïîñòðîåí ïðîñòîé äóáëü Âèòòà àññîöèàòèâíîé êîììóòàòèâíîé óíèòàëüíîé àëãåáðû.
Èç âûøåóêàçàííîé ðàáîòû âèäíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ Ìèöóõàðû èãðàåò âàæíóþ ðîëü
ïðè ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè ïðîñòûõ ïðåëèåâûõ àëãåáð. Â [4] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ýí-
äîìîðôà ïðîèçâîëüíîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû, è, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ýíäîìîðôû ïðàâî(ëåâî)ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð äàþò îãðîìíåéøèé êëàññ ïðîñòûõ ïðà-
âî(ëåâî)ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ êîíñòðóêöèÿ Ìèöóõàðû
äëÿ ýíäîìîðôîâ ïðîèçâîëüíûõ íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, òåìà FWNF-2022-0002.
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå îñíîâíîå ïîëå F . Â äàëüíåéøåì, ⟨Υ⟩ := ⟨Υ⟩F � ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Υ íàä F , ãäå ñèìâîë F îïóñêàåòñÿ, åñëè ïîëå ÿñíî èç êîíòåê-
ñòà. Äëÿ äàííîé àëãåáðû A ÷åðåç La è Ra îáîçíà÷àþòñÿ îïåðàòîðû ëåâîãî è ïðàâîãî
óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò a ∈ A, ò. å. La(b) = ab = Rb(a) äëÿ ëþáîãî b ∈ A. Âñþäó
äàëåå ÷åðåç eij îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íûå ìàòðè÷íûå åäèíèöû, E := 1 � åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà (èëè òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå); δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà; tr(A) � ñëåä A;
(x, y, z)rs := (x, y, z)− (x, z, y); [x, y] := xy − yx � êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ x, y. Åñëè V �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F , òî ÷åðåç V ∗ îáîçíà÷àåòñÿ äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê V , à
÷åðåç End (V ) � àëãåáðà âñåõ F -ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà V , îáðàç ýëåìåíòà x ∈ V ïîä
äåéñòâèåì ϕ ∈ End (V ) ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ϕx := ϕ(x).

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì F . Ñëåäóÿ [3], cèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó
H(·, ·) íà A ñî çíà÷åíèÿìè â F áóäåì íàçûâàòü Ãåññèàíîì, åñëè

H(xy, z)−H(x, yz) = H(xz, y)−H(x, zy) (1)

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ A.
Ïðèâåä¼ì êîíñòðóêöèþ Ìèöóõàðû [1] ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû A ïðè ïîìîùè 2-

íèëüïîòåíòà èëè èäåìïîòåíòà, ò. å. òàêîãî ýëåìåíòà u, ÷òî u2 = εu, ãäå ε ∈ {0, 1},
u ̸∈ A. Ãåññèàí H è äèôôåðåíöèðîâàíèå D íà A íàçîâ¼ì ε-ñîãëàñîâàííûìè, åñëè

εH(x, y) = H(Dx, y) +H(x,Dy) (2)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A (ïðè ýòîì ñîãëàñîâàííûå ïàðû (H, 0) è (0, D) íàçîâ¼ì òðèâèàëü-

íûìè). Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ðàñøèðåíèå A ïðè ïîìîùè ⟨u⟩ è ε-ñîãëàñîâàííîé ïàðû
(H,D), íà êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè

u · u = εu, u · x = 0, x · u = Dx,

x · y = xy +H(x, y)u (3)

äëÿ âñåõ x, y ∈ A. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ àëãåáðó ÷åðåç A(H,D). Àëãåáðó A(H,D)
áóäåì íàçûâàòü ε-ðàñøèðåíèåì Ìèöóõàðû àëãåáðû A. Êàê ñëåäóåò èç [1], A(H,D) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé, åñëè òàêîâà èñõîäíàÿ àëãåáðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M⊥ := {x ∈ A : H(x,m) = 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ M} îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó M â àëãåáðå A îòíîñèòåëüíî Ãåññèàíà H àëãåáðû A.
Ëåììà 1.1. [1] Ïîäïðîñòðàíñòâî I = Fu⊕ J ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â A(H,D) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà J � òàêîé èäåàë â A, ÷òî D(A) ⊆ J . Ïîäïðîñòðàíñòâî J èç A
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â A(H,D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J � òàêîé èäåàë â A, ÷òî
D(J) ⊆ J è J ⊆ A⊥.

Äàííàÿ ëåììà íå äà¼ò îïèñàíèå âñåõ èäåàëîâ â A(H,D) ïðè ε = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
âîçìîæíû òàêæå �íåîäíîðîäíûå� èäåàëû, îïèñûâàåìûå ëåììîé 1.2 íèæå, äëÿ ôîðìóëè-
ðîâêè êîòîðîé óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (H,D) � 0-ñîãëàñîâàííàÿ
ïàðà íà àëãåáðåA. ÏðàâûéD-èíâàðèàíòíûé èäåàë I àëãåáðûA íàçîâ¼ì (H,D)-èäåàëîì
ñ êîìïàíüîíîì α ∈ I∗, åñëè

xa+ αaDx ∈ I, α(ax) = α(xa+ αaDx) = H(a, x), α(Da) = 0 (4)

äëÿ âñåõ a ∈ I, x ∈ A. Ñëåäóþùàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà â [2] äëÿ ëåâîñèììåòðè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ; ïðàâîñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé àáñîëþòíî àíàëîãè÷åí, îäíàêî, òàê êàê äàííàÿ
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ëåììà èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ äàííîé ðàáîòû, òî ìû ïðèâåä¼ì å¼ äîêàçà-
òåëüñòâî.

Ëåììà 1.2. Ïóñòü J � ïîäïðîñòðàíñòâî â 0-ðàñøèðåíèè Ìèöóõàðû A(H,D) àë-
ãåáðû A òàêîå, ÷òî J ̸⊆ A, u ̸∈ J . Òîãäà J ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â A(H,D) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â A ñóùåñòâóåò (H,D)-èäåàë I ñ êîìïàíüîíîì α òàêîé, ÷òî

J = ⟨a+ αau : a ∈ I⟩ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � èäåàë â A(H,D), J ̸⊆ A, u ̸∈ J . Òîãäà c + u ∈ J äëÿ
íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî c ∈ A. Ïóñòü I = {x ∈ A : x + αxu ∈ J äëÿ íåêîòîðîãî αx ∈ F}.
Çàìåòèì, ÷òî I � ïîäïðîñòðàíñòâî â A è αx îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì îáðàçîì äëÿ
ëþáîãî x ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ α ∈ I∗. Åñëè a + αau ∈ J , òî
(a+ αau) · u = Da ∈ J , ò. å. DI ⊆ I, α(DI) = 0. Äàëåå,

(a+ αau) · x = ax+ (a, x)u ∈ J, x · (a+ αau) = xa+ (a, x)u+ αaDx ∈ J,

îòêóäà
ax ∈ I, xa+ αaDx ∈ I, α(ax) = α(xa+ αaDx) = (a, x)

äëÿ ëþáûõ a ∈ I, x ∈ A.
Îáðàòíî, åñëè I � D-èíâàðèàíòíûé (H,D)-èäåàë â A ñ êîìïàíüîíîì α, òî J =

⟨a+ αau : a ∈ I⟩ � èäåàë àëãåáðû A(H,D). Äåéñòâèòåëüíî, (a + αau) · u = Da ∈ J,
u · (a+ αau) = 0, (a+ αau) · x = ax+ (a, x)u ∈ J, x · (a+ αau) = xa+ (a, x)u+ αaDx ∈ J ,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàôèêñèðóåì ε ∈ {0, 1}. Ïóñòü Ai(Hi, Di) � ε-ðàñøèðåíèÿ Ìèöóõàðû àëãåáð Ai, i =
1, 2. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó A = A1⊕A2 àëãåáð A1 è A2 (êàê èäåàëîâ). Îáîçíà÷èì
÷åðåç D (ñîîòâåòñòâåííî, H) äèôôåðåíöèðîâàíèå (Ãåññèàí) àëãåáðû A, îïðåäåë¼ííûå
ïðàâèëàìè:

D|Ai
= Di, H|Ai

= Hi, H(A1,A2) = 0, i = 1, 2.

Êàê ñëåäóåò èç [1], (H,D) ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ïàðîé íà A. Àëãåáðà A(H,D)
íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ðàñøèðåíèåì Ìèöóõàðû àëãåáð A1 è A2. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ
ðàçëîæèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå àëãåáðû A1 è A2 òàêèå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìûì ðàñøèðåíèåì Ìèöóõàðû àëãåáð A1 è A2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A íàçûâàåòñÿ
íåðàçëîæèìîé. Âàæíîñòü ε-ðàñøèðåíèÿ Ìèöóõàðû îáúÿñíÿåò ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.1. [1] Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ðàñøèðåíèåì Ìèöóõàðû ëåâî-

ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð A1 è A2. Åñëè A1 è A2 ïðîñòû, òî è A ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé

ëåâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé.

Àëãåáðó A(H,D) íàçîâ¼ì ïî÷òè ïðîñòîé, åñëè îíà ëèáî ïðîñòà, ëèáî ëþáîé å¼
ñîáñòâåííûé èäåàë íå ñîâïàäàåò ñ A, èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà u.
Ïðåäëîæåíèå 1.1 áûëî óñèëåíî â [2] ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.1. [2] Ïóñòü A1(H1, D1) è A2(H2, D2) � ðàñøèðåíèÿ Ìèöóõàðû àëãåáð A1

è A2, è ïóñòü A � ïðÿìîå ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû àëãåáð A1 è A2. Àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1(H1, D1) ïðîñòà, à A2(H2, D2) ïî÷òè ïðîñòà.

Åñëè A � àëãåáðà, òî A(−) := ⟨[x, y] : x, y ∈ A⟩.
Ëåììà 1.3. Ïóñòü A � ïðàâîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà ñ 1, H := ( , ) � Ãåññèàí

íà A, è A = A(−) ⊕ B äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà B â A. Òîãäà H ïîëíîñòüþ
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îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà 1 è áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà B, ïðè ýòîì A(−) ⊆
F⊥ è (x, y) = (1, xy) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ x = 1 â (1), ïîëó÷àåì (1, yz) = (1, zy) äëÿ ëþáûõ y, z ∈ A.
Ïîëàãàÿ y = 1 â (1), ïîëó÷àåì (xz, 1) = (x, z) äëÿ ëþáûõ x, z ∈ A. Ïóñòü A = A(−)⊕B è
{bi : i ∈ I} � áàçèñ B. Îïðåäåëèì (1, bi) = βi ∈ F äëÿ âñåõ i ∈ I, (1, a) = 0 ïðè a ∈ A(−),
è (x, y) = (1, xy) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A. Òîãäà ôîðìà ( , ) ñèììåòðè÷íà íà A è

(xy, z)− (x, yz) = (1, xy · z − x · yz) = (1, xz · y)− (1, x · zy) = (xz, y)− (x, zy)

äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ A, ÷òî ñëåäóåò èç ïðàâîñèììåòðè÷íîñòè A.

2. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýíäîìîðôîâ íåóíèòàëüíûõ àëãåáð

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì F . Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó (êàê âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ) àëãåáð A è End (A): E(A) := A⊕ End (A). Íàäåëèì E(A) ïðîèçâåäåíèåì ïî
ïðàâèëó

A · a = aA+ [A,Ra] (5)

äëÿ âñåõ a ∈ A, A ∈ End (A), ãäå ïî îïðåäåëåíèþ A è End (A) ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè
â E(A), à A � ýòî ñòàíäàðòíûé ïðàâûé ìîäóëü íàä End (A) : a · A = aA. Ïîñòðîåííàÿ
àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôîì àëãåáðû A [4].

Â [4] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýíäîìîðô ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé è áûëè îïèñàíû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû End (A) â
ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðà A óíèòàëüíà. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ñíèìàåì îãðàíè÷åíèå íà
óíèòàëüíîñòü àëãåáðû.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà. Ðàññìîòðèì àëãåáðó A♯, ïîëó÷åííóþ èç A ïðèñî-
åäèíåíèåì åäèíèöû 1. Î÷åâèäíî, ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà A♯ èìååò âèä D+µ, ãäå
D ∈ End (A), µ ∈ A∗, ïðîäîëæåííûå íà A♯ ïðàâèëîì (D + µ)(1) = 0. Ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî ïðè ýòîì µ(A2) = 0 è

(ab)D = aD · b+ a · bD + µab+ µba (6)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, ãäå A2 := ⟨
∑n

i=1 xiyi : xiyi ∈ A, n ∈ N⟩ � êâàäðàò àëãåáðû A.
Îïðåäåëèì èíäóöèðîâàííîå äèôôåðåíöèðîâàíèåD ýíäîìîðôà E(A) ïðàâèëîì aD =

aD+aD, AD = [A,D] äëÿ ëþáûõ a ∈ A, A ∈ End (A), ïðè ýòîì äåéñòâèå aD îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì èç ñîîòíîøåíèÿ xaD = µxa. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèðî-
âàíèå D èíäóöèðóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì D+µ àëãåáðû A♯. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, â
ýòîì ñëó÷àå (xA)D = xDA äëÿ ëþáûõ x ∈ A, A ∈ End (A). Äàëåå òàêæå áóäåì èñïîëüçî-
âàòü áîëåå óäîáíîå îáîçíà÷åíèå Iaµ := aD äëÿ äàííîãî îòîáðàæåíèÿ è áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Iµ îòîáðàæåíèå èç A â End (A) òàêîå, ÷òî Iµ(a) = Iaµ. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû E(A), à èìåííî, ýòî áóäåò ñäåëàíî
â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì F . Îòîáðàæåíèå D ÿâëÿåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì E(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D èíäóöèðóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâà-

íèåì àëãåáðû A♯.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû E(A). Îáîçíà÷èì aD :=
aD + aD, ãäå a ∈ E(A), aD ∈ A, aD ∈ End (A). Äîêàæåì, ÷òî AD = 0 äëÿ âñåõ A ∈
End (A). Äëÿ âñåõ A,B ∈ End (A) èìååì

(AB)D = (AD + AD)B + A(BD +BD), (7)

(AB)D = ADB +BDA. (8)

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî [A,B]D = 0 äëÿ ëþáûõ A,B ∈ End (A). Òàê êàê End (A) =
[End (A),End (A)] + ⟨E⟩, a ED = 0 ïî (7)�(8), òî AD = 0 äëÿ âñåõ A ∈ End (A). Çíà÷èò,
D èíâàðèàíòíî íà End (A) è åãî îãðàíè÷åíèå D íà End (A) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì End (A) ïî (7). Ñëåäîâàòåëüíî, D ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì (ñì., íàïðèìåð, [5]) è ìû
òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç D îòîáðàæåíèå èç End (A), äëÿ êîòîðîãî AD = [A,D].

Åñëè dimA = 1, òî ëèáî A ∼= F , ëèáî A2 = 0. Ïî äîêàçàííîìó âûøå AD = 0 è
AD = 0 äëÿ ëþáîé A ∈ End (A), ïîýòîìó (a + A)D = aD + Iaµ äëÿ ëþáûõ a ∈ A, A ∈
End (A) è íåêîòîðûõ D ∈ End (A), µ ∈ A∗, è íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû â äàííîì ñëó÷àå.

Äàëåå, ïóñòü x ∈ A ïðîèçâîëüíûé, à A ∈ End (A) âûáåðåì òàê, ÷òî xA = 0. Òîãäà
0 = (xA)D = xDA + x[A,D], îòêóäà xDA = xDA è xD = xD + αxx äëÿ íåêîòîðîãî
α ∈ A∗. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî A ∈ End (A) èìååì (xA)D = (xD + αxx)A + x[A,D] =
xAD + αxAxA, îòêóäà αxAxA = αxxA è αx = α äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ F è ëþáîãî x ∈ A.
Òîãäà xD = x(D+αE). Ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî D îòîáðàæåíèå D+αE, ìîæíî èçíà÷àëüíî
ñ÷èòàòü, ÷òî xD = xD.

Èç ðàâåíñòâ

(xA)D = (xD + xD)A+ x[A,D] = xAD + xDA,

(xA)D = (xA)D + (xA)D = xAD + (xA)D,

ïîëó÷àåì (xA)D = xDA. Èç ðàâåíñòâ

(Ax)D = [A,D]x+ A(xD + xD) = x[A,D] + [[A,D], Rx] + xDA+ [A,RxD] + AxD,

(Ax)D = (xA+ [A,Rx])D = xAD + xDA+ [[A,Rx], D]

ñëåäóåò [A, [D,Rx] +RxD +xD] = 0, îòêóäà [D,Rx] +RxD +xD +µxE = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
µ ∈ A∗. Äåéñòâóÿ ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì íà ïðîèçâîëüíûé y ∈ A, âûâîäèì

yD · x− (yx)D + y · xD + yxD + µxy = 0. (9)

Äàëåå,

(yx)D = (yD + yD)x+ y(xD + xD) = yD · x+ xyD + [yD, Rx] + y · xD + yxD,

(yx)D = (yx)D + (yRx)
D = (yx)D + yDRx,

îòêóäà Rxy
D = 0 è (yx)D = yD · x + y · xD + xyD + yxD. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9),

ïîëó÷àåì xyD = µxy äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A. Ñîîòíîøåíèå Rxy
D = 0 äà¼ò µx = 0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ A2. Ïðîäîëæèì D è µ íà A♯ òàê, ÷òî (D + µ)(1) = 0. Òîãäà ïîëó÷åííîå
ñîîòíîøåíèå íàD ãîâîðèò î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèåD+µ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
íà A♯.
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Îáðàòíî, ïóñòü îòîáðàæåíèå D ∈ End (E(A)) èíäóöèðóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
D + µ àëãåáðû A♯. Çàìåòèì, ÷òî (6) è ðàâåíñòâî µ(A2) = 0 âëåêóò ñëåäóþùèå îïåðà-
òîðíûå ðàâåíñòâà íà A:

[Rx, D] = RxD + Ixµ + µxE, RxI
y
µ = 0 (10)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A. Èìååì

(a+ A)(b+B)D = (ab+ aB + bA+ [A,Rb] + AB)D =

= abD + aBD + bAD + Iab+aB+bA
µ + [[A,Rb], D] + [AB,D];

(a+ A)D · (b+B) = (aD + Iaµ + [A,D]) · (b+B) = aD · b+ aDB +

+bIaµ + [Iaµ, Rb] + IaµB + b[A,D] + [[A,D], Rb] + [A,D]B;

(a+ A) · (b+B)D = (a+ A) · (bD + Ibµ + [B,D]) = a · bD + a[B,D] +

+aIbµ + bDA+ [A,RbD] + AIbµ + A[B,D].

Èñïîëüçóÿ (6), (10) è òîæäåñòâî ßêîáè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì D
ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì:

Iab+aB+bA
µ = IaµRb + IaµB + IbµA.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

3. Î êîíñòðóêöèè Ìèöóõàðû äëÿ ýíäîìîðôîâ

Ïóñòü A � àëãåáðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóåò λ ∈ A∗ òàêîé,
÷òî ab = λba (èëè ab = λab) äëÿ âñåõ a, b ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷àåì A ÷åðåç Aλ è
ãîâîðèì, ÷òî Aλ � ýòî àëãåáðà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ.

Â [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýíäîìîðô ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòîé àëãåáðîé, åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ðàñøè-
ðåíèÿ Ìèöóõàðû äëÿ àëãåáð E(Aλ). Ïðè ýòîì ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñàìûé âûðîæäåí-
íûé ñëó÷àé àëãåáð ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì A0, êîãäà λ = 0, â ÷àñòíîñòè, èç-çà òîãî, ÷òî
ðåçóëüòàòû â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ ñëó÷àÿ àëãåáðû íåíóëåâîãî óìíî-
æåíèÿ. Äàëåå îáîçíà÷àåì ÷åðåç End0(A) ïîäàëãåáðó âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â
End (A) ñî ñëåäîì 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî E(A0) èìååò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé èäåàë, ñîâïàäàþ-
ùèé ñ A0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü J � èäåàë îòëè÷íûé îò A0. Åñëè 0 ̸= A ∈
End(A0) ∩ J , òî End(A0) ⊆ J , à ïîòîìó J = E(A0). Çíà÷èò, åñëè K =
⟨A ∈ End(A0) : a+ A ∈ J äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A0⟩, òî K � íåíóëåâîé äâóõñòîðîííèé
èäåàë â End(A0), îòêóäà âíîâü ïîëó÷àåì J = E(A0).

Èç òåîðåìû 2.1 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû E(A0) íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íå 2 èìååò âèä D = D + [ ·, D] äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ End (A0): â
ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå aµb + bµa = 0, îòêóäà µ = 0. Èäåàë A0 èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî ëþáîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû A0 è îí äà¼ò èäåàë â E(A0)(H,D),
åñëè A0 ⊆ F⊥. Åñëè D ∈ ⟨E⟩, òî ⟨u⟩ ⊕ A0 � èäåàë â E(A0)(H,D). Ïîýòîìó äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî A0 ̸⊆ F⊥ è D ̸∈ ⟨E⟩. Ïî ëåììå 1.3 ëþáîé Ãåññèàí H íà E(A0) çàäà¼òñÿ
óñëîâèÿìè

H(E, a) = αa, H(A,B) = γtr(AB)
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äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ α ∈ A∗
0, γ ∈ F è äëÿ âñåõ a ∈ A0, A,B ∈ End (A0).

Îïèñàíèå íåòðèâèàëüíûõ ñîãëàñîâàííûõ ïàð íà ýíäîìîðôàõ äà¼ò ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1. Ïóñòü (H,D) � íåòðèâèàëüíàÿ ε-ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà íà E(A), ãäå A
� ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F . Òîãäà åñëè ε = 0, òî Im (D) ⊆ F⊥; à åñëè ε = 1,
òî Im (D − E) ⊆ F⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ε = 1. Çàìåòèì, ÷òî (2) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå H(xy(E − D), 1) = 0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ E(A), òàê êàê ëþáîé
ýíäîìîðô ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíîé àëãåáðîé. Òàê êàê E(A)2 = E(A), òî Im (D −E) ⊆ F⊥.
Ïðè ε = 0 ñîîòíîøåíèå (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå H(xy(D), 1) = 0, îòêóäà Im (D) ⊆ F⊥.

Òåîðåìà 3.1. 0-Ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû E(A0)(H,D) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòè-

êè íå 2 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D(A0) ⊆ F⊥ è

H(A0, E(A0)) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû 0-ðàñøèðåíèÿ Ìèöó-
õàðû àëãåáðû E(A0) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü îòñóòñòâèå (H,D)-èäåàëîâ â E(A0). Ïóñòü
I � (H,D)-èäåàë â E(A0). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ïðàâûé èäåàë â E(A0) èìååò âèä
A0⊕J äëÿ íåêîòîðîãî ïðàâîãî èäåàëà J â End (A0). Ïóñòü D = D+[ ·, D] äëÿ íåêîòîðîãî
D ∈ End (A0), D ̸∈ ⟨E⟩. Óñëîâèå xa+ αaDx ∈ I äëÿ âñåõ a ∈ I, x ∈ E(A0) äà¼ò

aA+ αa[A,D] ∈ I (11)

ïðè x = A ∈ End (A0) è a ∈ A0 òàêîì, ÷òî αa ̸= 0 (çàìåòèì, ÷òî αa = H(a, 1) äëÿ
ëþáîãî a ∈ I). Ïóñòü K := ⟨A ∈ End(A0) : a + A ∈ I äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A0⟩. Òàê êàê
D ̸∈ ⟨E⟩ è H(A0,U) ̸= 0, òî èç (11) ñëåäóåò, ÷òî K � ýòî íåíóëåâîé äâóõñòîðîííèé
èäåàë â End(A0). Òàêèì îáðàçîì, K = End(A0). Â èòîãå, I = E(A0).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 ̸= D ∈ End (A0) íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òî íà E(A0) îïðå-
äåëÿåòñÿ Ãåññèàí H òàê, ÷òî ïàðà (H,D),D := D + [ ·, D], ÿâëÿåòñÿ 0-ñîãëàñîâàííîé è
ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè D � íåíóëåâîå âûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå íà A0, òî ñóùå-

ñòâóåò Ãåññèàí H íà E(A0) òàêîé, ÷òî 0-ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû E(A0)(H,D) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé, ãäå D := D + [ ·, D].

Êîìáèíèðóÿ ëåììû 1.1 è 3.1, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü (H,D) � íåòðèâèàëüíàÿ 1-ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà íà E(A0). Òî-
ãäà 1-ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû àëãåáðû E(A0) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé

àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ íåòðèâèàëüíîñòè è 1-
ñîãëàñîâàííîñòè ïàðû (H,D) ñëåäóåò Im (D−E) ⊆ F⊥ è H(A0, E(A0)) ̸= 0. Â ÷àñòíîñòè,
D ̸∈ ⟨E⟩, A0 ̸⊆ F⊥ è H(A,B) = 0 äëÿ ëþáûõ A,B ∈ End (A0). Òàê êàê åäèíñòâåííûé
ñîáñòâåííûé èäåàë â E(A0) � ýòî A0, òî 1-ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû àëãåáðû E(A0) ïî
ëåììå 1.1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé, ïîñêîëüêó D(E(A0)) ̸⊆ A0

è H(A0, E(A0)) ̸= 0.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ Aλ, à
òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî λ ̸= 0 è dim(Aλ) := n > 1, òàê êàê èíà÷å Der (Aλ) = 0. Òàêæå
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óìíîæåíèå â Aλ çàäà¼òñÿ ïðàâèëîì xy = λyx, λ ∈ A∗

λ.

Ïóñòü Ann r(A) := {x ∈ A : Ax = 0} � ïðàâûé àííóëÿòîð àëãåáðû A.
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Ëåììà 3.2. Ïóñòü A := (Aλ; ·) � àëãåáðà ñî ñêàëÿðíûì íåíóëåâûì óìíîæåíè-

åì. Îòîáðàæåíèå D ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì A♯ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

D(A) ⊆ Ann r(A), D(1) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî x ∈ Ann r(A) ⇔ λx = 0. Êàê â � 2 èìååì D = D + µ,
ãäå D ∈ End (A), µ ∈ A∗. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A ïî (6) ñïðàâåäëèâî

D ∈ Der (A♯) ⇔ (x · y)D = xD · y + x · yD + µyx+ µxy

⇔ λyxD = λyxD + λyDx+ µyx+ µxy

⇔ λyDx+ µyx+ µxy = 0 ⇔ µ = 0, yD ∈ Ann r(A),

÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ëþáîé àëãåáðå A := Aλ ðàçìåðíîñòè n ∈ N ìîæíî âû-
áðàòü ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, . . . , en òàê, ÷òî âñå íåíóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèìè eien = ei, i = 1, . . . , n. Ëþáîé Ãåññèàí íà E(A) çàäà¼òñÿ óñëîâèÿìè
H(en, E) = α,H(ei, E) = 0, H(A,B) = βtr(AB) äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ F è äëÿ ëþáîãî
i ̸= n. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì α ̸= 0, òàê êàê èíà÷å A áóäåò èäåàëîì â E(A)(H,D). Ïî
ëåììå 3.2 D = D + [ ·, D] äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ End (A,Ann r(A)). Òåïåðü ëåãêî âèäåòü,
÷òî H(xD, y) +H(x, yD) = 0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ E(A).

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé (H,D)-èäåàë I, äëÿ íåòðèâèàëüíîé ñîãëàñîâàííîé
ïàðû (H,D), ñîâïàäàåò ñ E(A). Ïóñòü 0 ̸= x = a + B0 ∈ I, 0 ̸= a ∈ A, B0 ∈ End (A).
Äîìíîæàÿ x ñïðàâà íà eji ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ei + Bi ∈ I äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n è
íåêîòîðûõ Bi ∈ End (A). Åñëè B0 ∈ I, òî, äîìíîæàÿ B0 ñïðàâà íà ei, i = 1, . . . , n,
ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ âûøå. Òàêèì îáðàçîì, I = A + J äëÿ íåêîòîðîãî ïðàâîãî èäåàëà
J ⊆ End (A). Ïîêàæåì, ÷òî A ⊆ I. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè en +A ∈ I ïðè A ∈ End (A),
òî ìîæíî ñ÷èòàòü A = −enn (ðàññìàòðèâàÿ (en + A)ej ∈ I ïðè j = 1, . . . , n − 1). Íî
òîãäà (en − enn)eni = ei − eni ∈ I äëÿ ëþáîãî i, è èç (4) ïîëó÷àåì en(ei − eni) = −ei ∈
I, òàê êàê αei−eni

= 0, ò. å. A ⊆ I. Òàêèì îáðàçîì, I = A ⊕ J . Èñïîëüçóÿ (4) ïðè
ïðîèçâîëüíîì x = B ∈ End (A) è a ∈ A òàêîì, ÷òî αa ̸= 0, ïîëó÷àåì Ba+ αa[B,D] ∈ I,
ò. å. [End (A), D] ⊆ I. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ (4) ïðè ïðîèçâîëüíûõ x = B ∈ End (A) è a =
y + A ∈ I, y ∈ A, A ∈ End (A), âûâîäèì, ÷òî J � ýòî ëåâûé èäåàë â End (A), îòêóäà
I = E(A). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.3. 0-Ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû àëãåáðû E(Aλ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H(Aλ,Aλ) ̸= 0 è D = D+[ ·, D] äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî
D ∈ End (Aλ,Ann r(Aλ)).

Ëåììà 3.3. Â ëþáîì 1-ðàñøèðåíèè Ìèöóõàðû àëãåáðû E(Aλ) ïîäàëãåáðà Aλ ÿâëÿ-

åòñÿ èäåàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (H,D) � 1-ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà íà U := E(Aλ) è D =
D + [ ·, D] äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ End (Aλ,Ann r(Aλ)). Ïîêàæåì òðèâèàëüíîñòü H, ÷òî,
ñîâìåñòíî ñ ëåììîé 1.1, è äîêàæåò ëåììó. Ïî ëåììå 3.1 Im (D − E) ⊆ F⊥. Òàê êàê
Im (D) ⊆ F⊥, òî E(Aλ) ⊆ F⊥ è H = 0.

ÏóñòüA � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , B � ïîäïðîñòðàíñòâî
â A êîðàçìåðíîñòè 1 èA = ⟨B, a⟩ äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A. Âîçüì¼ìD ∈ End (A,B), α ∈ F ,
è îïðåäåëèì íà A ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëîì

x · a = αx− xD, x · y = 0
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äëÿ âñåõ x ∈ A, y ∈ B. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ àëãåáðó ÷åðåç Bα,D è íàçîâ¼ì îäíîìåðíûì

ðàñøèðåíèåì àáåëåâîé àëãåáðû ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ëåììà 3.4. Àëãåáðà Bα,D ÿâëÿåòñÿ ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé, ïðè ýòîì D ∈
Der (Bα,D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = x+δa, Y = y+βa, Z = z+γa � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû
èç Bα,D, ãäå x, y, x ∈ B, δ, β, γ ∈ F . Ïîêàæåì, ÷òî (X,Y, Z)rs = 0. Èìååì

(XY )Z = (β(αx−Dx) + βδ(αa−Da))(z + γa) =

= αβγ(αx−Dx)− βγ(αDx − xD2) + αβγδ(αa−Da)− βγδ(αDa − aD2);

X(Y Z) = (x+ δa)(γ(αy −Dy) + βγ(αa−Da)) = αβγ(αx−Dx) + αβγδ(αa−Da);

(X, Y, Z) = βγ(xD2 − αDx) + βγ(δaD2 − αδDa),

îòêóäà ïîëó÷àåì (X, Y, Z)rs = 0.
Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå D ∈ Der (Bα,D). Èìååì

(X · Y )D = β(αDx − xD2) + βδ(αDa − aD2), X · Y D = 0,

XD · Y = (Dx + δDa)(y + βa) = β(αDx − xD2) + βδ(αDa − aD2),

÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ïóñòü (H,D) � íåòðèâèàëüíàÿ 0-ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà íà ýíäîìîðôå E(A), ãäå A �
àëãåáðà íàä ïîëåì F , D = D + [ ·, D] + Iµ, D ∈ End (A), µ ∈ A∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííûé ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ End (A)-ìîäóëåé ϕ : A 7→ End (A)
òàêîé, ÷òî Iaµ = Daϕ, Ra + aϕ + αaD = γαaE, αaI

b
µ = γαab

ϕ äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è äëÿ
íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî γ ∈ F , ãäå αa = H(a + aϕ, 1), α(aD) = 0 äëÿ âñåõ a ∈ A. Â ýòîì
ñëó÷àå A íàçîâ¼ì ìîäóëüíîé àëãåáðîé ïàðû (H,D).

Ëåììà 3.5. Ïóñòü (H,D) � íåòðèâèàëüíàÿ 0-ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà íà E(A), ãäå A
� àëãåáðà íàä ïîëåì F , D = D + [ ·, D] + Iµ, D ∈ End (A), µ ∈ A∗.

1. Åñëè J = ⟨x+H(x, 1)u : x ∈ A⟩ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû E(A)(H,D), òî ëèáî
A � ýòî àëãåáðà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, ëèáî A � îäíîìåðíîå ðàñøèðåíèå àáåëåâîé

àëãåáðû ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

2. Åñëè K =
⟨
x+ xϕ + αxu : x ∈ A

⟩
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû E(A)(H,D) äëÿ íåêî-

òîðîãî íåíóëåâîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : A 7→ End (A) è íåêîòîðîãî α ∈ A∗, òî

A � ýòî ìîäóëüíàÿ àëãåáðà ïàðû (H,D).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ ëþáîãî A ∈ End (A) èìååì

A · (x+H(x, 1)u) = xA+ [A,Rx] +H(A, x)u+H(x, 1)[A,D] ∈ J,

îòêóäà [A,Rx + H(x, 1)D] = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ A. Åñëè A ⊆ F⊥, òî A � àëãåáðà
ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ. Ïóñòü A ̸⊆ F⊥. Ïðåäñòàâèì A â âèäå A = B⊕⟨a⟩, ãäå H(a, 1) =
1, H(b, 1) = 0 äëÿ ëþáîãî b ∈ B. Òîãäà [A,Rb] = 0 äëÿ ëþáûõ b ∈ B è A ∈ End (A),
ò. å. Rb = γbE äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ B∗. Èìååì Ra +D = αE äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ F . Òàê
êàê a + u ∈ J , òî (a + u) · u ∈ J , îòêóäà aD ∈ B è Iaµ = 0. Åñëè x ∈ B, òî x ∈ J è
x · u = xD = xD + Ixµ ∈ J , îòêóäà Iµ = 0,BD ⊆ B. Òàê êàê xa = αx − xD äëÿ ëþáîãî
x ∈ B, òî xa ∈ B. Òîãäà

0 = H(xa, 1) = H(x, a) = H(a, x) = H(ax, 1) = γ(x)

9



äëÿ ëþáîãî x ∈ B, ò. å. γ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî A � îäíîìåðíîå ðàñøèðå-
íèå àáåëåâîé àëãåáðû ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

2. Ïóñòü K =
⟨
a+ aϕ + αau : a ∈ A

⟩
, ϕ : A 7→ End (A), α ∈ A∗. Òîãäà

(a+ aϕ + αau) · A = aA+ aϕA+H(a+ aϕ, A)u ∈ K

äëÿ ëþáûõ a ∈ A, A ∈ End (A), îòêóäà αa = H(a+ aϕ, 1), (aA)ϕ = aϕA. Òàêèì îáðàçîì,
ϕ � ýòî ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ End (A)-ìîäóëåé. Òàê êàê ϕ ̸= 0, òî ϕ, êàê ëåãêî âèäåòü,
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

A · (a+ aϕ + αau) = aA+ [A,Ra] + Aaϕ +H(a+ aϕ, A)u+ αa[A,D] ∈ K

äëÿ ëþáûõ a ∈ A, A ∈ End (A), îòêóäà Ra + aϕ + αaD = βaE äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ A∗.
Òàêæå èìååì (a + aϕ + αau) · u = aD + Iaµ + [aϕ, D] ∈ K, îòêóäà α(aD) = 0, (aD)ϕ =
Iaµ + [aϕ, D] è Iaµ = Daϕ. Áîëåå òîãî,

(a+ aϕ + αau) · b = ab+ aϕb+H(a+ aϕ, b)u = ab+ baϕ + [aϕ, Rb] +H(a+ aϕ, b)u ∈ K,

îòêóäà (ab+ baϕ)ϕ = [aϕ, Rb] è bϕaϕ+Rba
ϕ = 0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Äîìíîæàÿ ðàâåíñòâî

Ra + aϕ + αaD = βaE ñïðàâà íà bϕ, èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ âûâîäèì αaI
b
µ = βab

ϕ äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ A, îòêóäà β = γα äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî γ ∈ F . Òàêèì îáðàçîì, A
ÿâëÿåòñÿ ìîäóëüíîé àëãåáðîé ïàðû (H,D).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.4 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò èç
ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü A ∈ Mn(F ), n ≥ 2, A ̸= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò B ∈ Mn(F ) ñî
ñëåäîì 0 òàêàÿ, ÷òî AB ̸= 0, a tr(AB) = 0.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü (H,D) � íåòðèâèàëüíàÿ ε-ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà íà ýíäîìîðôå

E(A), ãäå A � àëãåáðà íàä ïîëåì F , íå ÿâëÿþùàÿñÿ àëãåáðîé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ,

îäíîìåðíûì ðàñøèðåíèåì àáåëåâîé àëãåáðû ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè ìî-

äóëüíîé àëãåáðîé ïàðû (H,D). Òîãäà ðàñøèðåíèå Ìèöóõàðû àëãåáðû E(A) ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè ïðîñòîé íåðàçëîæèìîé àëãåáðîé, êîòîðàÿ ïðîñòà ïðè ε = 1 è ëîêàëüíà ïðè

ε = 0 ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì èäåàëîì Iu = ⟨a+H(a, 1)u : a ∈ E(A)⟩ êîðàçìåð-
íîñòè 1. Ïðè ýòîì Iu � ýòî ïðîñòàÿ íåðàçëîæèìàÿ ïðàâîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [4] ñëåäóåò, ÷òî E(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé àëãåáðîé. Òåïåðü ïðè
ε = 1 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç íåòðèâèàëüíîñòè ïàðû è ëåììû 1.1. Ïóñòü ε = 0, I �
ñîáñòâåííûé èäåàë â E(A)(H,D) è D = D+ [ ·, D] + Iµ äëÿ íåêîòîðûõ D ∈ End (A), µ ∈
A∗.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè u ∈ I, òî D(E(A)) ⊆ I è I = E(A)(H,D).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåíóëåâàÿ ìàòðèöà C ëåæèò â I. Åñëè C ∈ ⟨E⟩, òî E · B =

B + tr (B)u ∈ I äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì End0(A) ⊆ I.
Âêëþ÷åíèå E ·E = E+H(E,E)u ∈ I äà¼ò ⟨E +H(E,E)u⟩⊕End0(A) ⊆ I. Åñëè C ̸∈ ⟨E⟩,
òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëèåâ èäåàë, ïîðîæä¼ííûé C, ëåæèò â I. Òîãäà End0(A) ⊆ I, è äëÿ
ëþáûõ i ̸= j ïîëó÷àåì eij ·eji = eii+H(eii, E)u ∈ I, îòêóäà ⟨E +H(E,E)u⟩⊕End0(A) ⊆ I.
Òîãäà (a + H(a,E)u) · A = aA + H(a,A)u ∈ I äëÿ ëþáûõ a ∈ A è A ∈ End0(A), ò. å.
I = Iu.

Åñëè A + u ∈ I äëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé A ∈ End (A), òî, òàê êàê dim(A) > 1, ïî
ëåììå 3.6 ñóùåñòâóåò B ∈ End (A) òàêàÿ, ÷òî AB ̸= 0 è tr(AB) = 0, îòêóäà AB ∈ I, è
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ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ âûøå. Åñëè I ñîäåðæèò òîëüêî ýëåìåíòû âèäà a+ γu, γ ∈ F , òî
I ñîâïàäàåò ñ J èç ëåììû 3.5, à ýòî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèÿì òåîðåìû.

Âîçüì¼ì íåíóëåâîé u + a + A ∈ I, 0 ̸= a ∈ A, A ∈ End (A). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
b ∈ A, B ∈ End (A) èìååì

(b+B) · (u+ a+ A) = (b+B)(a+ A) +H(b+B, a+ A)u+D(b) + Ibµ + [B,D] ∈ I. (12)

Ïîëàãàÿ b = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x+ xϕ + αxu ∈ I äëÿ ëþáîãî x ∈ A, íåêîòîðîãî α ∈ A∗ è
íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : A 7→ End (A). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
I ñîâïàäàåò ñ K èç ëåììû 3.5, ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèÿì òåîðåìû.

Äîêàæåì ïðîñòîòó àëãåáðû Iu. Ïóñòü I � íåíóëåâîé èäåàë â Iu. Åñëè C ∈ I ∩
End0(A), òî, êàê è ðàíåå, End0(A) ⊆ I. Âûáèðàÿ îáðàòèìóþ A ∈ End0(A) ïîëó÷àåì
(A−1 +H(A−1, 1)u) · A = E +H(E, 1)u ∈ I è, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, I = Iu.

Åñëè A + u ∈ I äëÿ íåêîòîðîé íåíóëåâîé A ∈ End (A), òî, òàê êàê dim(A) > 1, ïî
ëåììå 3.6 ñóùåñòâóåò B ∈ End0(A) òàêàÿ, ÷òî AB ̸= 0 è tr(AB) = 0, îòêóäà AB ∈ I, è
ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ âûøå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a + H(a,E)u ∈ I äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî a ∈ A. Òîãäà (a +
H(a,E)u) · A = aA + H(aA,E)u ∈ I äëÿ ëþáîãî A ∈ End0(A). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ A ïðîèçâîëüíûé. Ïî ëåììå 3.5 J = ⟨x+H(x, 1)u : x ∈ A⟩ íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì èäåàëîì àëãåáðû E(A)(H,D), ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a + A +
H(a + A,E)u ∈ I äëÿ íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ a ∈ A, A ∈ End (A). Ïî äîêàçàííîìó
âûøå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî I =

⟨
a+ aϕ + αau : a ∈ A

⟩
äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî

îòîáðàæåíèÿ ϕ : A 7→ End (A) è íåêîòîðîãî α ∈ A∗. Îïÿòü ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ I = K
èç ëåììû 3.5, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàê êàê A íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, òî n = dim(A) > 1. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â E(A) íåò ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü ïðàâîãî àííóëÿòîðà ðàâíà
n + n2 − 1, îòêóäà ëåãêî ñëåäóþò âñå óòâåðæäåíèÿ ïðî íåðàçëîæèìîñòü ïîëó÷åííûõ
àëãåáð.
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