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Abstract: We de�ne and construct Ωσ-foliated Fitting classes of
multioperator T -groups with composition series and describe the
structure of its minimal satellites.
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1 Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû XX âåêà è ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâ-
íî ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ êëàññîâ ãðóïï. Íàðÿäó ñ òåîðèåé ìíîãîîáðàçèé
ïîÿâèëèñü íîâûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé � êâàçèìíîãîîáðàçèÿ, ôîð-
ìàöèè è êëàññû Ôèòòèíãà.
Ïîíÿòèå ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï áûëî ââåäåíî â 1963 ãîäó Â. Ãà-

øþöîì [1]. Â ýòîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f : P → {ôîðìàöèè ãðóïï}
áûëè ïîñòðîåíû ëîêàëüíûå ôîðìàöèè. Á. Õàðòëè â ðàáîòå [2] îïðåäåëèë
ëîêàëüíûå êëàññû Ôèòòèíãà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè g : P → {êëàññû Ôèò-
òèíãà ãðóïï}. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê èçó÷å-
íèþ ôîðìàöèé è êëàññîâ Ôèòòèíãà íàøåë â ðàáîòå Ë.À. Øåìåòêîâà [3]
è â ìîíîãðàôèÿõ [4, 5, 6, 7]. Â êíèãå [5] ñèñòåìàòèçèðîâàíû èññëåäî-
âàíèÿ ïî òåîðèè ôîðìàöèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ïðèìåíåíèÿì
ê ìóëüòèêîëüöàì è êîíå÷íûì àëãåáðàì ìàëüöåâñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â
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ðàáîòàõ [8, 9, 10] À.Í. Ñêèáîé è Ë.À. Øåìåòêîâûì èññëåäóþòñÿ ÷àñòè÷-
íî ëîêàëüíûå (ω-ëîêàëüíûå) è ÷àñòè÷íî êîìïîçèöèîííûå ôîðìàöèè è
êëàññû Ôèòòèíãà êîíå÷íûõ ãðóïï, ãäå ω � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà P.
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ âèäîâ ôîðìàöèé è êëàññîâ Ôèòòèíãà ïðèâåëà

ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ñïóòíèêîâ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé. Â ðà-
áîòàõ [11, 12, 13, 14, 15, 16] Â.À. Âåäåðíèêîâûì è Ì.Ì. Ñîðîêèíîé áûëè
ïîñòðîåíû Ω-ðàññëîåííûå è ω-âååðíûå ôîðìàöèè è êëàññû Ôèòòèíãà êî-
íå÷íûõ ãðóïï, èìåþùèå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíò-
íûõ íàïðàâëåíèé Ω-ñïóòíèêà (ω-ñïóòíèêà) f , îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåò-
ñÿ íàïðàâëåíèå Ω-êîìïîçèöèîííîãî (ω-ëîêàëüíîãî) ñïóòíèêà. Îòìåòèì,
÷òî íàïðàâëåíèå Ω-ñïóòíèêà (ω-ñïóòíèêà) f îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæå-
íèå êëàññà I âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï (ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë) âî ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ôîðìàöèé Ôèòòèíãà.
Äàëüíåéøèé àíàëèç ïîíÿòèÿ ðàññëîåííîñòè ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï

è ãðóïï, îáëàäàþùèõ êîíå÷íûìè êîìïîçèöèîííûìè ðÿäàìè [17], ïîêà-
çàë, ÷òî ïîíÿòèå ðàññëîåííîñòè ôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê ïî-
ñòðîåíèþ ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé è êëàññîâ Ôèòòèíãà óíèâåðñàëüíûõ
àëãåáð, îáëàäàþùèõ óñëîâèÿìè ìèíèìàëüíîñòè è ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ
èäåàëîâ. Â ðàáîòaõ [18, 19] ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå òèïû ñîîòâåòñòâåííî
Ω-ðàññëîåííûõ ôîðìàöèé è êëàññîâ Ôèòòèíãà ìóëüòèîïåðàòîðíûõ T -
ãðóïï, îáëàäàþùèõ êîìïîçèöèîííûìè ðÿäàìè.
Â ðàáîòå [20] À.Í. Ñêèáîé áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ èäåÿ â ôóíêöèî-

íàëüíîì ïîäõîäå: ïóñòü σ = {σi|i ∈ I} � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
ïðîñòûõ ÷èñåë P, òàêîå ÷òî P = ∪i∈Iσi è σi ∩ σj = ⊘ äëÿ âñåõ i ̸= j.
Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f : σ → {ôîðìàöèè ãðóïï} À.Í. Ñêèáîé áûëè
ïîñòðîåíû σ-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï. Èäåÿ σ-ðàçáèåíèé
ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â èññëåäîâàíèè êëàññîâ êîíå÷íûõ ãðóïï
(ñì., íàïðèìåð, [21]).
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûå êëàññû Ωσ-ðàññëîåííûõ

êëàññîâ Ôèòòèíãà ìóëüòèîïåðàòîðíûõ T -ãðóïï, îáëàäàþùèõ êîìïîçè-
öèîííûìè ðÿäàìè, äàòü îïèñàíèå ñòðîåíèÿ èõ ìèíèìàëüíûõ Ωσ-ñïóòíèêîâ.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû àíîíñèðîâàíû â [22].

2 Îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå

óòâåðæäåíèÿ

Èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû
ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 11, 12, 13, 18, 23, 24, 25]. Ïðèâåäåì ëèøü
íåêîòîðûå èç íèõ.
Ïóñòü äàíà àääèòèâíàÿ ãðóïïàG c íóëåâûì ýëåìåíòîì 0. ÃðóïïàG íà-

çûâàåòñÿ ìóëüòèîïåðàòîðíîé T -ãðóïïîé ñ ñèñòåìîé ìóëüòèîïåðàòîðîâ
T (èëè, êîðîòêî, T -ãðóïïîé), åñëè â G çàäàíà åùå íåêîòîðàÿ ñèñòåìà n-
àðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé T ïðè íåêîòîðûõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ n > 0, ïðè÷åì äëÿ âñåõ t ∈ T äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
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t(0, . . . , 0) = 0, ãäå ñëåâà ýëåìåíò 0 ñòîèò n ðàç, åñëè îïåðàöèÿ t n-àðíà.
×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìóëüòèîïåðàòîðíûõ T -ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû, ìî-
äóëè, êîëüöà è ìóëüòèêîëüöà.
Çàïèñü M ◁G îçíà÷àåò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì T -ãðóïïû G.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [24, ãë. 3].

Ëåììà 1. Ïóñòü G � T -ãðóïïà, H � T -ïîäãðóïïà â G, M , N � èäåàëû
â G. Òîãäà
1) H + N � T -ïîäãðóïïà â G, à (H + N)/N � T -ïîäãðóïïà T -ãðóïïû

G/N , ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó âñåìè T -ïîäãðóïïàìè T -ãðóïïû G, ñîäåðæàùèìè
N , è âñåìè T -ïîäãðóïïàìè T -ãðóïïû G/N ;
2) M +N � èäåàë â G;
3) H ∩N ◁H, ïðè÷åì (H +N)/N ∼= H/H ∩N ;
4) åñëè M<N , òî (G/M)/(N/M) ∼= G/N .

Ïóñòü C � êëàññ âñåõ T -ãðóïï ñ êîíå÷íûìè êîìïîçèöèîííûìè ðÿäàìè,
I � êëàññ âñåõ ïðîñòûõ T -ãðóïï, ò.å. òàêèõ íåíóëåâûõ T -ãðóïï P , èäå-
àëàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèøü íóëåâîé èäåàë {0} è ñàìà T -ãðóïïà P .
Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå T -ãðóïïû ïðè-
íàäëåæàò êëàññó C. Êëàññ X, ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå C, áóäåì íàçûâàòü
C-êëàññîì. Ïóñòü Ω � íåïóñòîé ïîäêëàññ êëàññà I, Ω′ = I\Ω è K(G) �
êëàññ âñåõ ïðîñòûõ T -ãðóïï, èçîìîðôíûõ êîìïîçèöèîííûì ôàêòîðàì
T -ãðóïïû G. Åñëè K(G) ⊆ Ω, òî G íàçûâàåòñÿ Ω-ãðóïïîé. Îáîçíà÷èì
÷åðåç CΩ � êëàññ âñåõ Ω-ãðóïï, ïðèíàäëåæàùèõ C.
Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî T -ãðóïï. Ãðóïïà, ïðèíàäëåæàùàÿ X,

íàçûâàåòñÿ X-ãðóïïîé; (X) îáîçíà÷àåò êëàññ T -ãðóïï, ïîðîæäåííûé X;
â ÷àñòíîñòè, (G) � êëàññ âñåõ T -ãðóïï, èçîìîðôíûõ T -ãðóïïå G; K(X) �
îáúåäèíåíèå êëàññîâ K(G) äëÿ âñåõ G ∈ X.
Ôîðìàöèåé èëè êîðàäèêàëüíûì êëàññîì íàçûâàåòñÿ êëàññ T -ãðóïï,

çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è êîíå÷íûõ ïîäïðÿìûõ
ïðîèçâåäåíèé [5, c. 12].
Êëàññ T -ãðóïï F íàçûâàåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà èëè ðàäèêàëüíûì

êëàññîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) åñëè G ∈ F è N ◁ G, òî N ∈ F;
2) åñëè N1 è N2 � èäåàëû â T -ãðóïïå G è N1, N2 ∈ F, òî N1 +N2 ∈ F.
Ïóñòü X � êëàññ Ôèòòèíãà T -ãðóïï. Ñóììà âñåõ X-èäåàëîâ T -ãðóïïû

G íàçûâàåòñÿ X-ðàäèêàëîì T -ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç GX.
Ïóñòü F � ôîðìàöèÿ T -ãðóïï è G � T -ãðóïïà. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ èäåà-

ëîâ T -ãðóïïûG, ôàêòîð-ãðóïïû ïî êîòîðûì ïðèíàäëåæàò F, íàçûâàåòñÿ
F-êîðàäèêàëîì T -ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç GF.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññ T -ãðóïï CΩ ÿâëÿåòñÿ ôîðìàöèåé Ôèò-

òèíãà.
Â äàëüíåéøåì áåç äîïîëíèòåëüíûõ ññûëîê áóäåì ïðèìåíÿòü, ñëåäóÿ [6],

îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è îòìå÷åííûå íèæå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèé
êëàññîâ ãðóïï. Ïóñòü X è Y � C-êëàññû T -ãðóïï. Òîãäà XY = (G : G
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èìååò èäåàë N ∈ X ñ G/N ∈ Y). Îòìåòèì, ÷òî åñëè {0} ∈ X, òî Y ⊆ XY.
Ïóñòü H � C-êëàññ T -ãðóïï è F � C-ôîðìàöèÿ. Òîãäà H◦F = (G : GF ∈ H)
íàçûâàåòñÿ ôîðìàöèîííûì ïðîèçâåäåíèåì êëàññîâ H è F. Îòìåòèì, ÷òî
åñëè {0} ∈ H, òî F ⊆ H ◦ F; åñëè SnH = H, òî H ◦ F = HF; åñëè M,H,F �
C-ôîðìàöèè, òî H ◦ F � C-ôîðìàöèÿ è (M ◦ H) ◦ F = M ◦ (H ◦ F).
Ïóñòü B � C-êëàññ Ôèòòèíãà. Òîãäà B ⋄ X = (G : G/GB ∈ X) íàçû-

âàåòñÿ ôèòòèíãîâûì ïðîèçâåäåíèåì êëàññîâ B è X. Îòìåòèì, ÷òî åñëè
{0} ∈ X, òî B ⊆ B ⋄ X; åñëè QX = X, òî B ⋄ X = BX; åñëè B,X,Y � C-
êëàññû Ôèòòèíãà, òîB⋄X � C-êëàññ Ôèòòèíãà è (B⋄X)⋄Y = B⋄(X⋄Y).
Ïðîèçâåäåíèÿ H ◦ F è B ⋄ X ââåäåíû Â. Ãàøþöîì â 1969 ãîäó.
Áóäåì ïîëàãàòü OΩ(G) = GCΩ , OΩ,Ω′

(G) = GCΩCΩ′ .
Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, áåç ññûëîê áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ëåãêî ïðî-

âåðÿåìûå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2. Ïóñòü G � C-ãðóïïà, H � T -ïîäãðóïïà â G è N ◁ G. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) OΩ(N) ⊆ N ∩OΩ(G);
2) åñëè G/N ∈ CΩ, òî O

Ω(G) = OΩ(N);
3) åñëè H ◁G è G = H +N , òî OΩ(G) = OΩ(H) +OΩ(N).
4) åñëè H,F � C-ôîðìàöèè, òî GH◦F = (GF)H.

3 Ωσ-ðàññëîåííûå êëàññû Ôèòòèíãà T -ãðóïï

Ïóñòü σ = {σi|i ∈ I} � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå êëàññà âñåõ ïðîñòûõ ìóëü-
òèîïåðàòîðíûõ T -ãðóïï I íà íåïóñòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä-
êëàññû σi, i ∈ I, ò.å. I = ∪i∈Iσi, σi ̸= ⊘ äëÿ ëþáîãî i ∈ I è σi ∩ σj = ⊘
äëÿ âñåõ i ̸= j. Ïóñòü Ω � íåïóñòîé êëàññ ïðîñòûõ ìóëüòèîïåðàòîðíûõ T -
ãðóïï òàêîé, ÷òî Ω ̸⊆ σi, ∀i ∈ I. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(G) = {σi|σi∩K(G) ̸=
⊘}, Ωσ = {Ω ∩ σi|Ω ∩ σi ̸= ⊘}, Ωσ(G) = {Ω ∩ σi|Ω ∩ σi ∩ K(G) ̸= ⊘},
Ωσ(F) = {Ωσ(G)|G ∈ F} äëÿ ëþáîãî êëàññà T -ãðóïï F.
Ñëåäóÿ ðàáîòàì [19, 20, 21], ïðèâåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáî-

çíà÷åíèÿ. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷å-
íèÿ íà èçîìîðôíûõ T -ãðóïïàõ èç èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ f : Ωσ ∪ {Ω′} → {êëàññû Ôèòòèíãà T -ãðóïï}, ãäå f(Ω′) ̸=

⊘, íàçûâàåòñÿ ΩσR-ôóíêöèåé; ôóíêöèÿ φ : Ωσ ∪ {Ω′} → {íåïóñòûå
ôîðìàöèè Ôèòòèíãà T -ãðóïï} íàçûâàåòñÿ ΩσFR-ôóíêöèåé; ôóíêöèÿ g:
σ → {êëàññû Ôèòòèíãà T -ãðóïï} íàçûâàåòñÿ σR-ôóíêöèåé; ôóíêöèÿ
ψ : σ → {íåïóñòûå ôîðìàöèè Ôèòòèíãà T -ãðóïï} íàçûâàåòñÿ σFR-
ôóíêöèåé.
×åðåç φ0 îáîçíà÷èì òàêóþ ΩσFR-ôóíêöèþ, ÷òî φ0(Ω

′) = CΩ è φ0(Ω∩
σi) = C(Ω∩σi)′ äëÿ ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ. ×åðåç ψ0 îáîçíà÷èì òàêóþ σFR-
ôóíêöèþ, ÷òî ψ0(σi) = Cσi′ äëÿ ëþáîãî σi ∈ σ.
Íà ìíîæåñòâå âñåõ ΩσR-ôóíêöèé è ΩσFR-ôóíêöèé (σR-ôóíêöèé è

σFR-ôóíêöèé) ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤. Äëÿ ëþáûõ
òàêèõ ôóíêöèé µ1 è µ2 ïîëàãàåì µ1 ≤ µ2, åñëè µ1(Ω

′) ⊆ µ2(Ω
′) è µ1(Ω ∩
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σi) ⊆ µ2(Ω ∩ σi) äëÿ ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ (µ1(σi) ⊆ µ2(σi) äëÿ ëþáîãî
σi ∈ σ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � ΩσR-ôóíêöèÿ, φ � ΩσFR-ôóíêöèÿ, φ0 ≤ φ, è
F = ΩσR(f, φ) = (G ∈ C : OΩ(G) ∈ f(Ω′) è Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ
Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G)). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ∈ F è N ◁ G. Ïîêàæåì, ÷òî N ∈ F. Òàê êàê
ïî ëåììå 2 ï. 1) OΩ(N) ⊆ OΩ(G), OΩ(G) ∈ f(Ω′) è êëàññ f(Ω′) ÿâëÿåòñÿ
êëàññîì Ôèòòèíãà, òî OΩ(N) ∈ f(Ω′).
Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(N). Òîãäà Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G) è ïî óñëîâèþ S =

Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω∩σi). Èç (N+S)/S◁G/S ∈ φ(Ω∩σi) è òîãî, ÷òî φ(Ω∩σi)
ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà ñëåäóåò, ÷òî N/N ∩ S ∈ φ(Ω ∩ σi). Ïîýòîìó
P = Nφ(Ω∩σi) ⊆ N ∩S. Òàê êàê P ◁S è êëàññ f(Ω∩σi) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì
Ôèòòèíãà, òî P ∈ f(Ω ∩ σi), è çíà÷èò, N ∈ F.
Ïóñòü G = H +K, H ◁ G, K ◁ G, H è K ïðèíàäëåæàò F. Ïîêàæåì,

÷òî G ∈ F. Òàê êàê ïî ëåììå 2 ï. 3) OΩ(G) = OΩ(H) +OΩ(K), OΩ(H) è
OΩ(K) ïðèíàäëåæàò êëàññó Ôèòòèíãà f(Ω′), òî OΩ(G) ∈ f(Ω′).
Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Òîãäà Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H) èëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ(K).

Îòñþäà X = Hφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) èëè Y = Kφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi).
Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H) è Ω ∩ σi ∈ Ωσ(K). Òîãäà X ∈ f(Ω ∩ σi) è Y ∈

f(Ω∩σi). Òàê êàê f(Ω∩σi) � êëàññ Ôèòòèíãà, òî D = X+Y ∈ f(Ω∩σi),
ïðè÷åì D ◁ G. Èç G = H +K ñëåäóåò, ÷òî G/D = (H + D)/D + (K +
D)/D. Ïî ìîäóëÿðíîìó òîæäåñòâó Äåäåêèíäà (H +D)/D ∼= H/H ∩D =
H/(X + (H ∩ Y )). Ïîñêîëüêó H/X ∈ φ(Ω ∩ σi) è φ(Ω ∩ σi) � ôîðìàöèÿ,
òî H/(X + (H ∩ Y )) ∼= (H/X)/((X + (H ∩ Y ))/X) ∈ φ(Ω ∩ σi), è çíà÷èò,
(H +D)/D ∈ φ(Ω ∩ σi). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (K +D)/D ∈
φ(Ω ∩ σi). Òàê êàê φ(Ω ∩ σi) � êëàññ Ôèòòèíãà, òî G/D = (H +D)/D +

(K +D)/D ∈ φ(Ω ∩ σi). Ñëåäîâàòåëüíî, Gφ(Ω∩σi) ⊆ D. Èç D ∈ f(Ω ∩ σi)
ïîëó÷èì, ÷òî Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi), è çíà÷èò, G ∈ F.
Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H) è Ω ∩ σi ̸∈ Ωσ(K) (ñëó÷àé Ω ∩ σi ̸∈ Ωσ(H) è

Ω ∩ σi ∈ Ωσ(K) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òîãäà X ∈ f(Ω ∩ σi) è K
ÿâëÿåòñÿ (Ω ∩ σi)

′-ãðóïïîé. Îòñþäà èç φ0 ≤ φ ñëåäóåò K ∈ C(Ω∩σi)′ =
φ0(Ω∩σi) ⊆ φ(Ω∩σi). Òàê êàê G = H+K, òî G/X = (H+X)/X+(K+
X)/X = H/X+(K+X)/X. Ïîñêîëüêó φ(Ω∩σi) � ôîðìàöèÿ Ôèòòèíãà,
òî (K + X)/X ∼= K/K ∩ X ∈ φ(Ω ∩ σi) è G/X ∈ φ(Ω ∩ σi). Ïîýòîìó
Gφ(Ω∩σi) ⊆ X. Òàê êàê X ∈ f(Ω ∩ σi) è f(Ω ∩ σi) � êëàññ Ôèòòèíãà, òî

Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ F.
Òàêèì îáðàçîì, F ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà. □

Â ñëó÷àå Ω = I èìååì

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü g � σR-ôóíêöèÿ, ψ � σFR-ôóíêöèÿ, ψ0 ≤ ψ, è
F = σR(g, ψ) = (G ∈ C : Gψ(σi) ∈ g(σi) äëÿ âñåõ σi ∈ σ(G)). Òîãäà F
ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèíãà.

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññ Ôèòòèíãà F íàçîâåì Ωσ-ðàññëîåííûì, åñëè
F = ΩσR(f, φ), ãäå f è φ � íåêîòîðûå ΩσR-ôóíêöèÿ è ΩσFR-ôóíêöèÿ
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ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü Ωσ-ñïóòíèêîì, à ôóíê-
öèþ φ � Ωσ-íàïðàâëåíèåì Ωσ-ðàññëîåííîãî êëàññà Ôèòòèíãà F.
Ïóñòü g � σR-ôóíêöèÿ, ψ � σFR-ôóíêöèÿ. Êëàññ Ôèòòèíãà F =

σR(g, ψ) íàçîâåì σ-ðàññëîåííûì, g áóäåì íàçûâàòü σ-ñïóòíèêîì, ψ �
σ-íàïðàâëåíèåì σ-ðàññëîåííîãî êëàññà Ôèòòèíãà F.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè σ = {(A)|A ∈ I}, òî Ωσ-ðàññëîåííûé êëàññ Ôèò-
òèíãà T -ãðóïï ïðåâðàùàåòñÿ â Ω-ðàññëîåííûé, îïðåäåëåííûé â ðàáî-
òå [19].
Íàïîìíèì, ÷òî T -ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîìîíîëèòè÷åñêîé, åñëè â G

èìååòñÿ òàêîé èäåàë M (êîìîíîëèò T -ãðóïïû G), ÷òî G/M � ïðîñòàÿ
T -ãðóïïà è N ⊆M äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî èäåàëà N T -ãðóïïû G.

Ëåììà 3. Ïóñòü M � íåïóñòîé C-êëàññ Ôèòòèíãà è Ωσ(M) = ⊘.
Òîãäà M = ΩσR(m,φ), ãäå m � ΩσR-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî m(Ω′) = M,
m(Ω ∩ σi) = ⊘ äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ è φ � ΩσFR-ôóíêöèÿ, φ0 ≤ φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M1 = ΩσR(m,φ), ãäå m è φ � èç çàêëþ÷åíèÿ
ëåììû. Ïîêàæåì, ÷òî M = M1.
Ïóñòü G ∈ M. Òîãäà Ωσ(G) = ⊘ è, çíà÷èò, G � Ω′-ãðóïïà. Ïîýòîìó

OΩ(G) = G ∈ M = m(Ω′) è èç Ωσ(G) = ⊘ ñëåäóåò, ÷òî Gφ(Ω∩σi) ∈
m(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Òàêèì îáðàçîì, G ∈ M1, è çíà÷èò,
M ⊆ M1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ⊂ M1 è H � T -ãðóïïà ñ íàèìåíüøåé äëèíîé

ãëàâíîãî ðÿäà èç M1\M. Òîãäà OΩ(H) ∈ m(Ω′) = M. Ñëåäîâàòåëüíî,
M ̸= ⊘ è H ̸= {0}. Ïóñòü M1 è M2 � ñîáñòâåííûå èäåàëû T -ãðóïïû
H òàêèå, ÷òî H = M1 + M2. Òàê êàê Mi ∈ M1, òî, â ñèëó âûáîðà
H, ïîëó÷èì, ÷òî Mi ∈ M, i = 1, 2, è çíà÷èò, H ∈ M; ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, H � êîìîíîëèòè÷åñêàÿ T -ãðóïïà ñ êîìîíîëèòîì M =
HM ∈ M. Ïîýòîìó OΩ(H) ⊆ M è H/M ∼= H/OΩ(H)/M/OΩ(H) ∈ CΩ.
Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H/M). Òîãäà Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H). Òàê êàê H ∈ M1, òî

Hφ(Ω∩σi) ∈ m(Ω ∩ σi) = ⊘; ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, M = M1. □

Ñëåäñòâèå 2. (1) C-êëàññ Ôèòòèíãà (0) T -ãðóïï ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ðàññëîåííûì
äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êëàññà Ω ⊆ I è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.
(2) C = ΩσR(f, φ), ãäå f � ΩσR-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f(Ω′) = C è

f(Ω ∩ σi) = C äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ, φ � ΩσFR-ôóíêöèÿ, φ0 ≤ φ.
(3) CΩ = ΩσR(f, φ), ãäå f � ΩσR-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f(Ω′) = (0) è

f(Ω ∩ σi) = CΩ äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ, φ � ΩσFR-ôóíêöèÿ, φ0 ≤ φ.
(4) CΩ′ ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ðàññëîåííûì êëàññîì Ôèòòèíãà äëÿ ëþáîãî íåïó-

ñòîãî êëàññà Ω ⊆ I è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü M = (0). Òàê êàê Ωσ(M) = ⊘, òî ïî ëåììå 3
(0) = ΩσR(m,φ), ãäå m(Ω′) = (0) è m(Ω ∩ σi) = ⊘ äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ,
φ0 ≤ φ.
(2) Ïóñòü M1 = ΩσR(f, φ), ãäå f è φ � ôóíêöèè èç çàêëþ÷åíèÿ óòâåð-

æäåíèÿ (2). Ïîêàæåì, ÷òî C = M1. Ïóñòü G ∈ C. Òàê êàê OΩ(G) ◁ G,

Gφ(Ω∩σi) ◁ G è C � êëàññ Ôèòòèíãà, òî OΩ(G) ∈ C = f(Ω′) è Gφ(Ω∩σi) ∈
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C = f(Ω∩σi) äëÿ âñåõ Ω∩σi ∈ Ωσ(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ M1 è, çíà÷èò,
C ⊆ M1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M1 ⊆ C. Òàêèì îáðàçîì, C = M1.
(3) Ïóñòü M1 = ΩσR(f, φ), ãäå f è φ � ôóíêöèè èç çàêëþ÷åíèÿ óòâåð-

æäåíèÿ (3). Ïîêàæåì, ÷òî CΩ = M1. Ïóñòü G ∈ CΩ. Òîãäà O
Ω(G) = {0} ∈

(0) = f(Ω′). Òàê êàê CΩ � êëàññ Ôèòòèíãà, òî Gφ(Ω∩σi) ∈ CΩ = f(Ω ∩ σi)
äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ M1 è, çíà÷èò, CΩ ⊆ M1.
Ïóñòü G ∈ M1. Òîãäà O

Ω(G) ∈ f(Ω′) = (0). Ïîýòîìó G ∈ CΩ è M1 ⊆
CΩ.
Òàêèì îáðàçîì, CΩ = M1.
(4) Òàê êàê Ωσ(CΩ′) = ⊘, òî ïî ëåììå 3 CΩ′ = ΩσR(m,φ), ãäå m(Ω′) =

CΩ′ è m(Ω ∩ σi) = ⊘ äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ, φ0 ≤ φ. □

Îïðåäåëåíèå 2. Êëàññ Ôèòòèíãà F = ΩσR(f, φ0) íàçûâàåòñÿ Ωσ-
ñâîáîäíûì èëè, êîðîòêî, ΩσFr-êëàññîì Ôèòòèíãà, è îáîçíà÷àåòñÿ F =
ΩσFrR(f) = (G ∈ C : OΩ(G) ∈ f(Ω′) è O(Ω∩σi)′(G) ∈ f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ
Ω∩σi ∈ Ωσ(G)), à f íàçûâàåòñÿ ΩσFr-ñïóòíèêîì êëàññà Ôèòòèíãà F.
Êëàññ Ôèòòèíãà F = σR(g, ψ0) íàçûâàåòñÿ σ-ñâîáîäíûì èëè, êîðîò-

êî, σFr-êëàññîì Ôèòòèíãà, è îáîçíà÷àåòñÿ F = σFrR(g) = (G ∈ C :

Oσi
′
(G) ∈ g(σi) äëÿ âñåõ σi ∈ σ(G)), à g íàçûâàåòñÿ σFr-ñïóòíèêîì

êëàññà Ôèòòèíãà F.

Ïóñòü X � C-êëàññ. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ C-êëàññîâ Ôèòòèíãà, ñîäåðæà-
ùèõ X, íàçûâàåòñÿ C-êëàññîì Ôèòòèíãà, ïîðîæäåííûì êëàññîì X, è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç fit(X).

Ëåììà 4. Ïóñòü F � íåïóñòîé íåíóëåâîé C-êëàññ Ôèòòèíãà è Ωσ =
Ωσ(F). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ñâîáîäíûì C-êëàññîì Ôèòòèíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � òàêàÿ ΩσR-ôóíêöèÿ, ÷òî f(Ω′) = F, f(Ω ∩
σi) = fit(O(Ω∩σi)′(G) : G ∈ F) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ, è F1 = ΩσFrR(f).
Ïîêàæåì, ÷òî F = F1.
Ïóñòü H ∈ F. Òàê êàê OΩ(H)◁H è F � êëàññ Ôèòòèíãà, òî OΩ(H) ∈

F = f(Ω′). Äàëåå, èç H ∈ F ñëåäóåò O(Ω∩σi)′(H) ∈ (O(Ω∩σi)′(G) : G ∈ F),

è çíà÷èò, O(Ω∩σi)′(H) ∈ fit(O(Ω∩σi)′(G) : G ∈ F) = f(Ω ∩ σi) äëÿ ëþáîãî
Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ ΩσFrR(f) = F1 è F ⊆ F1.
Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ F1 è K � T -ãðóïïà ñ íàèìåíüøåé äëèíîé ãëàâ-

íîãî ðÿäà èç F1\F. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3, íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî K � êîìîíîëèòè÷åñêàÿ T -ãðóïïà ñ êîìîíîëèòîì M = KF.
Òàê êàê K ∈ F1, òî O

Ω(K) ∈ f(Ω′) = F. Ïîýòîìó OΩ(K) ⊆ M , è çíà-
÷èò, K/M ∈ CΩ. Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(K/M) ⊆ Ωσ(K). Èç K ∈ F1 ïî

îïðåäåëåíèþ ΩσFrR(f) ïîëó÷èì, ÷òî O(Ω∩σi)′(K) ∈ f(Ω ∩ σi) ⊆ F. Èç

êîìîíîëèòè÷íîñòè T -ãðóïïû K ñëåäóåò, ÷òî O(Ω∩σi)′(K) ⊆M è K/M ∼=
K/O(Ω∩σi)′(K)/M/O(Ω∩σi)′(K) ∈ C(Ω∩σi)′ ; ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
F = F1. □
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Çàìå÷àíèå 2. Èç ëåìì 3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé íåïóñòîé C-êëàññ
Ôèòòèíãà ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ñâîáîäíûì äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî êëàññà ïðî-
ñòûõ T -ãðóïï Ω è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Ëåììà 5. Ïóñòü F = ΩσR(f, φ), φ0 ≤ φ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:
1) F = ΩσR(g, φ), ãäå g(Ω′) = f(Ω′)∩ F è g(Ω∩ σi) = f(Ω∩ σi)∩ F äëÿ

ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ;
2) F = ΩσR(h, φ), ãäå h(Ω′) = F è h(Ω ∩ σi) = f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ

Ω ∩ σi ∈ Ωσ;
3) åñëè Ωσ = Ωσ(F), òî F = (G ∈ C : OΩ(G) ∈ f(Ω′) è Gφ(Ω∩σi) ∈

f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü F1 = ΩσR(g, φ), ãäå g � ΩσR-ôóíêöèÿ èç
ïóíêòà 1) ëåììû. Òàê êàê g(Ω′) ⊆ f(Ω′) è g(Ω ∩ σi) ⊆ f(Ω ∩ σi) äëÿ
ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ, òî F1 ⊆ F.
Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà OΩ(G) ∈ f(Ω′) è Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) äëÿ ëþ-

áîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Ïîñêîëüêó êëàññ F ÿâëÿåòñÿ êëàññîì Ôèòòèí-

ãà, òî {OΩ(G), Gφ(Ω∩σi)} ⊆ F è çíà÷èò, OΩ(G) ∈ f(Ω′) ∩ F = g(Ω′) è

Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) ∩ F = g(Ω ∩ σi) äëÿ ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Ñëåäî-
âàòåëüíî, G ∈ F1 è F ⊆ F1.
Òàêèì îáðàçîì, F = F1.
2) Ïóñòü h � ΩσR-ôóíêöèÿ, îïèñàííàÿ â ïóíêòå 2) ëåììû, è H =

ΩσR(h, φ). Ïîêàæåì, ÷òî F = H.
Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà OΩ(G) ∈ F = h(Ω′) è äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G)

èìååì Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) = h(Ω ∩ σi). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ H è F ⊆ H.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ⊂ H è B � T -ãðóïïà ñ íàèìåíüøåé äëèíîé ãëàâ-

íîãî ðÿäà èç H\F. Òîãäà T -ãðóïïà B ÿâëÿåòñÿ êîìîíîëèòè÷åñêîé ñ êî-
ìîíîëèòîì M = BF. Ïîñêîëüêó B ∈ H, òî OΩ(B) ∈ h(Ω′) = F, è çíà÷èò,
OΩ(B) ⊆ M . Òîãäà B/M ∼= B/OΩ(B)/M/OΩ(B) ∈ CΩ è ïî ëåììå 2
ï. 2) OΩ(B) = OΩ(M). Òàê êàê M ∈ F, òî OΩ(M) ∈ f(Ω′), è çíà÷èò,

OΩ(B) ∈ f(Ω′). Äàëåå, B ∈ H âëå÷åò Bφ(Ω∩σi) ∈ h(Ω∩σi) = f(Ω∩σi) äëÿ
ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ(B). Òàêèì îáðàçîì, B ∈ F; ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, F = H.
3) Ïóñòü F2 = (G ∈ C : OΩ(G) ∈ f(Ω′) è Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ

Ω ∩ σi ∈ Ωσ). Ïîêàæåì, ÷òî F = F2.

Ïóñòü G ∈ F. Åñëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G), òî Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) ïî îïðåäå-
ëåíèþ êëàññà F = ΩσR(f, φ). Ïóñòü Ω∩ σi ∈ Ωσ\Ωσ(G) = Ωσ(F)\Ωσ(G).
Òàê êàê Ω ∩ σi ⊆ Ωσ(F), òî íàéäåòñÿ òàêàÿ T -ãðóïïà L ∈ F, ÷òî Ω ∩ σi ∈
Ωσ(L). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Lφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω∩σi), è çíà÷èò, f(Ω∩σi) ̸= ⊘.
Ïîñêîëüêó Ω ∩ σi ̸∈ Ωσ(G), òî G ∈ C(Ω∩σi)′ = φ0(Ω ∩ σi) ⊆ φ(Ω ∩ σi) è
ïîýòîìó Gφ(Ω∩σi) = {0} ∈ f(Ω∩ σi). Òàêèì îáðàçîì, Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω∩ σi)
äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ è F ⊆ F2.
Âêëþ÷åíèå F2 ⊆ F î÷åâèäíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, F = F2. □
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Îïðåäåëåíèå 3. Ωσ-ñïóòíèê f êëàññà Ôèòòèíãà F = ΩσR(f, φ) íàçû-
âàåòñÿ âíóòðåííèì, åñëè f(Ω′) ⊆ F è f(Ω∩σi) ⊆ F äëÿ âñåõ Ω∩σi ∈ Ωσ.

Çàìå÷àíèå 3. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé Ωσ-ðàññëîåííûé
êëàññ Ôèòòèíãà îáëàäàåò âíóòðåííèì Ωσ-ñïóòíèêîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � Ωσ-ðàññëîåííûé C-êëàññ Ôèòòèíãà ñ Ωσ-ñïóòíèêîì
f è Ωσ-íàïðàâëåíèåì φ, φ0 ≤ φ, è Ωσ = Ωσ(F). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ σ-
ðàññëîåííûì C-êëàññîì Ôèòòèíãà ñ σ-ñïóòíèêîì g è σ-íàïðàâëåíèåì
ψ äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = ΩσR(f, φ) = (G ∈ C : OΩ(G) ∈ f(Ω′) è

Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G)). Â ââèäó ëåììû 5 ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî f(Ω′) = F.
Ðàññìîòðèì σR-ôóíêöèþ g òàêóþ, ÷òî g(σi) = f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ

σi ∈ ∆ = {σj |Ω ∩ σj ∈ Ωσ} è g(σi) = F äëÿ âñåõ σi ∈ I\(∪σj |σj ∈ ∆);
è σFR-ôóíêöèþ ψ òàêóþ, ÷òî ψ(σi) = φ(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ σi ∈ ∆ è
ψ(σi) = CΩ äëÿ âñåõ σi ∈ I\(∪σj |σj ∈ ∆). Ïóñòü F1 = σR(g, ψ). Ïîêàæåì,
÷òî F = F1.
Ïóñòü G ∈ F è σi ∈ σ(G). Äîïóñòèì, σi ∈ ∆. Åñëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G),

òî Gψ(σi) = Gφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) = g(σi). Åñëè Ω ∩ σi ̸∈ Ωσ(G), òî G ∈
C(Ω∩σi)′ = φ0(Ω∩σi) ⊆ φ(Ω∩σi). Èç Ωσ = Ωσ(F) êàê è â ëåììå 5 ñëåäóåò

f(Ω ∩ σi) ̸= ⊘. Ïîýòîìó Gψ(σi) = Gφ(Ω∩σi) = {0} ∈ f(Ω ∩ σi) = g(σi).

Ïóñòü σi ∈ I\(∪σj |σj ∈ ∆), òîãäà Gψ(σi) = OΩ(G) ∈ f(Ω′) = F = g(σi).
Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ σR(g, ψ) = F1 è F ⊆ F1.
Ïóñòü G ∈ F1 è σi ∈ σ(G). Äëÿ âñåõ Ω∩σi ∈ Ωσ(G) ⊆ Ωσ èìååì σi ∈ ∆.

ÏîýòîìóGφ(Ω∩σi) = Gψ(σi) ∈ g(σi) = f(Ω∩σi). Ïóñòü σi ∈ I\(∪σj |σj ∈ ∆).

Òîãäà G/Gψ(σi) ∈ ψ(σi) = CΩ è OΩ(G) ⊆ Gψ(σi). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

G/OΩ(G) ∈ CΩ = ψ(σi) è Gψ(σi) ⊆ OΩ(G). Ïîýòîìó OΩ(G) = Gψ(σi) è

OΩ(G) = Gψ(σi) ∈ g(σi) = F = f(Ω′). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ ΩσR(f, φ) = F
è F1 ⊆ F.
Òàêèì îáðàçîì, F = F1. □

Îïðåäåëåíèå 4. Êëàññ Ôèòòèíãà F = ΩσR(f, φ) íàçûâàåòñÿ Ωσ-
êàíîíè÷åñêèì èëè, êîðîòêî, ΩσK-êëàññîì Ôèòòèíãà, åñëè φ(Ω′) = CΩ

è φ(Ω ∩ σi) = CΩ∩σiC(Ω∩σi)′ äëÿ ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ, è îáîçíà÷àåòñÿ

F = ΩσKR(f) = (G ∈ C : OΩ(G) ∈ f(Ω′) è OΩ∩σi,(Ω∩σi)′(G) ∈ f(Ω ∩ σi)
äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G)), ΩσR-ôóíêöèþ f íàçîâåì ΩσK-ñïóòíèêîì
êëàññà Ôèòòèíãà F. Îáîçíà÷èì Ωσ-íàïðàâëåíèå ΩσK-êëàññîì Ôèò-
òèíãà F ÷åðåç φ1.
Êëàññ Ôèòòèíãà F = σR(g, ψ) íàçûâàåòñÿ σ-êàíîíè÷åñêèì èëè, êî-

ðîòêî, σK-êëàññîì Ôèòòèíãà, åñëè ψ(σi) = CσiCσi′ äëÿ ëþáîãî σi ∈ σ,

è îáîçíà÷àåòñÿ F = σKR(g) = (G ∈ C : Oσi,σi
′
(G) ∈ g(σi) äëÿ âñåõ

σi ∈ σ(G)), σR-ôóíêöèþ g íàçîâåì σK-ñïóòíèêîì êëàññà Ôèòòèíãà F.
Îáîçíà÷èì σ-íàïðàâëåíèå σK-êëàññîì Ôèòòèíãà F ÷åðåç ψ1.
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Òàê êàê φ0 ≤ φ0 è φ0 ≤ φ1, òî ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü F � Ωσ-ñâîáîäíûé C-êëàññ Ôèòòèíãà ñ ΩσFr-
ñïóòíèêîì f è Ωσ = Ωσ(F). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ σ-ñâîáîäíûì C-êëàññîì
Ôèòòèíãà ñ σFR-ñïóòíèêîì g äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü F � Ωσ-êàíîíè÷åñêèé C-êëàññ Ôèòòèíãà ñ ΩσK-
ñïóòíèêîì f è Ωσ = Ωσ(F). Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ σ-êàíîíè÷åñêèì C-êëàññîì
Ôèòòèíãà ñ σK-ñïóòíèêîì g äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Îïðåäåëåíèå 5. σ-íàïðàâëåíèå ψ σ-ðàññëîåííîãî êëàññà Ôèòòèíãà íà-
çîâåì ïðàâèëüíûì, åñëè ψ(σi) = ψ(σi)Cσi′ äëÿ ëþáîãî σi ∈ σ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F � σ-ðàññëîåííûé C-êëàññ Ôèòòèíãà ñ σ-ñïóòíèêîì
g è ïðàâèëüíûì σ-íàïðàâëåíèåì ψ. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ðàññëîåííûì
C-êëàññîì Ôèòòèíãà ñ Ωσ-ñïóòíèêîì f è Ωσ-íàïðàâëåíèåì φ äëÿ ëþ-
áîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ I è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = σR(g, ψ) � σ-ðàññëîåííûé C-êëàññ Ôèòòèí-
ãà ñ ïðàâèëüíûì σ-íàïðàâëåíèåì ψ. Ðàññìîòðèì ΩσR-ôóíêöèþ f òàêóþ,
÷òî f(Ω′) = F, f(Ω∩σi) = g(σi) äëÿ ëþáîãî Ω∩σi ∈ Ωσ; ΩσFR-ôóíêöèþ
φ òàêóþ, ÷òî φ(Ω′) = CΩ, φ(Ω ∩ σi) = ψ(σi) äëÿ ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ.
Ïóñòü H = ΩσR(f, φ). Ïîêàæåì, ÷òî F = H.
Ïóñòü G ∈ F. Òîãäà OΩ(G) ∈ F = f(Ω′). Äëÿ âñåõ Ω∩σi ∈ Ωσ(G) ⊆ Ωσ

èìååì σi ∈ σ(G). Òàê êàê G ∈ F, òî Gφ(Ω∩σi) = Gψ(σi) ∈ g(σi) = f(Ω∩σi).
Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà H ïîëó÷èì, ÷òî G ∈ H è, çíà÷èò, F ⊆ H.
Äîïóñòèì, ÷òî F ⊂ H è H � T -ãðóïïà ñ íàèìåíüøåé äëèíîé ãëàâ-

íîãî ðÿäà èç H\F. Òîãäà H � êîìîíîëèòè÷åñêàÿ T -ãðóïïà ñ êîìîíîëè-
òîì M = HF. Òàê êàê OΩ(H) ∈ f(Ω′) = F, òî OΩ(H) ⊆ M è H/M ∼=
H/OΩ(H)/M/OΩ(H) ∈ CΩ. Òîãäà äëÿ âñåõ σi ∈ σ(H/M) èìååì Ω ∩ σi ∈
Ωσ(H/M) ⊆ Ωσ(H) ⊆ Ωσ. Òàê êàê H ∈ H, òî Hψ(σi) = Hφ(Ω∩σi) ∈
f(Ω ∩ σi) = g(σi). Ïóñòü σi ∈ σ(H)\σ(H/M). Òîãäà H/M ∈ Cσi′ . Îòñþäà

èç M/Mψ(σi) ∈ ψ(σi) è H/M ∼= H/Mψ(σi)/M/Mψ(σi) ñëåäóåò H/Mψ(σi) ∈
ψ(σi)Cσi′ = ψ(σi). Òàêèì îáðàçîì, H/Mψ(σi) ∈ ψ(σi) è H

ψ(σi) ⊆ Mψ(σi).

Òàê êàê M ∈ F, òî Mψ(σi) ∈ g(σi) è, çíà÷èò, H
ψ(σi) ∈ g(σi). Òàêèì îáðà-

çîì, Hψ(σi) ∈ g(σi) äëÿ âñåõ σi ∈ σ(H). Ñëåäîâàòåëüíî, H ∈ F.
Òàêèì îáðàçîì, F = H. □

Òàê êàê íàïðàâëåíèÿ ψ0 σFr-êëàññà Ôèòòèíãà è ψ1 σK-êëàññà Ôèò-
òèíãà ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü F � σ-ñâîáîäíûé C-êëàññ Ôèòòèíãà ñ σ-ñïóòíèêîì
g. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ñâîáîäíûì C-êëàññîì Ôèòòèíãà ñ Ωσ-ñïóòíèêîì
f äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ I è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü F � σ-êàíîíè÷åñêèé C-êëàññ Ôèòòèíãà ñ σ-ñïóòíèêîì
g. Òîãäà F ÿâëÿåòñÿ Ωσ-êàíîíè÷åñêèì C-êëàññîì Ôèòòèíãà ñ Ωσ-ñïóòíèêîì
f äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ I è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ.
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4 Ìèíèìàëüíûå ñïóòíèêè

Ωσ-ðàññëîåííûõ êëàññîâ Ôèòòèíãà T -ãðóïï

Òàê êàê âñÿêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ΩσR-ôóíêöèé (σR-ôóíêöèé) ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ñ îòíîøåíèåì ≤, òî èìååò ñìûñë ãîâî-
ðèòü î åãî ìèíèìàëüíîì ýëåìåíòå.
Ïóñòü {fj |j ∈ I} � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ΩσR-ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ∩j∈Jfj òàêóþ ΩσR-ôóíêöèþ f , ÷òî f(Ω′) = ∩j∈Jfj(Ω′) è f(Ω∩σi) =
∩j∈Jfj(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ.

Ëåììà 6. Ïóñòü φ � ïðîèçâîëüíàÿ ΩσFR-ôóíêöèÿ, F = ∩j∈JFj, ãäå
Fj = ΩσR(fj , φ), j ∈ J . Òîãäà F = ΩσR(f, φ), ãäå f = ∩j∈Jfj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = ΩσR(f, φ). Ïîêàæåì, ÷òî F = H.
Ïóñòü G ∈ F, òîãäà G ∈ Fj äëÿ ëþáîãî j ∈ J . Çíà÷èò, OΩ(G) ∈ fj(Ω

′)

è Gφ(Ω∩σi) ∈ fj(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G) è j ∈ J . Ïîýòîìó

OΩ(G) ∈ ∩j∈Jfj(Ω′) = f(Ω′) è Gφ(Ω∩σi) ∈ ∩j∈Jfj(Ω ∩ σi) = f(Ω ∩ σi) äëÿ
âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Ñëåäîâàòåëüíî, G ∈ H è F ⊆ H.

Ïóñòü B ∈ H. Òîãäà OΩ(B) ∈ f(Ω′) = ∩j∈Jfj(Ω′) è Bφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩
σi) = ∩j∈Jfj(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(B). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

OΩ(B) ∈ fj(Ω
′) è Bφ(Ω∩σi) ∈ fj(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(B) è j ∈ J .

Ïîýòîìó B ∈ Fj , j ∈ J , è çíà÷èò, B ∈ ∩j∈JFj = F. Ñëåäîâàòåëüíî, H ⊆ F.
Òàêèì îáðàçîì, F = H. □

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî è äëÿ σ-ðàññëîåííûõ C-êëàññîâ Ôèòòèíãà
ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ëåììå 6.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü {fj |j ∈ I} � ìíîæåñòâî âñåõ Ωσ-ñïóòíèêîâ
Ωσ-ðàññëîåííîãî êëàññà Ôèòòèíãà F. Ωσ-ñïóòíèê f êëàññà Ôèòòèí-
ãà F íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì Ωσ-ñïóòíèêîì, åñëè f ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà {fj |j ∈ I}.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûé σ-ñïóòíèê σ-ðàññëîåííîãî C-
êëàññà Ôèòòèíãà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩσR(X, φ) ïåðåñå÷åíèå âñåõ Ωσ-ðàññëîåííûõ C-êëàññîâ

Ôèòòèíãà ñ Ωσ-íàïðàâëåíèåì φ, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî C-ãðóïï X.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ T -ãðóïï. Òîãäà Ωσ-ðàññëîåííûé
C-êëàññ Ôèòòèíãà F = ΩσR(X, φ) ñ íàïðàâëåíèåì φ, ãäå φ0 ≤ φ, îáëà-
äàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì Ωσ-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = fit(OΩ(G) : G ∈ X),

f(Ω ∩ σi) = fit(Gφ(Ω∩σi) : G ∈ X) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(X)
è f(Ω ∩ σi) = ⊘, åñëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ\Ωσ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ Ωσ-ðàññëîåííûì
êëàññîì Ôèòòèíãà ñ Ωσ-íàïðàâëåíèåì φ, ãäå φ0 ≤ φ. Êðîìå òîãî, X ⊆ C
è, çíà÷èò, C-êëàññ Ôèòòèíãà F = ΩσR(X, φ) ñóùåñòâóåò, è ìíîæåñòâî L
âñåõ Ωσ-ñïóòíèêîâ C-êëàññà Ôèòòèíãà F íåïóñòî.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç f1 ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ èç L. Ïî ëåììå 6 F =
ΩσR(f1, φ). Òàê êàê f1 ≤ fi äëÿ ëþáîãî fi ∈ L, òî f1 � åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé Ωσ-ñïóòíèê êëàññà Ôèòòèíãà F. Ïóñòü f � ΩσR-ôóíêöèÿ,
îïèñàííàÿ â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî f = f1.
Ïóñòü M ∈ X, òîãäà OΩ(M) ∈ f(Ω′) è èç Ωσ(M) ⊆ Ωσ(X) ñëåäóåò, ÷òî

Mφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(M). Ïóñòü H = ΩσR(f, φ).
Òîãäà M ∈ H è X ⊆ H. Ñëåäîâàòåëüíî, F = ΩσR(X, φ) ⊆ H.
Ïîêàæåì, ÷òî H ⊆ F. Åñëè G ∈ X, òî èç X ⊆ F èìååì G ∈ F =

ΩσR(f1, φ) è, çíà÷èò, O
Ω(G) ∈ f1(Ω

′). Òàê êàê f1(Ω
′) � êëàññ Ôèòòèíãà,

òî f(Ω′) = fit(OΩ(G) : G ∈ X) ⊆ f1(Ω
′). Ïóñòü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(X). Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêàÿ T -ãðóïïà H ∈ X ⊆ F, ÷òî Ω ∩ σi ∈ Ωσ(H). Èç ðàâåíñòâà

F = ΩσR(f1, φ), ñëåäóåò, ÷òî H
φ(Ω∩σi) ∈ f1(Ω∩ σi). Ïîýòîìó f1(Ω∩ σi) ̸=

⊘. Ïóñòü G ∈ X. Åñëè Ω∩σi ∈ Ωσ(G), òî èç G ∈ F = ΩσR(f1, φ) ïîëó÷àåì

Gφ(Ω∩σi) ∈ f1(Ω ∩ σi). Ïóñòü òåïåðü Ω ∩ σi ∈ Ωσ(X) \ Ωσ(G). Òîãäà G ∈
CΩ∩σ′

i
= φ0(Ω ∩ σi) ⊆ φ(Ω ∩ σi) è, çíà÷èò, Gφ(Ω∩σi) = {0} ∈ f1(Ω ∩ σi).

Òàê êàê f1(Ω ∩ σi) � êëàññ Ôèòòèíãà, òî f(Ω ∩ σi) = fit(Gφ(Ω∩σi) : G ∈
X) ⊆ f1(Ω∩ σi). Åñëè Ω∩ σi ∈ Ωσ \Ωσ(X), òî f(Ω∩ σi) = ⊘ ⊆ f1(Ω∩ σi).
Ñëåäîâàòåëüíî, f ≤ f1.
Ïóñòü S ∈ H. Òîãäà OΩ(S) ∈ f(Ω′) ⊆ f1(Ω

′) è Sφ(Ω∩σi) ∈ f(Ω ∩ σi) ⊆
f1(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(S). Çíà÷èò, S ∈ F è H ⊆ F.
Èç F ⊆ H è H ⊆ F ñëåäóåò, ÷òî F = H. Ïîýòîìó, F = ΩσR(f, φ), è

çíà÷èò, f ∈ L. Òàê êàê f1 � åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â L, òî
èç f ≤ f1 ñëåäóåò f = f1. □

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü fi � ìèíèìàëüíûé Ωσ-ñïóòíèê Ωσ-ðàññëîåííîãî
C-êëàññà Ôèòòèíãà Fi ñ Ωσ-íàïðàâëåíèåì φ, ãäå φ0 ≤ φ, i = 1, 2. Òîãäà
è òîëüêî òîãäà F1 ⊆ F2, êîãäà f1 ≤ f2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F1 ⊆ F2. Ïîêàæåì, ÷òî f1 ≤ f2.
Òàê êàê F1 = ΩσR(F1, φ) è F2 = ΩσR(F2, φ), òî ïî òåîðåìå 4

f1(Ω
′) = fit(OΩ(G) : G ∈ F1) ⊆ fit(OΩ(G) : G ∈ F2) = f2(Ω

′),

f1(Ω ∩ σi) = fit(Gφ(Ω∩σi) : G ∈ F1) ⊆ fit(Gφ(Ω∩σi) : G ∈ F2) = f2(Ω ∩ σi)
äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(F1) ⊆ Ωσ(F2)

è f1(Ω ∩ σi) = ⊘ ⊆ f2(Ω ∩ σi), åñëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ\Ωσ(F1).
Ñëåäîâàòåëüíî, f1 ≤ f2.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f1 ≤ f2. Òîãäà f1(Ω

′) ⊆ f2(Ω
′) è f1(Ω ∩ σi) ⊆

f2(Ω ∩ σi) äëÿ ëþáîãî Ω ∩ σi ∈ Ωσ.

ÏóñòüG ∈ F1 = ΩσR(f1, φ), òîãäàO
Ω(G) ∈ f1(Ω

′) ⊆ f2(Ω
′) èGφ(Ω∩σi) ∈

f1(Ω ∩ σi) ⊆ f2(Ω ∩ σi) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(G). Ïîýòîìó G ∈ F2 =
ΩσR(f2, φ). Ñëåäîâàòåëüíî, F1 ⊆ F2. □

Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ T -ãðóïï. Òîãäà Ωσ-ñâîáîäíûé
C-êëàññ Ôèòòèíãà F = ΩσFrR(X) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëü-
íûì ΩσFr-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = fit(OΩ(G) : G ∈ X),
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f(Ω ∩ σi) = fit(O(Ω∩σi)′(G) : G ∈ X) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(X)
è f(Ω ∩ σi) = ⊘, åñëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ\Ωσ(X).

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü X � íåïóñòîé êëàññ T -ãðóïï. Òîãäà Ωσ-êàíîíè÷åñêèé
C-êëàññ Ôèòòèíãà F = ΩσKR(X) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëü-
íûì ΩσK-ñïóòíèêîì f òàêèì, ÷òî

f(Ω′) = fit(OΩ(G) : G ∈ X),

f(Ω ∩ σi) = fit(OΩ∩σi,(Ω∩σi)′(G) : G ∈ X) äëÿ âñåõ Ω ∩ σi ∈ Ωσ(X)
è f(Ω ∩ σi) = ⊘, åñëè Ω ∩ σi ∈ Ωσ\Ωσ(X).
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