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1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïî âîçìóùåíûì íàáëþäå-
íèÿì âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé (çàäà÷à Ïðîíè) èçâåñòíà óæå áîëåå äâóõ-
ñîò ëåò [1, 2]. Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ ïî-ðàçíîìó ó÷èòûâàþò
àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ âîçìóùåíèé.
Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèÿ âìåñòå ñî ñëó÷àéíû-

ìè àääèòèâíûìè øóìàìè ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå äåòåðìèíèðîâàííûå ñî-
ñòàâëÿþùèå èç çàäàííîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ìíîãîîáðàçèå
ìîæåò áûòü îïèñàíî 1) íàáîðîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ èëè 2) ñèñòåìîé ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ àâòîíîìíûå ðàçíîñòíûå óðàâ-
íåíèÿ. Òîãäà âîçìóùåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðèðîâàííûìè [3, ðàçäåë
2.1.1] è, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè, ê êîòîðûì îòíîñÿò-
ñÿ ãàðìîíè÷åñêèå, ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè, ìíîãî÷ëåíû è èõ ïðîèç-
âåäåíèÿ. Ýòîò âòîðîé ñëó÷àé èçó÷åí ñðàâíèòåëüíî ïîëíî; ïðåäëîæåíû
àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè âîçìóùåíèé è èäåíòèôèêàöèè èõ óðàâíåíèé [4,
ðàçäåëû 4, 6, 14], [5, ðàçäåë 5], â òîì ÷èñëå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äëÿ
íåâîçìóùåííûõ íàáëþäåíèé [6, 7].
Â îòëè÷èå îò ðàáîò [6, 7], çäåñü íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé ìíîãîîá-

ðàçèé âîçìóùåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ íå ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
à ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ, â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñòóïåí-
÷àòûõ, èìïóëüñíûõ, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè è ò. ï. ôóíêöèé.
Èçâåñòíî [8, 9], ÷òî â çàäà÷àõ òèïà Ïðîíè áåç äåòåðìèíèðîâàííûõ ñî-

ñòàâëÿþùèõ [1, 2, 10], [11, ãëàâà 11] ñòàòèñòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíûå ðåøå-
íèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ âàðèàöèîííûìè (ïðîåêòèâíûìè) öåëåâûìè ôóíêöè-
ÿìè [10, 12]. Â ñòàòüå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äîáàâëåíèå äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ àääèòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ê íàáëþäåíèÿì ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ïðî-
åêòèâíîñòè; êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
ïðèìåíèòü èçâåñòíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû íà îñíîâå íåëèíåéíûõ
îáðàòíûõ èòåðàöèé [13, 14, 15, 16].
Â ïåðâîì ðàçäåëå ñòàâèòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îáúåê-

òà è âîçìóùåíèé ñ âàðèàöèîííîé öåëåâîé ôóíêöèåé; âî âòîðîì ðàçäå-
ëå äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ïðîåêòèâíîñòè è äàåòñÿ îïèñàíèå ìíîæåñòâà
âñåõ ¾èñòèííûõ¿ íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè
ïî ïàðàìåòðàì ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå íóëåâîå çíà÷åíèå. Â
òðåòüåì ðàçäåëå äàþòñÿ óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ ïî
¾èñòèííûì¿ (íàèëó÷øèì âîçìîæíûì) íàáëþäåíèÿì.
Äëèííûå äîêàçàòåëüñòâà âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îáúåêò, îïèñûâàåìûé ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

xk+n+αn−1xk+n−1+ · · ·+α0xk = βnuk+n+ · · ·+β0uk, k = 1, N − n. (1)
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Çäåñü uk, xk ∈ R � îòñ÷åòû ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, αi, βj ∈ R � ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ïî íàáëþäåíèÿì

x̌k
.
= xk + sxk + ηxk , ǔk

.
= uk + suk + ηuk , k = 1, N − n.

Èçâåñòíî, ÷òî ηx,uk ∈ R � ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ðàñïðåäåëåííûå îäèíàêîâî
è íåçàâèñèìî ìåæäó ñîáîé è äëÿ ðàçíûõ k, ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì Mηx,uk = 0, äèñïåðñèåé Mηx,uk = σ è îãðàíè÷åííûì íîñèòå-

ëåì ðàñïðåäåëåíèÿ, äèàìåòð êîòîðîãî ïðè σ → 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ 1

∼ O(σ), sx,uk ∈ R � äåòåðìèíèðîâàííûå âîçìóùåíèÿ2.
Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ìèíèìàëüíî-ôàçîâîñòè, óïðàâëÿåìîñòè [4] íà

ñèñòåìó (1) íå íàëàãàþòñÿ, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü
èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ 1, N .
Îïðåäåëèì â R2N âåêòîðû èç îòñ÷åòîâ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé3

z
.
=

[
u1, . . . , uN , x1, . . . , xN

]
,

s
.
=

[
su1 , . . . , suN , sx1 , . . . , sxN

]
, (2)

η
.
=

[
ηu1 , . . . , ηuN , ηx1 , . . . , ηxN

]
è çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) â ìàòðè÷íîì âèäå:

Gz = 0, (3)

G
.
=

[
B0 B1 A0 A1

]
∈ R(N−n)×2N , (4)

−
[
B0 B1

] .
=



β0 . . . βn−1 βn 0
. . .

...
...

. . .

β0
...

. . .

β0
. . .

. . .
. . .

0 . . . 0 0 β0 . . . . . . βn


,

[
A0 A1

] .
=



α0 . . . αn−1 1 0
. . .

... αn−1 1

α0

...
. . .

. . .

α0
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 0 α0 . . . αn−1 1


.

1Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ðàçëîæåíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä
ïî ìàëûì σ.

2Ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû âèäà (1) ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ðàäè óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.

3Èñïîëüçóåì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ MATLAB:
[
A B

] .
= [A,B], [ AB ]

.
= [A;B].
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Îïðåäåëèì âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1)

γ
.
= [−β0; . . . ;−βn;α0; . . . ;αn−1; 1]

.
= [−β;α] .= [θ; 1] , (5)

è íàçîâåì θ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð äåòåðìèíèðîâàííûõ âîçìóùåíèé s

(2) ëåæèò â ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè ñ èçâåñòíûì áàçèñîì S:

s = Sπ,

ãäå S ∈ R2N×q � ìàòðèöà ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè, π ∈ Rq �
ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ âåêòîð êîîðäèíàò. Íà ìàòðèöó S íàëàãàåòñÿ
îãðàíè÷åíèå

imS ∩ kerG = 0, (6)

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âîçìóùåíèÿ s íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
(3).
Âàðèàöèîííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñîñòîÿòåëüíîé èäåíòèôèêàöèè

[8] êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä [10]

J = (ž − z − Sπ)T (ž − z − Sπ) → min
π,z,θ:Gθz=0

. (7)

Ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ñõîäÿùèéñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ θ̂, êîîðäèíàò π̂ è ñèãíàëà ẑ, ëåæà-
ùèõ â çàäàííîé ìàëîé îêðåñòíîñòè E ⊂ R2N+q+2n+1 (diamE −→

σ→0
0)

òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè (7).

3 Ñâîéñòâà öåëåâîé ôóíêöèè

Îáîçíà÷èì V ⊂ RM îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà V ⊂ RM : V ⊥ V , V + V = RM .
Ïóñòü A (¾îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå A¿) îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ñ ÷èñ-

ëîì ñòðîê M , ðàâíûì ÷èñëó ñòðîê â ìàòðèöå A, è ñî ñâîéñòâàìè

imA+ imA = RM , A
T
A = 0. (8)

Äîïîëíåíèå A îïðåäåëåíî íåîäíîçíà÷íî. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî îíî ìèíèìàëüíî ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ. Ñèñòåìà ñòîëáöîâ ñîñòàâíîé
ìàòðèöû

[
A,A

]
ñîäåðæèò áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà RM . Åñëè ñòîëáöû

A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî A = A. Ñîãëàñíî (8),

imA = imA, kerA
T
= imA. (9)

Îáîçíà÷èìH ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ìíîãîîáðàçèÿ
ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1), (3). Âåðíû ðàâåíñòâà

imH = kerG, GT = H.

Óñëîâèå (6) ðàâíîñèëüíî íóëåâîìó ïåðåñå÷åíèþ

imS ∩ imH = 0. (10)
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Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íûõ θ, π ìèíèìóì J (7) ïî ïåðåìåííûì z äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

ẑ = (I −Π) (ž − Sπ) , (11)

Π
.
= GTCG, C

.
= (GGT)−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òîΠ åñòü ìàòðèöà îðòîãîíàëü-
íîãî ïðîåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî imGT = imH, òîãäà I−Π åñòü ïðî-
åêòîð íà imH, ò. å. íà ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâ-
íåíèé Gz = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, (I −Π) (ž − Sπ) åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà J ïî z ïðè ôèêñèðîâàííûõ θ, π. □

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå z = ẑ(θ, π) (11) â âûðàæåíèå äëÿ öåëåâîé ôóíê-

öèè (7) è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîåêòîðîâ Π = Π2, (I −Π) = (I −Π)2,
ïîëó÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ïåðåìåííûõ θ, π:

J(θ, π) = (ž − Sπ)TΠ (ž − Sπ) =

=
(
Πž − S̃π

)T (
Πž − S̃π

)
, S̃

.
= ΠS. (12)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ π̂.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííîé θ è îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ z = ẑ (11) ìèíèìóì J (7) ïî ïåðå-
ìåííûì π äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

π̂ =
(
S̃TS̃

)−1
S̃TΠž. (13)

Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ìàòðèöû â (13) ãàðàíòèðîâàíî ñëåäóþùèì óòâåð-
æäåíèåì.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñòîëáöû S ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ñòðîêè G ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, GT (GGT)−1G

.
= Π. Âåðíû óòâåðæäåíèÿ:

(I) rankΠS = rankGS,

(II) imS ∩ kerG = 0 ⇔ rankΠS = rankS.

Äîêàçàòåëüñòâî. (I) Ñëåäóåò èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàò-

ðèöû GT (GGT)−1. (II) Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü rankΠS < rankS, ò. å.
ñòîëáöû ìàòðèöû ΠS ëèíåéíî çàâèñèìû: ∃φ ̸= 0 ΠSφ = 0. Ïîñëåä-
íåå ââèäó (II) ðàâíîñèëüíî GSφ = 0 è ðàâíîñèëüíî 0 ̸= Sφ ∈ kerG,
÷òî îçíà÷àåò imS ∩ kerG ̸= 0. Ðàññóæäåíèÿ îáðàòèìû, ÷òî äîêàçûâàåò
ëåììó. □

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé z = ẑ (11) è π = π̂ (13) â
âûðàæåíèå äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè J (7) ïîëó÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ
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ïåðåìåííûõ θ:

J(θ) =
(
Πž − S̃π̂

)T (
Πž − S̃π̂

)
= žT

(
Π − Π̃

)T (
Π − Π̃

)
ž, (14)

Π̃
.
= S̃

(
S̃TS̃

)−1
S̃T.

Ëåììà 2. Ïóñòü Π � ïðîåêòèâíàÿ ìàòðèöà, è äëÿ íåêîòîðîé ìàò-
ðèöû S ïðîèçâåäåíèå ΠS èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû. Îáî-
çíà÷èì Π̃ ïðîåêòîð íà imΠS. Âåðíû ñâîéñòâà: 1) ΠΠ̃ = Π̃ = Π̃Π;

2) Π − Π̃ åñòü ïðîåêòîð:
(
Π − Π̃

)2
= Π − Π̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ââèäó âëîæåíèÿ im Π̃ = imΠS ⊆ imΠ äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âåêòîðà x âåðíî ΠΠ̃x = Π̃x = Π̃Πx. 2. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ
ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì(

Π − Π̃
)2

=
(
Π + Π̃ −ΠΠ̃ − Π̃Π

)
= Π − Π̃,

ò. å. Π − Π̃ � ïðîåêòîð. □

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2, ìîæåì íàïèñàòü îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

J(θ) = žT

(
Π − Π̃

)
ž. (15)

Ïðîåêòèâíîñòü (èäåìïîòåíòíîñòü) è ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû â (15) ãàðàíòèðóåò íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü öå-
ëåâîé ôóíêöèè J(θ).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò âñå òî÷êè ìèíèìóìà J(θ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Π � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà imH, è S � ìàò-
ðèöà ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè òàêàÿ, ÷òî rankΠS = rankS.

Îáîçíà÷èì Π̃ ïðîåêòîð íà imΠS. Òîãäà žT

(
Π − Π̃

)
ž = 0 ðàâíîñèëüíî

ž ∈ im (I −Π) + imS = imH + imS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå. □

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ìàòðèöà Π − Π̃ åñòü ïðîåêòîð
íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó imH + imS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ââèäó ëåììû 2

J = žT

(
Π − Π̃

)
ž = žT

(
Π − Π̃

)T (
Π − Π̃

)
ž,

òîãäà J = 0 ⇔
(
Π − Π̃

)
ž = 0. Ïî òåîðåìå 1 ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî

ž ∈ imH + imS.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Π − Π̃ åñòü ïðîåêòîð (ëåììà 2), ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå. □
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4 Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðà θ

Ïîä èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ ïàðàìåòðà θ (5) ïîíèìàåì âçàèìíóþ îä-
íîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ

θ 7→ imH(θ) + imS (16)

â íåêîòîðîé îáëàñòè θ ∈ Θ ⊆ R2n+1. Åñëè Θ � ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
θ, òî ãîâîðèòñÿ î ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè.
Âíà÷àëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû H = H(θ), S

ïðè óñëîâèè (10).

Òåîðåìà 2. Ïàðàìåòð θ èäåíòèôèöèðóåì â îáëàñòè Θ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

∆H = H∆PH + S∆PS (17)

îòíîñèòåëüíî òðîéêè ìàòðèö ∆H
.
= H(θ+∆θ)−H(θ), ∆PH , ∆PS ïðè

θ +∆θ ∈ Θ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ∆H = 0, ∆PH = 0, ∆PS = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåèäåíòèôèöèðóåìîñòü ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ
äîïóñòèìîãî (θ+∆θ ∈ Θ) èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ∆H

.
= H(θ+∆θ)−H(θ),

êîòîðîå íå çàòðàãèâàåò ïîäïðîñòðàíñòâî imH + imS = im [H,S]:

im [H +∆H,S] = im [H,S] .

Ñ ó÷åòîì íóëåâîãî ïåðåñå÷åíèÿ imH∩imS = 0 (ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ñòîëáöîâ [H,S]) ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

[H +∆H,S] = [H,S]

[
I +∆PH 0
∆PS I

]
,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (17). Òåîðåìà äîêàçàíà.
□

Ïóñòü

GT = H, GH = 0 (18)

� ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê H.

Ñëåäñòâèå 2. Ïàðàìåòð θ èäåíòèôèöèðóåì â îáëàñòè Θ, åñëè óðàâíå-
íèå

G∆H = S∆PS (19)

îòíîñèòåëüíî ïàðû ìàòðèö ∆H
.
= H(θ+∆θ)−H(θ), ∆PS ïðè θ+∆θ ∈

Θ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ∆H = 0, ∆PS = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (19) ñëåäóåò èç (17) ââèäó GH = 0. Äàëåå
òåîðåìà 2. □

Ïîëó÷èì êðèòåðèé ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè â òåðìèíàõ ìàò-
ðèöû G (18) (óñëîâèå (4) íà âèä G íå íàëàãàåòñÿ).
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Òåîðåìà 3. Ïàðàìåòð θ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

dG ·H = GS dPS (20)

îòíîñèòåëüíî ïàðû ìàòðèö dG
.
= G(θ + dθ)−G(θ), dPS èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå dG = 0, dPS = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå. □

Ââèäó GH = 0 âñåãäà âåðíî dG · H + GdH = 0, ïîýòîìó èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû 3. Ýòîò âàðèàíò â ëîêàëüíîì ñëó÷àå
óñèëèâàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 2 äî êðèòåðèÿ.

Òåîðåìà 4. Ïàðàìåòð θ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå

GdH = GS dPS (21)

îòíîñèòåëüíî ïàðû ìàòðèö dH
.
= H(θ+ dθ)−H(θ), dPS èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå dH = 0, dPS = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèñòåìû (1), (3) ñ ìàòðèöåé G âèäà (4).

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì âåêòîð w
.
= [w1; . . . ;wN−n] èìïóëüñíîé ôóíê-

öèåé ñèñòåìû (1), åñëè w = [xn+1; . . . ;xN ], ãäå [xn+1; . . . ;xN ] åñòü ðåøå-
íèå ñèñòåìû (1) ñ ôóíêöèåé u = [1; 0; . . . ; 0] â ïðàâîé ÷àñòè ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ [x1; . . . ;xn] = [0; . . . ; 0].

Òåîðåìà 5. Â ñèñòåìå (1), (3) ñ ìàòðèöåé G (4) ïàðàìåòð θ ëîêàëüíî
èäåíòèôèöèðóåì, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç òðåõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
íà îáëàñòü Θ: 1) ôèêñèðîâàí âåêòîð α; 2) ôèêñèðîâàí âåêòîð β; 3)
äîïóñòèìûå ïðèðàùåíèÿ dα, dβ íå ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì dβ0

...
dβn

 =

w1 . . . wn+1

. . .
...

0 w1


 dα0

...
dαn

 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå. □

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

xk+n + αn−1xk+n−1 + · · ·+ α0xk = 0, k = 1, N − n, (22)

z =
[
x1, . . . , xN

]
, Gz = 0,

G
.
=


α0 . . . αn−1 1 0

α0 . . . αn−1 1
. . .

. . .
. . .

0 α0 . . . αn−1 1

 . (23)

Àññîöèèðóåì òåïëèöåâóþ ìàòðèöó (23) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-
íîì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (22)

α(ζ) = ζn + αn−1ζ
n−1 + · · ·+ α0
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è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
α0 . . . . . . αn−1 1 0

α0 . . . . . . αn−1 1
. . .

. . .
. . .

0 α0 . . . . . . αn−1 1

 .
= \αT\ .

= Tα(ζ).

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîð (ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ) x ∈ RN áóäåì íàçûâàòü
êâàçèìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n (< N − 1), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (22) ïîðÿäêà n: ∃α(ζ):
degα(ζ) = n, Tα(ζ)x = 0, è ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò óðàâíåíèÿ (22)

ìåíüøåãî ïîðÿäêà m ∈ 1, n− 1, Tµ(ζ)x = 0, degµ(ζ) = m, ðåøåíèåì
êîòîðîãî ÿâëÿëñÿ áû âåêòîð x.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè ó÷òåíî, ÷òî èç óðàâíåíèÿ Tα(ζ)x = 0 ñëåäóåò
Tα(ζ)ν(ζ)x = 0 äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ν(ζ); äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ νi(ζ) íåíó-
ëåâîé ñòåïåíè âåðíû âëîæåíèÿ

kerTα(ζ) ⊂ kerTα(ζ)ν1(ζ) ⊂ kerTα(ζ)ν1(ζ)ν2(ζ) ⊂ . . . .

Îáîçíà÷èì Qn ⊂ RN ìíîæåñòâî âñåõ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà ⩽ n.

Òåîðåìà 6. Åñëè ñòîëáöû si ìàòðèöû S
.
= [s1, . . . , sq] ⊂ RN (16) íå

ÿâëÿþòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 2n èëè íèæå: si ̸∈ Q2n, i = 1, q,
� òî â îäíîðîäíîé ñèñòåìå (22) ñ ìàòðèöåé G (23) ïàðàìåòð θ

.
=

[α0; . . . ;αn−1] ãëîáàëüíî èäåíòèôèöèðóåì (áåç îãðàíè÷åíèé íà îáëàñòü
Θ ⊆ Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ïðèëîæåíèå. □

5 Ïðèëîæåíèå

5.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïåðâîå, žT

(
Π − Π̃

)
ž = 0 ⇔

žT

(
Π − Π̃

)2
ž = 0 ⇔

(
Π − Π̃

)
ž = 0. Äàëåå, ïóñòü

ž = (I −Π)ω1 + Sω2,

òîãäà ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ ΠS
.
= S̃(

Π − Π̃
)
ž =

(
Π − Π̃

)
((I −Π)ω1 + Sω2) =

=
(
Π − Π̃

)
Sω2 = S̃ω2 − S̃ω2 = 0.

Îáðàòíî, ïóñòü
(
Π − Π̃

)
ž = 0, òîãäà

Πž = Π̃ž = ΠS (STΠS)−1 STΠž,

èëè (Π
.
= UUT, UTU = I)

UTž = UTS (STUUTS)−1 STUUTž.
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Ðàçëîæèì ž íà îðòîãîíàëüíûå ñëàãàåìûå ž = z∥ + z⊥
.
= Uω∥ + Uω⊥.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ω⊥ ìîæåò áûòü ëþáûì, à ω∥
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

ω∥ = UTS (STUUTS)−1 STUω∥,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ω∥ ∈ imUTS è z∥ ∈ imUUTS = imΠS. Ïîëó÷èëè
èìïëèêàöèþ (

Π − Π̃
)
ž = 0 ⇒ ž ∈ imU + imΠS.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà

imU + imΠS = imU + im ([Π − I]S + S) =

= imU + imS = im (I −Π) + imS,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ž = (I −Π)ω1 + Sω2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Âûáåðåì ïðåäñòàâëåíèå
G

.
= [G0, G1], ãäå G1 � íåîñîáåííàÿ êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà â G (ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ G òàêàÿ ïîäìàòðèöà âñåãäà ñóùåñòâóåò).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè (ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà) ìîæ-
íî ïîëîæèòü

H =

[
IN+n

−G−1
1 G0

]
. (24)

Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ñâîäèòñÿ ê íåðàçðå-
øèìîñòè óðàâíåíèÿ

dH =

[
0

G−1
1 ( dG1)G

−1
1 G0 −G−1

1 dG0

]
= H dPH + S dPS

îòíîñèòåëüíî íåíóëåâûõ dH, dPH , dPS . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåì â
âèäå [

0
G−1

1 ( dG1)G
−1
1 G0 −G−1

1 dG0

]
=

[
I

−G−1
1 G0

]
dPH +

[
S0
S1

]
dPS .

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

dPH = −S0 dPS ,

G−1
1 ( dG1)G

−1
1 G0 −G−1

1 dG0 = −G−1
1 G0 dPH + S1 dPS .

Ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì âòîðîå â âèäå

G−1
1 ( dG1)G

−1
1 G0 −G−1

1 dG0 =
(
G−1

1 G0S0 + S1
)
dPS .

Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèå dG
.
= [ dG0, dG1], ïåðåïèøåì óðàâíåíèå, óìíî-

æèâ ñëåâà íà G1:

−dG0 + (dG1)G
−1
1 G0 = GS dPS ,

èëè

−dG ·H = GS dPS .
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Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ íå èçìåíÿåò-
ñÿ ïðè çàìåíå áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà imH (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé
ìàòðèöû dPS), ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå (24) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëü-
íûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ìàòðèöà ¾äîïîëíåíèÿ¿ H (18), (24) äëÿ GT (4) ìî-
æåò áûòü âûáðàíà â âèäå

H =

[
IN+n

−A−1
1

[
B0 B1 A0

]] =

=



In 0 0

0 IN−n 0

0 0 In

ρ1,1 . . . ρn,1
...

...
ρ1,N−n . . . ρn,N−n

w1 0
w2 w1
...

. . .
. . .

wN−n . . . w2 w1

χ1,1 . . . χn,1
...

...
χ1,N−n . . . χn,N−n



,

(25)

ãäå [w1; . . . ;wN−n] � èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1) (ñì. îïðåäåëå-
íèå 1), χi = [χi,1;χi,2; . . . ;χi,N−n] � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íóëåâîé ïðà-
âîé ÷àñòüþ u ≡ 0 è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

[x1; . . . ;xn] = [0; . . . ; 1︸ ︷︷ ︸
i

; . . . ; 0], i = 1, n,

è ρi = [ρi,1; ρi,2; . . . ; ρi,N−n] � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè è ïðàâîé ÷àñòüþ

[u1; . . . ;un; . . . ;uN ] = [0; . . . ; 1︸ ︷︷ ︸
i

; . . . ; 0], i = 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (4), ïðåäñòàâëåíèÿ (24)
è ñâîéñòâà àâòîíîìíîñòè ñèñòåìû (1). Óìåñòíî ó÷åñòü, ÷òî ìàòðèöû
A1, B1 òåïëèöåâûå íèæíåòðåóãîëüíûå, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû A−1

1 è

A−1
1 B1 òàêæå òåïëèöåâûå íèæíåòðåóãîëüíûå. □

Îáîçíà÷èì hi i-é ñòîëáåö ìàòðèöûH (25) è dpi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû
dPS :

H
.
= [h1, . . . , hN+n] , dPS

.
= [ dp1, . . . , dpN+n] .
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Óðàâíåíèå (20) çàïèøåì â âèäå

dG · hi = GS dpi, i = 1, N + n. (26)

Èç òåïëèöåâîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû G (4) ñëåäóåò

dG · hi = V (hi) dγ,

ãäå ìàòðèöà V (z) äëÿ z (2) ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (z)
.
=


u1 u2 . . . un+1 x1 . . . xn xn+1

u2 u3 . . . un+2 x2 . . . xn+1 xn+2
...

...
...

...
...

...
uN−n uN−n+1 . . . uN xN−n . . . xN−1 xN


(âåðíî òîæäåñòâî Gz ≡ V (z)γ). Óñëîâèå (26) ïðèíèìàåò âèä

V (hi) dγ = GS dpi, i = 1, N + n. (27)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû V (hi). Èç (25) ñëåäóåò

V (hn+1) =



0 . . . 0 1 0 . . . 0 w1
... . .

.
1 0

... . .
.

w1

...

0 . .
. ... 0 . .

. ...

1
... w1

...

0
...

...
...

0 . . . 0 wN−2n . . . . . . wN−n


, (28)

äëÿ i = n+ 2, N − n− 1

V (hi)
.
=



0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
... 0

... 0
... . .

.
1

... . .
.

w1

0 . .
.

0 . .
. ...

1 w1

...
...

...
0 . . . 0 wN−2n−i+1 . . . wN−n−i+1


,
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V (hN−n)
.
=



0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
... 0

... 0
... . .

.
1

... . .
.

w1

0 . .
.

0 . .
. ...

1 0 w1 . . . wn+1


. (29)

Èç (27) ïîëó÷àåì[
V (hn+1) dγ, . . . , V (hN−n) dγ

]
= GS [ dpn+1, . . . , dpN−n] . (30)

Ó÷èòûâàÿ ¾ñêîëüçÿùèé¿ âèä ìàòðèö V (hi) (28)-(29), ïåðåïèøåì ëåâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (30):[

V (hn+1) dγ, . . . , V (hN−n) dγ
]
=

=


dψ0 0
...

. . .

dψn dψ0

. . .
...

∗ dψn


.
= Ψ = GS [ dpn+1, . . . , dpN−n] . (31)

Ìàòðèöà Ψ ∈ R(N−n)×(N−2n) òåïëèöåâàÿ è ïîñòðîåíà ïî âåêòîðó

dψ
.
=

 dψ0
...

dψn

 = −

0 1

. .
.

1 0

 dβ +

 0 w1

. .
. ...

w1 . . . wn+1

 dα.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðè dψ ̸= 0 ìàòðèöà Ψ (31) èìååò ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå ñòîëáöû, ïðè ýòîì èõ ÷èñëî N − 2n ñòðîãî áîëüøå ÷èñëà q
ñòîëáöîâ ìàòðèöû GS (ïîñêîëüêó èç åñòåñòâåííîãî íåðàâåíñòâà

2N ⩾ rankH + rankS = N + n+ q

ñëåäóåò N ⩾ n+ q è N − 2n ⩾ q − n > q). Ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (31) ñòðîãî áîëüøå ðàíãà ìàòðèöû â ïðàâîé
÷àñòè, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (31) ìîæåò áûòü ñîâìåñòíûì òîëüêî
ïðè íóëåâîì âåêòîðå dψ, ò. å. ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ dβ0

...
dβn

 =

w1 . . . wn+1

. . .
...

0 w1


 dα0

...
dαn

 . (32)

Åñëè ñîîòíîøåíèå (32) íå âûïîëíåíî, òî óðàâíåíèå (31) è óðàâíåíèå
(26) èìåþò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, è ïî òåîðåìå 3 ïàðàìåòð θ ëîêàëüíî
èäåíòèôèöèðóåì.
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Ïóñòü dβ = 0. Òîãäà åñëè (32), òî dα = 0, ÷òî îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ
èäåíòèôèöèðóåìîñòü. Åñëè íå (32), òî dψ ̸= 0 è óðàâíåíèå (31) íåñîâ-
ìåñòíî, ÷òî òàêæå îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ èäåíòèôèöèðóåìîñòü. Àíàëîãè÷-
íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé dα = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé êâàçèìíîãî-
÷ëåí x ñòåïåíè n ïðåäñòàâèì ôîðìóëîé

xk =

l⩽n∑
i=1

(
ci,0 + ci,1k + · · ·+ ci,nik

ni−1
)
ζki sin (ωik + φi) , (33)

ãäå φi, ci,j ∈ R, ζi, ωi ∈ R+, n1 + · · · + nl = n, l � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîð-
íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ x, ni � êðàòíîñòü i-ãî êîðíÿ [17].

Ëåììà 3. Ïóñòü G = Tα(ζ) åñòü òåïëèöåâàÿ ìàòðèöà âèäà (23), è H =

GT � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà kerG (ò. å. ñòîëáöû ìàòðèöû H îáðàçó-
þò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (22)).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà ω(ζ) òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è α(ζ), ìîæ-
íî îïðåäåëèòü ìàòðèöó ∆H

.
= H(ω) − H(α), ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ îáî-

ëî÷êà ñòîëáöîâ ∆H âëîæåíà â ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî kerTα(ζ)ω(ζ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h(α)� ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåöH(α), òîãäà h(α) ∈
kerTα(ζ) è h(ω) ∈ kerTω(ζ). Èç âûðàæåíèÿ (33) ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü
h(ω) − h(α) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå kerTα(ζ)ω(ζ). Ââèäó ïðîèçâîëüíî-
ñòè ñòîëáöà h ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. □

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6. Îáðàòèìñÿ ê êðèòåðèþ èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè èç òåîðåìû 2. Ââèäó ëåììû 3 èìååì

imH + im∆H ⊂ kerTα(ζ)ω(ζ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû si ̸∈ Q2n, ïîýòîìó
êàêîé áû íè áûë íåíóëåâîé âåêòîð ∆p, áóäåò âåðíî S∆p ̸∈ Q2n è òåì
áîëåå

S∆p ̸∈ kerTα(ζ)ω(ζ) ⊂ Q2n.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â óðàâíåíèè

∆H −H∆PH = S∆PS

ñòîëáöû ìàòðèöû ñëåâà îò çíàêà ðàâåíñòâà âñå ëåæàò â kerTα(ζ)ω(ζ), à
ñòîëáöû ìàòðèöû ñïðàâà âñå íå ëåæàò â kerTα(ζ)ω(ζ). Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòî óðàâíåíèå, à âìåñòå ñ íèì è óðàâíåíèå (17), ñîâìåñòíî òîëüêî ïðè
∆H = 0, ∆PH = 0, ∆PS = 0. Ïî òåîðåìå 2, ïàðàìåòð θ ∈ Rn ãëîáàëüíî
èäåíòèôèöèðóåì (áåç îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü Θ ⊆ Rn). Òåîðåìà äîêàçà-
íà.
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