
S e⃝MR
ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru
ISSN 1813-3304

Òîì 20, � 2, ñòð. 1605�1625 (2023) ÓÄÊ 512.554.5

https://doi.org/10.33048/semi.2023.20.099 MSC 17A70, 17D15

ÁÈÍÀÐÍÎ (−1, 1)-ÁÈÌÎÄÓËÈ ÍÀÄ

ÏÎËÓÏÐÎÑÒÛÌÈ ÀËÃÅÁÐÀÌÈ

Ñ.Â. Ï÷åëèíöåâ

11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Âàñèëüåâûì

Abstract: It is proved that the irreducible binary (−1, 1)-bimodule
over simple algebra with a unit is alternative. A criterion for alterna-
tiveness (hence, complete reducibility) of unital binary (−1, 1)-
bimodule over a semisimple �nite-dimensional algebra is obtained.
It is proved that every unital strictly (−1, 1)-bimodule over a �nite-
dimensional semisimple associative and commutative algebra is
associative. The coordinateization theorem is proved for the matrix
algebra Mn(Φ) of order n ≥ 3 in the class of binary (−1, 1)-
algebras. Finally, the following examples of indecomposable (−1, 1)-
bimodules are constructed: the non-unital bimodule over 1-dimensional
algebra Φe; the unital bimodule over a 2-dimensional composition
algebra Φe1 ⊕ Φe2; the unital (−1, 1)-bimodule over a quadratic

extension Φ(
√
λ) of the ground �eld; the unital strictly (−1, 1)-

bimodule over the �eld of fractionally rational functions of one
variable Φ(t).

Keywords: strictly (−1, 1)-algebra, (−1, 1)-algebra, binary (−1, 1)-
algebra, M-bimodule, irreducible bimodule, complete reducibility.
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1 Ââåäåíèå

Ïîíÿòèÿ áèìîäóëÿ (áèïðåäñòàâëåíèÿ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëàññà àë-
ãåáð áûëè ââåäåíû Ñ. Ýéëåíáåðãîì [1]. Íàðÿäó ñ àññîöèàòèâíûìè àëãåá-
ðàìè è àëãåáðàìè Ëè òåîðèÿ áèïðåäñòàâëåíèé áûëà ðàçâèòà äëÿ äðóãèõ
êëàññîâ àëãåáð; òàê äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ïîëó÷èë Ð.Ä. Øàôåð [2], äëÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð - Í. Ñâàðòõîëüì [3] è
Í. Äæåêîáñîí [4], äëÿ àëãåáð Ìàëüöåâà - Ð. Êàðëññîí [5] è Å.Í. Êóçüìèí
[6]. Äëÿ óêàçàííûõ êëàññîâ àëãåáð ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î ïîëíîé ïðè-
âîäèìîñòè áèìîäóëåé íàä ïîëóïðîñòûìè êîíå÷íîìåðíûìè àëãåáðàìè.
À.Ì. Ñëèíüêî è È.Ï. Øåñòàêîâ [7] èçó÷àëè ïðàâûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð.
Âàæíûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå áèìîäóëåé â ìíîãîîáðàçèè áèíàðíî

ëèåâûõ àëãåáð ïðèíàäëåæàò À.Í.Ãðèøêîâó [8].
Íåïðèâîäèìûå ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå áèìîäóëè íàä àëãåáðîé M2(Φ)

ìàòðèö 2-ãî ïîðÿäêà èçó÷àëè Ë.È. Ìóðàêàìè è È.Ï. Øåñòàêîâ [9]. B [9]
áûëî äîêàçàíî, ÷òî íàä àëãåáðîé M2(Φ) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
íåèçîìîðôíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ áèìîäóëåé è äîêà-
çàíî, ÷òî íå âñÿêèé áèìîäóëü íàä àëãåáðîé M2(Φ) âïîëíå ïðèâîäèì.
Â [10] èçó÷àëèñü íåïðèâîäèìûå áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëè íàä ïðîñòû-

ìè êîíå÷íîìåðíûìè àëãåáðàìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé
íåïðèâîäèìûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä àëãåáðîé A àëüòåðíàòèâåí
â êàæäîì èç ñëó÷àåâ: A � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà; A � êîíå÷íîìåðíàÿ
ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà õàðàêòåðèñòèêè 0. Òàì æå áûë ïîñòàâ-
ëåí
Âîïðîñ. Âåðíî ëè, ÷òî íåïðèâîäèìûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä

ïðîñòîé àëãåáðîé (â ÷àñòíîñòè, íàä àëãåáðîé ñ äåëåíèåì), ÿâëÿåòñÿ
àëüòåðíàòèâíûì.
Â [11] èçó÷àëèñü íåïðèâîäèìûå àëüòåðíàòèâíûå áèìîäóëè íàä ïðî-

ñòûìè àëüòåðíàòèâíûìè ñóïåðàëãåáðàìè.
Â [12] èçó÷àëèñü àëüòåðíàòèâíûå áèìîäóëè íàä ïîëóïðîñòûìè àëüòåð-

íàòèâíûìè àðòèíîâûìè àëãåáðàìè. Â íåé áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû:
1. Ïóñòü A � ïîëóïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àðòèíîâà àëãåáðà, âñÿêèé

íåíóëåâîé ãîìîìîðôíûé îáðàç êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé àë-
ãåáðîé ñ äåëåíèåì. Òîãäà àëüòåðíàòèâíûé A-áèìîäóëü âïîëíå ïðèâîäèì.
2. Ïðèâåäåí ïðèìåð àëüòåðíàòèâíîãî áèìîäóëÿ íàä ïîëåì, êîòîðûé

íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì.
Â [13] èçó÷àëèñü ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå áèìîäóëè íàä ìàòðè÷íûìè àë-

ãåáðàìè Mn(Φ) ïðè n ≥ 3.
Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå áèìîäóëåé íàä ïîëóïðîñòûìè

àëãåáðàìè â íåêîòîðûõ êëàññàõ áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáð. Âñþäó â ðàáîòå
òåðìèí ¾àëãåáðà¿ îçíà÷àåò ëèíåéíóþ àëãåáðó íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì Φ
õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2 è 3. Áåñêîíå÷íîñòü ïîëÿ íóæíà äëÿ òîãî,
÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîâîäèòü ëèíåàðèçàöèè òîæäåñòâ.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ ïðîñòàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëü-
òåðíàòèâíàÿ àëãåáðà; M � óíèòàëüíûé ñëàáî àëüòåðíàòèâíûé áèíàð-
íî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä A. Òîãäà A-áèìîäóëü M àëüòåðíàòèâåí.

Ïîïóòíî ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé íåïðèâîäèìûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü (âîçìîæ-
íî è íåóíèòàëüíûé) íàä ïðîñòîé àëüòåðíàòèâíîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé
àëüòåðíàòèâåí.

Ýòîò ðåçóëüòàò äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ñôîðìóëèðîâàííûé âû-
øå âîïðîñ: âñÿêèé íåïðèâîäèìûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä ïðîñòîé
àëüòåðíàòèâíîé àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíûì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ óíèòàëüíàÿ ïðîñòàÿ
íåêîììóòàòèâíàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà;M � óíèòàëüíûé áèíàðíî
(−1, 1)-áèìîäóëü íàä àëãåáðîé A. Òîãäà áèìîäóëü M àëüòåðíàòèâåí.

Íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèå êîíå÷íîé ïîðîæ-
äåííîñòè â òåîðåìå 3.

Òåîðåìà 4. Âñÿêèé ñòðîãî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä êîíå÷íîìåðíîé ïîëó-
ïðîñòîé àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì Φ àññîöèàòèâåí, çíà÷èò, âïîëíå ïðèâîäèì.

Îãðàíè÷åíèå êîíå÷íîìåðíîñòè â òåîðåìå 4 ñóùåñòâåííî.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A = A1 ⊕ ... ⊕ Ak � ïðÿìàÿ ñóììà èäåàëîâ, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè àëüòåðíàòèâíûìè àëãåáðàìè, ei � åäèíèöà àë-
ãåáðû Ai; M � óíèòàëüíûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä A. Òîãäà A-
áèìîäóëü M àëüòåðíàòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M àëüòåðíà-
òèâåí êàê Ai-áèìîäóëü äëÿ ëþáîãî i = 1, ..., k.

Â [14] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î êîîðäèíàòèçàöèè ðàñùåïëÿåìîé àëãåá-
ðû Êýëè-Äèêñîíà. Ìû ïðèâîäèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ
òåîðåìû î êîîðäèíàòèçàöèè àëãåáðû Mn(Φ), n ≥ 3 â ðàìêàõ ïðàâîàëü-
òåðíàòèâíûõ àëãåáð.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü óíèòàëüíàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà A íàä
ïîëåì Φ ñîäåðæèò ïîäàëãåáðó S ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä Φ ñ òîé æå
åäèíèöåé. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì S-
áèìîäóëåì. Òîãäà àëãåáðà A àññîöèàòèâíà è A ∼= E ⊗ S, ãäå E � àññî-
öèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà î êîîðäèíàòèçàöèè ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn(Φ),
n ≥ 3, ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé àëãåáðû A, äëÿ êîòî-
ðîé ïðèñîåäèíåííàÿ àëãåáðà A(−) áèíàðíî ëèåâà. Â ÷àñòíîñòè, òåîðå-
ìà î êîîðäèíàòèçàöèè àëãåáðû Mn(Φ), n ≥ 3, ñïðàâåäëèâà äëÿ áèíàðíî
(−1, 1)-àëãåáð.
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Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ [13] äëÿ àëãåáð ìàòðèö Mn(Φ), n ≥ 2, òåîðåìà î
êîîðäèíàòèçàöèè â ðàìêàõ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð íå èìååò ìåñòà.
Íàêîíåö, â ðàáîòå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû íåðàçëîæèìûõ (−1, 1)-

áèìîäóëåé:
à) íåóíèòàëüíûé áèìîäóëü íàä 1-ìåðíîé àëãåáðîé Φ · e;
á) óíèòàëüíûé áèìîäóëü íàä 2-ìåðíîé ðàñùåïëÿåìîé êîìïîçèöèîííîé

àëãåáðîé Φe1 ⊕ Φe2;
â) óíèòàëüíûé (−1, 1)-áèìîäóëü íàä êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì Φ(

√
λ)

îñíîâíîãî ïîëÿ;
ã) óíèòàëüíûé ñòðîãî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä ïîëåì äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé Φ(t).
Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàáîòû íàä äàííîé ñòàòüåé áûëà âûïîëíåíà

àâòîðîì âî âðåìÿ âèçèòà â óíèâåðñèòåò Ñàí Ïàóëî (01.04.2023 � 30.06.2023).
Àâòîð âûðàæàåò ñåðäå÷íóþ áëàãîäàðíîñòü È.Ï. Øåñòàêîâó çà ïðèãëà-
øåíèå, ãîñòåïðèèìñòâî, ñîçäàíèå èäåàëüíûõ óñëîâèé äëÿ ðàáîòû è ïî-
ëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Àâòîð ïðèçíàòåëåí òàêæå À.Í. Ãðèø-
êîâó çà êîíñóëüòàöèþ ïî áèíàðíî ëèåâûì àëãåáðàì, à òàêæå ðåöåíçåíòó
çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.

2 Îáîçíà÷åíèÿ, èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå àëãåáðû. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ óíèòàëü-
íîé, åñëè îíà îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî óìíîæåíèþ, êîòîðûé
íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 1.
Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé, åñëè â íåé âûïîëíåíî òîæ-

äåñòâî

(ax)y + (ay)x = a(x ◦ y) èëè (a, x, y) + (a, y, x) = 0, (1)

ãäå x ◦ y = xy + yx � ñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x, y;
(a, x, y) = (ax)y − a(xy) � àññîöèàòîð ýëåìåíòîâ a, x, y.
Àëãåáðà, àíòèèçîìîðôíàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé, íàçûâàåòñÿ ëåâîàëü-

òåðíàòèâíîé. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé, åñëè îíà ïðàâîàëü-
òåðíàòèâíà è ëåâîàëüòåðíàòèâíà îäíîâðåìåííî. Ïî òåîðåìå Àðòèíà àë-
ãåáðà àëüòåðíàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ åå 2-ïîðîæäåííàÿ
ïîäàëãåáðà àññîöèàòèâíà (ñì. [15]).
Â ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé àëãåáðå âûïîëíåíû òîæäåñòâà (ñì. [16], [17]):

(a, x, y ◦ z) + (a, y, z ◦ x) + (a, z, x ◦ y) = 0, (2)

(a, x, xy) = (a, x, y)x, (3)

(a, x, yz) + (a, y, xz) = (a, x, z)y + (a, y, z)x, (4)

(ab, x, y) + (a, b, [x, y]) = a(b, x, y) + (a, x, y)b, (5)

((a, x, y), x, y) + (a, x, y)[x, y] = 0, (6)

ãäå [x, y] = xy − yx � êîììóòàòîð. Òîæäåñòâà (3) è (4) íàçûâàþòñÿ ïðà-
âûìè òîæäåñòâàìè Ìóôàíã.
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Äàëåå, â ïðàâîàëüòåíàòèâíîé àëãåáðå ñïðàâåäëèâû êîììóòàòîðíûå
òîæäåñòâà:

[xy, z] = x[y, z] + [x, z]y + 2(x, y, z) + (z, y, x), (7)

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 2(x, y, z)σ, (8)

ãäå (x, y, z)σ = (x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) � öèêëè÷åñêàÿ ñóììà àññîöè-
àòîðîâ.
Â ïðàâîàëüòåíàòèâíîé àëãåáðå èç (4) ëåãêî âûâåñòè (ñì. [18])

2(a, xy, z) = 2(a, x, z)y + 2(a, y, z)x+

(a, [x, y], z) + (a, x, [z, y]) + (a, y, [z, x]). (9)

Íàïîìíèì, ÷òî âåðíî òàêæå òîæäåñòâî Òýäè [19]

((a, b, c), x, y) = ((a, x, y), b, c) + (a, (b, x, y), c) + (a, b, (c, x, y))+

(a, b, c[x, y])− (a, b, c)[x, y]− (a, b, [x, y])c. (10)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî âñÿêîé àëãåáðå âåðíî îñíîâíîå àññîöèàòîðíîå
òîæäåñòâî:

(ab, c, d)− (a, bc, d) + (a, b, cd) = a(b, c, d) + (a, b, c)d. (11)

Çàìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó òîæäåñòâàìè (11) è (5) ïðè x = c, y = d
èìååò âèä

−(a, bc, d) + (a, b, dc) = (a, b, c)d− (a, c, d)b,

êîòîðîå, ïî ñóùåñòâó, ñîâïàäàåò ñ (4). Çíà÷èò, òîæäåñòâî (5) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äðóãóþ ôîðìó çàïèñè òîæäåñòâà Ìóôàíã.
Òîæäåñòâà (5) è (6) âïåðâûå áûëè äîêàçàíû â [16].
Íàïîìíèì, ÷òî íà îñíîâàíèè òåîðåì Àëáåðòà [20] è Öîðíà [21] âñÿ-

êàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ïîëóïðîñòàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé èäåàëîâ, èçî-
ìîðôíûõ ëèáî ìàòðè÷íûì àëãåáðàì, ëèáî âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé àëãåáðå
Öîðíà (ðàñùåïëÿåìîé àëãåáðå Êýëè).
Â ñâÿçè ñ áåñêîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòûìè ïðàâîàëüòåðíàòèâíûìè àë-

ãåáðàìè ïðèâåäåì çàìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó Ñêîñûðñêîãî [22]: âñÿêàÿ ïðî-
ñòàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé àëüòåðíàòèâíà, è, çíà÷èò,
ïî òåîðåìå Êëåéíôåëäà ëèáî àññîöèàòèâíà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Êý-
ëè íàä ñâîèì öåíòðîì [15]. Îòìåòèì òàêæå óäèâèòåëüíûé ïðèìåð Ìèõå-
åâà ïðîñòîé ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé íèëü-àëãåáðû èíäåêñà 3 [23].

2.2. Áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðû. Ñëåäóÿ [24], [25], [26], íàïîìíèì, ÷òî
ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ

(−1, 1)-àëãåáðîé, åñëè â íåé âûïîëíåíî òîæäåñòâî

(x, y, z)σ = 0; (12)

ñòðîãî (−1, 1)-àëãåáðîé, åñëè â íåé âûïîëíåíî òîæäåñòâî

[[x, y], z] = 0, (13)

íàçûâàåìîå òîæäåñòâîì ñòðîãîñòè;
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áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðîé, åñëè â íåé âûïîëíåíî òîæäåñòâî

[(x, x, y), y] = 0. (14)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ (−1, 1)-àëãåáðîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ïðèñîåäèíåííàÿ àëãåáðà A(−) ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé Ëè.
Êðîìå òîãî, ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé àëüòåðíàòèâíûõ è (−1, 1)-àëãåáð

ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì àññîöèàòèâíûõ àëãåáð.
Èçâåñòíî [26], ÷òî âñÿêàÿ 2-ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà áèíàðíî (−1, 1)-

àëãåáðû íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü ÿâëÿåòñÿ (−1, 1)-àëãåáðîé.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå ïîëåçíî â áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðå:

∆(x, y, z) = (x, y, r) + (y, x, z).

2.3. Áèìîäóëè â ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè àëãåáð M. Ïóñòü
M � ìíîãîîáðàçèå àëãåáð. Ïîíÿòèå áèìîäóëÿ ïðèíàäëåæèò Ñ. Ýéëåí-
áåðãó [1].
Ïóñòü M � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A � àëãåáðà èç ìíîãîîáðàçèÿ M.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ A çàäàíû îòîáðàæåíèÿ:

M → M, m 7→ am, M → M, m 7→ ma.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîçèöèè am, ma áèëèíåéíû. Ðàññìîòðèì ðàñ-
ùåïëÿåìîå íóëåâîå ðàñøèðåíèå E(M,A) � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
M ⊕A, íà êîòîðîì çàäàíî óìíîæåíèå:

(m1 + a1)(m2 + a2) = (m1a2 + a1m2) + a1a2.

Åñëè E(M,A) ∈ M, òî ãîâîðÿò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ M-áèìîäóëåì íàä A.
Íàïðèìåð, àëãåáðà E(M,A) àññîöèàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

àëãåáðà A àññîöèàòèâíà è (a1, a2, m) = (a1, m, a2) = (m, a1, a2) = 0 äëÿ
âñåõ a1, a2 ∈ A,m ∈ M .
Îòìåòèì, ÷òî M � ïðàâîàëüòåðíàòèâíûé áèìîäóëü íàä ïðàâîàëüòåð-

íàòèâíîé àëãåáðîé A, åñëè äëÿ âñåõ m ∈ M è a1, a2 ∈ A âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà:

(m, a1, a2) + (m, a2, a1) = 0,

(a1,m, a2) + (a1, a2,m) = 0.

Äàëåå, ïðàâîàëüòåðíàòèâíûéA-áèìîäóëüM ÿâëÿåòñÿ áèíàðíî (−1, 1)-
áèìîäóëåì, åñëè A ÿâëÿåòñÿ áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðîé è äëÿ âñåõ m ∈ M
è a1, a2, a3 ∈ A âûïîëíåíû ëèíåàðèçàöèè (14):

[∆(a1, a2, a3),m] + [∆(a1, a2,m), a3] = 0, (15)

[∆(m, a1, a2), a3] + [∆(m, a1, a3), a2] = 0. (16)

Áèìîäóëü M íàä àëãåáðîé ñ åäèíèöåé 1 íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíûì, åñëè
îïåðàòîðû ïðàâîãî R1 è ëåâîãî óìíîæåíèÿ L1 íà 1, äåéñòâóþùèå íà M ,
ñîâïàäàþò ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì M íà ñåáÿ.
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2.4. Îáùèå îáîçíà÷åíèÿ.. Âñþäó íèæå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:
A � áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðà;
åñëè X ⊆ A, òî ⟨X⟩ � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå X, è idlA{X} �

èäåàë àëãåáðû A, ïîðîæäåííûé X;
M � óíèòàëüíûé A-áèìîäóëü â ìíîãîîáðàçèè áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáð;
E(M,A) � ðàñùåïëÿåìîå íóëåâîå ðàñøèðåíèå M è A;
St(A) � èäåàë àëãåáðû A, ïîðîæäåííûé êîììóòàòîðàìè [[x, y], z];
åñëè àëãåáðà A àëüòåðíàòèâíà, òî ïîëîæèì

E0 = E0(A) = {[[a, b], b]| a, b ∈ A} è E(A) = E0A;

ïîñêîëüêó E0(A)� èäåàë â àëãåáðå Ìàëüöåâà A(−) [6], òî E(A)◁A (èäåàë)
è E(A) ⊆ [A,A] + [A,A]2 [27]; åñëè A àññîöèàòèâíà, òî E(A) = St(A);

K(A), N(A) è Z(A) � êîììóòàòèâíûé, àññîöèàòèâíûé è ïîëíûé öåí-
òðû àëãåáðû A ñîîòâåòñòâåííî:

K(A) = {k ∈ A|[k,A] = 0},

N(A) = {n ∈ A|(n,A,A) = (A,n,A) = (A,A, n) = 0},

Z(A) = K(A) ∩N(A);

C(M) = C(E(M,A)) ∩M , ãäå C ∈ {K,N,Z};

x, y,m, n ∈ M ; k ∈ K(M); z ∈ Z(M);

a, b, c, w ∈ A, p, q, r, s, t, u, v ∈ E(M,A).

3 Áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëè íàä ïðîñòûìè

íåêîììóòàòèâíûìè àëãåáðàìè

Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íàì
ïîòðåáóåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

3.1. Ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ âèäà xa,b. Íàïîìíèì [10], ÷òî A-áèìîäóëü
M íàçûâàåòñÿ ñëàáî àëüòåðíàòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ A,m ∈ M
âåðíî ðàâåíñòâî (a, a,m) = 0.
Äîïóñòèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.
Å. Êëåéíôåëä è Ã. Ñìèò [25] äîêàçàëè, ÷òî âî âñÿêîé áèíàðíî (−1, 1)-

àëãåáðå, â ÷àñòíîñòè, â àëãåáðå E(M,A) âåðíî òîæäåñòâî [c(a, a, b), a] =
0, çíà÷èò, äëÿ àëüòåðíàòèâíîé àëãåáðû A âåðíî äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A, x ∈
M

[cxa,b, a] = 0, ãäå xa,b := ∆(x, a, b).

Ëèíåàðèçóÿ a → b, ïîëó÷àåì â ñèëó ñëàáîé àëüòåðíàòèâíîñòè M

[cxa,b, b] = 0. (17)

Ëåììà 1. Ïóñòü A � ïðîñòàÿ óíèòàëüíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëü-
òåðíàòèâíàÿ àëãåáðà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A âåðíî

(c, b, xa,b) = (b, c, xa,b) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â [28] (ñì. òîæäåñòâî (14)) äîêàçàíî òîæäåñòâî

(v, b, (a, a, b)) = [b, v(a, a, b)], ãäå v = [p, q],

âûïîëíÿþùååñÿ â ëþáîé áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðå, çíà÷èò, îíî âûïîëíÿ-
åòñÿ è â àëãåáðå E(M,A). Ñëåäîâàòåëüíî, (v, b, xa,b) = [b, vxa,b]. Îòñþäà
è èç (17) ñëåäóåò (v, b, xa,b) = 0. Ââèäó [b, xa,b] = 0 è òîæäåñòâà (5) èìååì(

[A,A]2, b, xa,b
)
= 0.

Ïîñêîëüêó A ïðîñòàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà, à E(A)
- íåíóëåâîé èäåàë â A, òî A = E(A) è

(A, b, xa,b) = (E(A), b, xa,b) ⊆ ([A,A] + [A,A]2, b, xa,b) = 0.

Èòàê, (c, b, xa,b) = 0. Îòñþäà â ñèëó ñëàáîé àëüòåðíàòèâíîñòè ïîëó÷àåòñÿ
ðàâåíñòâî (b, c, xa,b) = 0. Ëåììà äîêàçàíà. □

Ëåììà 2. Äîïóñòèì, ÷òî àëãåáðà A àññîöèàòèâíà è íàõîäèòñÿ â óñëî-
âèÿõ ëåììû 1. Ïóñòü a, b ∈ A,w = [a, b], x ∈ M . Òîãäà

[A, a]xa,b = 0, [A,w]xa,b = 0, (A,w, xa,b) = 0 = (w,A, xa,b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîæäåñòâ (17), (7) è ëåììû 1 èìååì

0 = [cxa,b, b] = c[xa,b, b] + [c, b]xa,b

+2(c, xa,b, b) + (b, xa,b, c) = [c, b]xa,b,

ò.å.

[c, b]xa,b = 0. (18)

Òåì ñàìûì ïåðâîå èç òðåáóåìûõ â ëåììå ðàâåíñòâ äîêàçàíî. Îòñþäà ëè-
íåàðèçàöèåé b → a ââèäó ñëàáîé àëüòåðíàòèâíîñòè áèìîäóëÿ ïîëó÷àåòñÿ
ðàâåíñòâî [c, a]xa,b = 0. Èç (18), ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è òîæäåñòâà ßêîáè
ñëåäóåò

[c, w]xa,b = [c, [a, b]]xa,b = ([[c, a], b]− [[c, b], a])xa,b = 0.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (A,w, xa,b) = 0. Ïîñêîëü-
êó [a, b] ∗ (a, a, b) = 0 â àëãåáðå E(M,A) (çàïèñü p ∗ q îçíà÷àåò ëþáîå
èç ïðîèçâåäåíèé pq èëè qp), òî w ∗ xa,b = 0 è äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî
(Aw)xa,b = 0. Ââèäó ëåììû 1 è ðàâåíñòâà (18) èìååì:

(cw)xa,b = (c[a, b])xa,b =

{[ca, b]− [c, b]a} · xa,b = −[c, b]a · xa,b =
− [c, b] · axa,b = −[c, b] · xa,ba = −[c, b]xa,b · a = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî â ñèëó ñëàáîé
àëüòåðíàòèâíîñòè áèìîäóëÿ M . Ëåììà äîêàçàíà. □

Ëåììà 3. Äîïóñòèì, ÷òî àëãåáðà A íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 2;
a, b ∈ A,w = [a, b], x ∈ M . Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

idlA(w
2) · xa,b = 0.



ÁÈÍÀÐÍÎ (−1, 1)-ÁÈÌÎÄÓËÈ 1613

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r, p ∈ A. Âî-ïåðâûõ, â ñèëó òîæäåñòâà Òýäè (10)

((r, w, xa,b), p, w) =

((r, p, w), w, xa,b) + (r, (w, p, w), xa,b) + (r, w, (xa,b, p, w))

+(r, w, xa,b[p, w])− (r, w, xa,b)[p, w]− (r, w, [p, w])xa,b,

îòêóäà ââèäó àññîöèàòèâíîñòè A è ëåììû 2 èìååì

(r, w, (xa,b, p, w)) + (r, w, xa,b[p, w]) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0:

(r, w, (xa,b, p, w)) = −(r, w, (xa,b, w, p)) = −(r, w,∆(xa,b, w, p)) = 0,

òàê êàê îáîçíà÷àÿ ÷åðåç X = xa,b ∈ M èìååì

∆(X,w, p) = Xw,p, (r, w,∆(X,w, p)) = (r, w,Xw,p) = 0

ïî ëåììå 1. Çíà÷èò,

(r, w, xa,b[p, w]) = 0. (19)

Çàìåòèì, ÷òî w·xa,b[p, w] = 0. Â ñàìîì äåëå, (w, xa,b, A) = 0 â ñèëó ëåììû
2; òîãäà w · xa,b[p, w] = (wxa,b)[p, w] = 0 âíîâü ïî ëåììå 2, çíà÷èò, ââèäó
(19) âåðíî ðàâåíñòâî

(rw)(xa,b[p, w]) = 0.

Äàëåå, [p, w]xa,b = 0 ïî ëåììå 2. Çíà÷èò, èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ
ïîëó÷àåì

0 = (rw)(xa,b ◦ [p, w]) = (rw)xa,b · [p, w] + (rw)[p, w] · xa,b

= (rw)[p, w] · xa,b â ñèëó ëåììû 2

= (rwpw − rw2 · p)xa,b.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (rwp · w)xa,b = 0. Ëåììà äîêàçàíà. □

Ëåììà 4. Äîïóñòèì, ÷òî A � àëãåáðà Êýëè; a, b ∈ A,w = [a, b], x ∈ M .
Òîãäà ñíîâà âåðíî ðàâåíñòâî idlA(w

2) · xa,b = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå àññîöèàòèâíîé àëãåáðû âåðíî w∗xa,b =
0. Îòñþäà â ñèëó ñëàáîé àëüòåðíàòèâíîñòè áèìîäóëÿ

w2xa,b = w(wxa,b) = 0

è â ñèëó òîæäåñòâà (2)

(c, w2, xa,b) = (c, w,w ◦ xa,b) = 0,

çíà÷èò, (Aw2)xa,b = 0. Ïîñêîëüêó w2 ∈ Z(A), òî Aw2 ◁ A. □
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3.2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ìû äîëæíû äîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A, x ∈ M âåðíî xa,b = 0. Èç ëåìì
3 è 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ îïåðàòîðíûõ ñëîâ

ξi = LaiRbi ,

ãäå La, Rb : A → A, cLa = ac, cRb = cb � îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà ýëå-
ìåíòû a, b â àëãåáðå A, âåðíî ðàâåíñòâî(∑

i

[a, b]4ξi

)
· xa,b = 0. (20)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîæäåñòâà Êëåéíôåëäà ([a, b]4, c, d) = 0 (ñì. [15], ñ.
177) âåðíî A[a, b]4A � èäåàë â A. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî(∑

i

[a, b]8ξi

)
· xa,b = 0. (21)

Ïðèìåíèì îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè δ = ∆1
a(c) ê ðàâåíñòâó (21):(∑

i

(([a, b]4)δ · [a, b]4 + [a, b]4 · ([a, b]4)δ)ξi

)
· xa,b+

+

(∑
i

[a, b]8ξi

)
· xc,b = 0. (22)

Ñëàãàåìûå â âåðõíåé ñòðî÷êå ðàâåíñòâà (22) ðàâíû 0 â ñèëó (20), çíà÷èò,
âåðíî ðàâåíñòâî (∑

i

[a, b]8ξi

)
· xc,b = 0. (23)

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì(∑
i

[a, b]16ξi

)
· xc,d = 0.

Åñëè â àëãåáðå A âåðíî òîæäåñòâî [a, b]n = 0, òî ìíîæåñòâî å¼ íèëü-
ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì ðàäèêàëîì L(A) [15], è
â ñèëó ïðîñòîòû àëãåáðû A ðàäèêàë L(A) = 0. Òîãäà àëãåáðà A êîì-
ìóòàòèâíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû 1. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
A = idlA{[a, b]16|a, b ∈ A} è òîãäà xA,A = 0. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü Z = Z(A) � öåíòð àëãåá-
ðû A. Áèìîäóëü M íàä A íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà

[M,Z] = (M,Z,A) = (Z,A,M) = (A,M,Z) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèìîäóëü íàä
Z-àëãåáðîé A.
Â [10] äîêàçàíî
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � óíèòàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ
àëãåáðà; M � íåïðèâîäèìûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä A. Òîãäà
à) áèìîäóëü M óíèòàëåí, öåíòðàëåí è ñëàáî àëüòåðíàòèâåí;
á) åñëè A � ïîëå, òî áèìîäóëü M àññîöèàòèâåí;
â) åñëè A � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà, òî áèìîäóëü M àëüòåðíàòè-

âåí.

Òåïåðü ìîæåì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Ïðîñòàÿ àëüòåð-
íàòèâíàÿ àëãåáðà A ëèáî àññîöèàòèâíà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Êýëè-
Äèêñîíà íàä ñâîèì öåíòðîì Z = Z(A) (â ýòîì ñëó÷àå îíà íåêîììóòà-
òèâíà).
Åñëè àëãåáðà A íåêîììóòàòèâíà, òî òåîðåìà 2 íåìåäëåííî âûòåêàåò

èç òåîðåìû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 1 à), êîòîðîå ãàðàíòèðóåò óíèòàëüíîñòü è
ñëàáóþ àëüòåðíàòèâíîñòü áèìîäóëÿ M .
Åñëè àëãåáðà A êîììóòàòèâíà, òî, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà îñíîâ-

íîãî ïîëÿ îòëè÷íà îò 3, àëãåáðà A àññîöèàòèâíà è, çíà÷èò, A � ïîëå
(ðàñøèðåíèå îñíîâíîãî ïîëÿ Φ). Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 1 á) áèìîäóëü
M àññîöèàòèâåí. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ï. â) ïðåäëîæåíèÿ 1 (îñíîâíîé

ðåçóëüòàò ðàáîòû [10]).

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3 - 5.

4.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ áèíàðíî (−1, 1)-
àëãåáðà, K = K(A) � åå êîììóòàòèâíûé öåíòð. Òîãäà èäåàë St(A) äåé-
ñòâóåò íèëüïîòåíòíî íà èäåàëå, ïîðîæäåííîì ìíîæåñòâîì (K,A,A).

Ýòî ïðåäëîæåíèå ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé 3 èç ðàáîòû [18].
Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå A � óíèòàëüíàÿ ïðîñòàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà, M � óíèòàëüíûé áèíàð-
íî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä àëãåáðîé A.

Ëåììà 5. Ïóñòü A è M � óêàçàííûå ðàíåå àëãåáðà è áèìîäóëü. Òîãäà
à) K(M) = Z(M);
á) Åñëè z ∈ Z(M), a, b ∈ A è z[a, b] = 0, [a, b] ̸= 0, òî z = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïóñòü k ∈ K(M), a, b ∈ A. Çàìåòèì, ÷òî St(A) ̸= 0
(èíà÷å àëãåáðà áûëà áû àññîöèàòèâíîé ñ òîæäåñòâîì [x, y]2 = 0, íî òàêèõ
ïðîñòûõ àëãåáð íåò [15]), çíà÷èò, St(A) = A â ñèëó ïðîñòîòû àëãåáðû è
1 ∈ St(A). Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 2 ê àëãåáðå algS⟨{(k, a, b)} ∪ A⟩, ãäå
S = E(M,A) = M ⊕ A. Òîãäà ïîëó÷èì (k, a, b) = 0, çíà÷èò, K(M) =
Z(M).
á) Ïîñêîëüêó z ∈ Z(M), òî z · idlA[a, b] = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àëãåáðà A

ïðîñòà, ïîëó÷àåì z = z · 1 ∈ zA = z · idlA[a, b] = 0. □

Ëåììà 6. Áèìîäóëü M íàä àëãåáðîé A ñëàáî àëüòåðíàòèâåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b, c ∈ A, x ∈ M è z = (a, a, x). Â ñèëó (14),
z ∈ K(M) è z ∈ Z(M) ïî ëåììå 5. Ïîñêîëüêó

z[a, b] = [za, b] = [(a, a, x)a, b] = [(a, a, ax), b] = 0,

òî (a, a, x)[a, b] = 0. Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A âåðíî

(a, a, x)[c, b] + ∆(a, c, x)[a, b] = 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: a ∈ Z(A) è a /∈ Z(A). Ïîñêîëüêó àëãåáðà A
àëüòåðíàòèâíà õàðàêòåðèñòèêè íå 3, òî Z(A) = K(A) [15].
Åñëè a ∈ Z(A), òî 0 = (a, a, x)[c, b] è (a, a, x) = 0 ïî ëåììå 5. Òåì

ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî åñëè a ∈ Z(A), òî (a, a, x) = 0.
Eñëè a /∈ Z(A), òî (a, a, x)[a, b] = 0 è (a, a, x) = 0.
Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ A, x ∈ M âåðíî

(a, a, x) = 0, ò.å. áèìîäóëü ñëàáî àëüòåðíàòèâåí. □

Èç ëåììû 6 è òåîðåìû 1 ñëåäóåò òåîðåìà 3.

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ïóñòü A � ïîëóïðîñòàÿ êîíå÷íî-
ìåðíàÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-
òûì ïîëåì Φ, ò.å. A = Φe1 ⊕ ... ⊕ Φek, M � áèìîäóëü íàä A â ìíî-
ãîîáðàçèè ñòðîãî (−1, 1)-àëãåáð, ò.å. ðàñùåïëÿåìîå íóëåâîå ðàñøèðåíèå
E(M,A) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî (−1, 1)-àëãåáðîé. Êðîìå òîãî, ïóñòü e ∈ A è
e2 = e, a ∈ A, x ∈ M .
Äîêàæåì ðÿä ñîîòíîøåíèé â àëãåáðå E(M,A). Íåîáõîäèìûå ðàññóæ-

äåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóíêòîâ.
10. Äîêàæåì, ÷òî (e, e, [a, x]) = 0. Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî (5), òîæäåñòâî

ñòðîãîñòè è (14), èìååì

(e, e, [a, x]) = e ◦ (e, e, [a, x]) = 2(e, e, [a, x])e,

îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå.
20. Âåðíî, ÷òî (e, e, x) = 0. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òîæäåñòâî (5) è ï.

10.
30. Äîêàæåì, ÷òî [(e, a, x), e] = 0. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

[(x, y, x), z] = 2[x, (x, y, z)],

äîêàçàííîå â [24], ïîëó÷àåì 0 = [(e, a, e), x] = 2[e, (e, a, x)].
40. Äîêàæåì, ÷òî (e, a, x) = 0. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñíîâà (5) è ï.

30.
50. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî (x, e, a) = 0. Â ñèëó òîæäåñòâ (2) è (3)

èìååì (x, e, a) = (x, e2, a) = (x, e, e ◦ a) = 2(x, e, ea) = 2(x, e, a)e, îòêóäà
ñëåäóåò (x, e, a) = 0.
Èç ïï. 40 è 50 ñëåäóåò àññîöèàòèâíîñòü A-áèìîäóëÿ M . Òåîðåìà 4

äîêàçàíà.
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4.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Åñëè áèìîäóëü M àëüòåðíàòèâåí
íàä àëãåáðîé A = A1 ⊕ ...⊕Ak, òî îí àëüòåðíàòèâåí è êàê áèìîäóëü íàä
êàæäîé èç àëãåáð A1, ..., Ak.
Îáðàòíî, ïóñòü M � àëüòåðíàòèâíûé áèìîäóëü íàä êàæäîé èç àëãåáð

Ai. Òîãäà äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî (x, a1, a2) = 0, (a1, a2, x) = 0 äëÿ ëþáûõ ai ∈ Ai(i = 1, 2), x ∈
M . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðåäñòàâèì â âèäå òðåõ ëåìì.

Ëåììà 7. Âåðíî ðàâåíñòâî (a1, a2, x) = (a2, a1, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [28]), ÷òî â ëþáîé
áèíàðíî (−1, 1)-àëãåáðå âåðíî òîæäåñòâî:

(a2, a, x) = (a, a2, x). (24)

Ëèíåàðèçàöèè ýòîãî òîæäåñòâà èìåþò âèä:

(a2, b, x) + (a ◦ b, a, x) = (a, a ◦ b, x) + (b, a2, x), (25)

(a ◦ b, c, x) + (b ◦ c, a, x) + (c ◦ a, b, x) =
(a, b ◦ c, x) + (b, c ◦ a, x) + (c, a ◦ b, x). (26)

Ïîëîæèì a = a1, b = a2 â (25); òîãäà

(a21, a2, x) + (a1 ◦ a2, a1, x) = (a1, a1 ◦ a2, x) + (a2, a
2
1, x),

çíà÷èò, â ñèëó ðàâåíñòâ AiAj = 0, åñëè i ̸= j, èìååì

(a21, a2, x) = (a2, a
2
1, x).

Â ÷àñòíîñòè,
(e1, a2, x) = (a2, e1, x).

Èñïîëüçóÿ (26), àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

(a1 ◦ e1, a2, x) = (a2, a1 ◦ e1, x),
îòêóäà 2(a1, a2, x) = 2(a2, a1, x), ÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Ëåììà 8. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

a) (x, ei, A) = 0; b) (ei, A, x) = (A, ei, x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ðàâåíñòâî (x, ei, A) = 0 ñëåäóåò èç òîæäåñòâ (1), (2)
è öåíòðàëüíîñòè ýëåìåíòà ei â àëãåáðå A:

(x, e1, a1) = (x, e21, a1) = (x, e1, e1 ◦ a1) = 2(x, e1, a1),

(x, e1, a2) = (x, e21, a2) = (x, e1, e1 ◦ a2) = 0.

b) Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî (e1, a1, x) = 0. Ïîñêîëüêó A1-áèìîäóëü M
àëüòåðíàòèâåí, òî â ñèëó ï. a)

(e1, a1, x) = (x, e1, a1) = 0. (27)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ òðåáóåìûõ â ëåììå ðàâåíñòâ â ñèëó ëåì-
ìû 7 äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî

(e1, a2, x) = 0. (28)
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Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (x, e1, a2) = 0, ñïðàâåäëèâîå â ñèëó ï. a), è ëèíåà-
ðèçàöèþ òîæäåñòâà [a, (a, a, b)] = 0, èìååì

[e1, (e1, x, a2)] = [e1, (e1, x, a2) + (x, e1, a2)] = −[x, (e1, e1, a2)] = 0. (29)

Â ñèëó (5), (27) è (29) èìååì

(e1, a2, x) = (e21, a2, x) = e1(e1, a2, x) + (e1, a2, x)e1 = 2(e1, a2, x)e1,

îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (28). □

Ëåììà 9. Âåðíû ðàâåíñòâà (x, a1, a2) = 0, (a1, a2, x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (2) è öåíòðàëüíîñòè e1:

2(x, a1, a2) = (x, a1 ◦ e1, a2) = (x, a1, e1 ◦ a2) + (x, e1, a1 ◦ a2) = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà ââèäó óíèòàëüíîñòè áèìîäóëÿ äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

(a1, a2, x)ei = 0ïðè âñåõ i = 1, ..., k. (30)

Åñëè i ̸= 1, òî íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà (5) è ëåììû 8 á) èìååì

(a1, a2, x)ei = (a1ei, a2, x) + (a1, ei, [a2, x])− a1(ei, a2, x) = 0.

Åñëè æå i = 1, òî â ñèëó äîêàçàííîãî è ëåììû 7

(a1, a2, x)e1 = (a2, a1, x)e1 = 0.

Òåìà ñàìûì, ðàâåíñòâî (30), à ñ íèì è ëåììû äîêàçàíû. □

Èç ëåììû 9 íåìåäëåííî âûòåêàåò àëüòåðíàòèâíîñòü A-áèìîäóëÿ M ,
÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.

5 Òåîðåìà î êîîðäèíàòèçàöèè

Ïóñòü óíèòàëüíàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà A íàä ïîëåì Φ ñî-
äåðæèò ïîäàëãåáðó S = Mn(Φ), n ≥ 3, ìàòðèö íàä Φ ñ îáùåé åäèíèöåé.
Äîïóñòèì, ÷òî A � àññîöèàòèâíûé S-áèìîäóëü. Òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîé ñóììîé ðåãóëÿðíûõ S-áèìîäóëåé

A =
⊕
i

Sei,

ãäå [ei, S] = 0, (ei, S, S) = (S, ei, S) = 0. Îáîçíà÷èì Φ-ïîäïðîñòðàíñòâî,
ïîðîæäåííîå âñåìè ýëåìåíòàìè ei, ÷åðåç E. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

E = {e ∈ A|[e, S] = 0}.
Ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî íèæå áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé.
Ïîñêîëüêó e12 = [e12, e11] è e11 − e22 = [e12, e21], òî ïðîñòðàíñòâî [S, S]

ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè e11− eii, ejk, i ̸= 1, j ̸= k. Ýòèõ ýëåìåíòîâ ðîâíî
n2− 1 è îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó S = Φ1+ [S, S]. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî S = Φ1 + [[S, S], S].
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Ëåììà 10. Âåðíî ðàâåíñòâî

(A,A, S) = 0. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñþäó íèæå x, y ∈ A, a, b ∈ S. Â ñèëó (5) è àññîöèà-
òèâíîñòè S-áèìîäóëÿ A ïîëó÷àåì

(x, y, [a, b]) = 0.

Ïîñêîëüêó (x, y, 1) = 0, òî â ñèëó ðàâåíñòâà S = Φ1 + [S, S] ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå. □

Ëåììà 11. Âåðíî ðàâåíñòâî

(A,E,E) = 0. (32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñþäó íèæå e, e′ ∈ E, a, b ∈ S, x ∈ A. Â ñèëó ëèíåàðè-
çîâàííîãî òîæäåñòâà (6) è (31) èìååì

0 = ((x, e, e′), a, b) + ((x, a, e′), e, b) + ((x, e, b), a, e′) + ((x, a, b), e, e′)

+(x, e, e′)[a, b] + (x, a, e′)[e, b] + (x, e, b)[a, e′] + (x, a, b)[e, e′]

= (x, e, e′)[a, b].

Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî (x, e, e′)S′ = 0, ãäå S′ � êîììóòàòîðíûé èäåàë
àëãåáðû S, çíà÷èò, (x, e, e′) = 0. □

Ëåììà 12. Âåðíî ðàâåíñòâî

(A,A,A) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ (9), (31) è (32), ìû ïîëó÷àåì

2(x, ae, e′) = 2(x, e, e′)a+ 2(x, a, e′)e+ (x, [a, e], e′)

+(x, a, [e′, e]) + (x, e, [e′, a]) = 0,

îòêóäà

(A,A,E) = 0. (33)

Íàêîíåö, â ñèëó ðàâåíñòâ (4), (31) è (33) èìååì

(x, ae, be′) = −(x, be′ · e, a) + (x, e, be′)a+ (x, e, a)be′ = 0,

÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. □

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî àëãåáðà A àññîöèàòèâíà. Òîãäà âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â A, è A ∼= S⊗E. Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.
Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 6.
Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ òîæäåñòâó

(x, y, [x, y])σ = 0. (34)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà A óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
(34) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïðèñîåäèíåííàÿ àëãåáðà A(−) áèíàðíî
ëèåâà.
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Ðàññìîòðèì óíèòàëüíûéM-áèìîäóëüM íàä àëãåáðîé S = Mn(Φ), n ≥
3. Äîêàæåì, ÷òî M àññîöèàòèâåí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗ ïîäàëãåáðó â àë-
ãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé EndΦ(M), ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè
ïðàâîãî è ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû èç S. Ââåäåì ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå ìàòðè÷íûõ åäèíèö àëãåáðû S. Èñïîëü-
çóÿ ëåììó 4 èç [?], ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî àëãåáðà S∗ êîíå÷íîìåðíà. Âîçüìåì
m ∈ M è ðàññìîòðèì áèìîäóëü mS∗ íàä S. Òîãäà mS∗ ÿâëÿåòñÿ òàêæå
êîíå÷íîìåðíûì áèíàðíî ëèåâûì áèìîäóëåì íàä ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè
[S, S] áåññëåäíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ≥ 3. Â ñèëó [8], ëåììà 11, áèìîäóëü
mS∗ íàä àëãåáðîé [S, S] ÿâëÿåòñÿ ëèåâûì. Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâà (8) îí
ÿâëÿåòñÿ (−1, 1)-áèìîäóëåì íàä àëãåáðîé S è ïî òåîðåìå 3 îí àëüòåðíà-
òèâåí, çíà÷èò, àññîöèàòèâåí. Òåì ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî áèìîäóëü M íàä
àëãåáðîé S òàêæå àññîöèàòèâåí.
Èç ñêàçàííîãî è òåîðåìû 6 íåìåäëåííî âûòåêàåò óêàçàííîå ñëåäñòâèå.

6 Êîíòðïðèìåðû

6.1. Íåðàçëîæèìûé íåóíèòàëüíûé (−1, 1)-áèìîäóëü íàä îñíîâ-

íûì ïîëåì Φ. Íàïîìíèì, ÷òî áèìîäóëü íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì,
åñëè îí íå ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîé ñóììû ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïîäìî-
äóëåé.
Ðàññìîòðèì ïîëóïðîñòóþ àëãåáðó A = Φ · e ñ åäèíèöåé e è 2-ìåðíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñîì v1, v2 è äåéñòâèåì

(αe) · v1 = αv2, (αe) · v2 = 0,

v1 · (αe) = α(v1 + v2), v2 · (αe) = 0,

ãäå α ∈ Φ. Ïîëàãàÿ L = Le, R = Re, è èñïîëüçóÿ ïðàâóþ ôîðìó çàïèñè,
óêàæåì ìàòðèöû ýòèõ îïåðàòîðîâ â áàçèñå v1, v2 (ìû íå äåëàåì ðàçëè÷èé
â îáîçíà÷åíèÿõ îïåðàòîðîâ è èõ ìàòðèö):

L = e12, R = e11 + e12, ãäå eij � ìàòðè÷íûå åäèíèöû.

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâîé àëüòåðíàòèâíîñòè áèìîäóëÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ëþ-
áîãî v ∈ V äîêàçàòü ðàâåíñòâà

(v, e, e) = 0, (e, e, v) + (e, v, e) = 0. (35)

Â îïåðàòîðíîé ôîðìå îíè ïðèíèìàþò âèä R2 = R è

L− L2 + LR−RL = e12 + e12(e11 + e12)− (e11 + e12)e12 = 0,

çíà÷èò, áèìîäóëü V ïðàâîàëüòåðíàòèâåí. Êðîìå òîãî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
V ÿâëÿåòñÿ (−1, 1)-áèìîäóëåì íàä A. Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëÿþùåå ñîîò-
íîøåíèå (12): (v, a, b)+(a, b, v)+(b, v, a) = 0 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå âòîðîãî
ðàâåíñòâà èç (35).
Çàìåòèì, ÷òî áèìîäóëü V íåàëüòåðíàòèâåí: L− L2 = L ̸= 0.
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Ïîêàæåì, ÷òî îí íåðàçëîæèì; ó íåãî èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîäìî-
äóëü, ñîâïàäàþùèé ñ îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì âåê-
òîðîì v2. Äîïóñòèì, ÷òî îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî U ñ áàçèñíûì ýëåìåí-
òîì v1 + βv2 ÿâëÿåòñÿ A-ïîäìîäóëåì. Òîãäà U ñîäåðæèò ýëåìåíòû

(v1 + βv2)e = v1 + v2, e(v1 + βv2) = v2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîìåðíîñòè U .

6.2. Íåðàçëîæèìûé óíèòàëüíûé (−1, 1)-áèìîäóëü íàä 2-ìåðíîé
ðàñùåïëÿåìîé êîìïîçèöèîííîé àëãåáðîé. Ðàññìîòðèì ïîëóïðî-
ñòóþ àëãåáðó A = Φe1 ⊕ Φe2 (ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ïîëåé), 2-ìåðíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñ áàçèñîì v1, v2 è äåéñòâèåì

v1L = v2, v2L = 0, v1R = v1 + v2, v2R = 0,

ãäå L = Le1 , R = Re1 , 1 = e1+e2 äåéñòâóåò óíèòàëüíî, ò.å. v·1 = 1·v = v.
Äàëåå,

L = e12, R = e11 + e12.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ (−1, 1)-áèìîäóëåì íàä A. Êàê ïðàâàÿ àëü-
òåðíàòèâíîñòü áèìîäóëÿ, òàê è ïðîâåðêà ðàâåíñòâà (12) ñâîäèòñÿ ê ïðî-
âåðêå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ V :

(v, e1, e1) = 0, (e1, e1, v) + (e1, v, e1) = 0.

Èìååì â îïåðàòîðíîé ôîðìå R2 = R è

L− L2 + [L,R] = e12 + [e12, e11 + e12] = e12 + [e12, e11] = 0.

Äîêàæåì, ÷òî áèìîäóëü V íåðàçëîæèì. Çàìåòèì, ÷òî Φv2 ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì ïîäáèìîäóëåì íàä A. Ïóñòü U � ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé
ýëåìåíòîì u = v1 + αv2, ãäå α ∈ F . Òîãäà uL = v1L + αv2L = v2 ∈ U ,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî U = V . Òåì ñàìûì, äîêàçàíî, ÷òî A-áèìîäóëü V
íåðàçëîæèì.
Çàìåòèì, ÷òî áèìîäóëü V íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî àëüòåðíàòèâíûì:

(e1, e1, v1) = e1v1 − e1(e1v1) = v2 − e1v2 = v2;

îí òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî (−1, 1)-áèìîäóëåì, òàê êàê

[v1, e1] = (v1 + v2)− v2 = v1.

6.3. Íåðàçëîæèìûé óíèòàëüíûé (−1, 1)-áèìîäóëü íàä êâàäðà-

òè÷íûì ðàñøèðåíèåì Φ(
√
λ). Ïóñòü A = Φ(c) � ïîëå, ÿâëÿþùå-

åñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ Φ), ãäå c2 = λ · 1 è
λ ∈ Φ, c /∈ Φ. Ðàñùåïëÿåìîå íóëåâîå ðàñøèðåíèå â ìíîãîîáðàçèè (-
1,1)-àëãåáð 1-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Φ · x è àëãåáðû A, äåéñòâóþùåé
óíèòàëüíî, ÿâëÿåòñÿ 6-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V0 ñ áàçèñîì
f1, f2, g1, g2, h1, h2:

f1 = x, f2 = [c, x], g1 = (c ◦ x)c, g2 = x ◦ c,

h1 = (c, c, x), h2 = (c, c, x)c.
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Óìíîæåíèå íà ýëåìåíò c çàäàííî ïðàâèëàìè:

f1c = −1

2
f2 +

1

2
g2, cf1 =

1

2
f2 +

1

2
g2,

f2c = −2λf1 + g1, cf2 = 2λf1 − g1 − 2h1,

g1c = cg1 = λg2, g2c = cg2 = g1,

h1c = ch1 = h2, h2c = ch2 = λh1.

Åñëè áû A-áèìîäóëü V0 áûë âïîëíå ïðèâîäèì, òî îí ÿâëÿëñÿ áû ïðÿ-
ìîé ñóììîé íåïðèâîäèìûõ A-ïîäáèìîäóëåé, à êàæäûé òàêîé áèìîäóëü
àëüòåðíàòèâåí â ñèëó òåîðåìû 2, çíà÷èò, àññîöèàòèâåí; íî ýòî íå òàê. Òà-
êèì îáðàçîì, êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Φ îáëàäàåò (−1, 1)-áèìîäóëåì,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåïðèâîäèìûõ ïîäáèìîäóëåé.
Êðîìå òîãî, âñÿêèé A-áèìîäóëü (äëÿ ëþáîé àëãåáðû A) ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé ñóììîé íåðàçëîæèìûõ A-ïîäáèìîäóëåé, çíà÷èò, ñóùåñòâóþò íåàñ-
ñîöèàòèâíûå íåðàçëîæèìûå A-áèìîäóëè. Óêàæåì òàêîé 4-ìåðíûé áèìî-
äóëü.
Ïîêàæåì, ÷òî A-áèìîäóëü V0 ðàçëîæèì, ò.å. V0 = V ⊕ V ′, ãäå

V = ⟨e1, . . . , e4⟩, V ′ = ⟨g1, g2⟩,

e1 := −2λf1 + g1, e2 := f2, e3 := h1, e4 := h2.

ßñíî, ÷òî V ∩ V ′ = 0. Êðîìå òîãî, V ′ ÿâëÿåòñÿ A-ïîäáèìîäóëåì. Ïî-
ñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

e1c = λe2, ce1 = −λe2,

e2c = e1, ce2 = −e1 − 2e3,

e3c = ce3 = e4, e4c = ce4 = λe3.

òî V òàêæå ÿâëÿåòñÿA-ïîäáèìîäóëåì. Äîêàæåì, ÷òîA-áèìîäóëü V íåðàç-
ëîæèì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ îïåðàòîð vφ = (c, c, v); òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

e1φ = −2λe3, e2φ = 2e4, eiφ = 0 (i = 3, 4). (36)

Ïðîâåðèì òîëüêî ïåðâîå ñîîòíîøåíèå:

e1φ = (c, c, e1) = c2e1 − c(ce1) = λe1 − c(−λe2)

= λe1 + λ(ce2) = λe1 + λ(−e1 − 2e3) = −2λe3.

10. Ïîëîæèì U = ⟨e3, e4⟩. Äîêàæåì, ÷òî Ker(φ) = U .
Â ñèëó (36) èìååì: e3, e4 ∈ Ker(φ). Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Åñëè v :=
∑4

i=1 αiei ∈ Ker(φ), ãäå αi ∈ Φ, òî α1e1 + α2e2 ∈ Ker(φ) è â
ñèëó (36)

0 = α1e1φ+ α2e2φ = −2α1λe3 + 2α2e4.

Çíà÷èò, α1 = α2 = 0 è v = α3e2 + α4e4, òî åñòü Ker(φ) ⊆ ⟨e3, e4⟩.
Èòàê, Ker(φ) = U . Çàìåòèì, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ A-ïîäáèìîäóëåì â V .
20. Äîêàæåì, ÷òî V íå èìååò îäíîìåðíûõ (íàä Φ) A-ïîäáèìîäóëåé.
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Ïóñòü ⟨v⟩ � îäíîìåðíûé A-áèìîäóëü. Òîãäà vc = γv, cv = δv äëÿ
íåêîòîðûõ γ, δ ∈ Φ. Èìååì:

(c, v, c) = (cv)c− c(vc) = γδv − δγv = 0.

Äàëåå, λv = vc2 = (vc)c = γvc = γ2v, çíà÷èò, λ = γ2, ÷òî íåâîçìîæíî. Ï.
20 äîêàçàí.
Çàìåòèì, ÷òî áèìîäóëüW íàä àëãåáðîéA àññîöèàòèâåí òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà W ⊆ Ker(φ). Èç ïï. 10, 20 âûòåêàåò
30. Áèìîäóëü V ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé àññîöèàòèâíûé

ïîäáèìîäóëü U .
40. Äîêàæåì, ÷òî âñÿêèé íåàññîöèàòèâíûé ïîäáèìîäóëü W â V ñîäåð-

æèò U . Â ñàìîì äåëå, 0 ̸= Wφ ⊆ W ∩ U . Îòñþäà â ñèëó ï. 20 ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå.

50. Òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü íåðàçëîæèìîñòü áèìîäóëÿ V . Äîïóñòèì,
÷òî V = V1 ⊕ V2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåíóëåâûõ ïîäáèìîäóëåé V1 è
V2. Ýòè ïîäìîäóëè 2-ìåðíû êàê ïîäïðîñòðàíñòâà íàä Φ. Íî òîãäà â ñèëó
ïï. 30 è 40 êàæäûé èç íèõ ñîâïàäàåò ñ U , ÷òî íåâîçìîæíî.

6.4. Íåðàçëîæèìûé óíèòàëüíûé ñòðîãî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä ïî-
ëåì Φ(t) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü Φ(t) � ïîëå äðîáíî-ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé íàä Φ; êðîìå òîãî, ïóñòü f, g, h, ..., ξ, η ∈ Φ(t); V �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Φ ñ áàçèñîì x, y, z. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî M = V ⊗ΦΦ(t) íàä ïîëåì Φ; áóäåì ïèñàòü xf âìåñòî x⊗f .
Ïðåâðàòèì M â áèìîäóëü íàä Φ(t), îïðåäåëèâ äåéñòâèÿ:

xη · ξ = x(ξη), ξ · xη = x(ξη) + y(ξ′η) + z(ξ′′η + ξ′η′),

yη · ξ = ξ · yη = y(ξη), zη · ξ = ξ · zη = z(ξη),

ãäå f ′ � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé t. Çàìåòèì, ÷òî áèìîäóëü
M óíèòàëåí.
Òåì ñàìûì, ðàñùåïëÿåìîå íóëåâîå ðàñøèðåíèå S = M ⊕ Φ(t) ÿâëÿ-

åòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðîé íàä ïîëåì Φ. Äîêàæåì, ÷òî S � ñòðîãî (−1, 1)-
àëãåáðà. ßñíî, ÷òî yξ, zξ ∈ Z(S). Çíà÷èò, [S, S] = [M,Φ(t)] ⊆ yΦ(t) +
zΦ(t) ⊆ Z(S), îòêóäà [[S, S], S] = 0. Êðîìå òîãî, Φ(t)-áèìîäóëüM⊗ΦΦ(t)
àññîöèàòèâåí ñïðàâà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ïðàâîé àëüòåðíàòèâ-
íîñòè àëãåáðû S äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî

(f, xg, h) + (f, h, xg) = 0.

Âû÷èñëèì êàæäûé èç ýòèõ àññîöèàòîðîâ:

(f, xg, h) = (f · xg) · h− f · x(gh) =
x(fgh) + y(f ′gh) + z(f ′′gh+ f ′g′h)

−
(
x(fgh) + y(f ′gh) + z(f ′′gh+ f ′(gh)′)

)
=

z(f ′g′h− f ′(gh)′) = −z(f ′gh′),
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(f, h, xg) = (fh) · (xg)− f · (h · (xg)) =
x(fhg) + y

(
(fh)′g

)
+ z

(
(fh)′′g + (fh)′g′

)
− f ·

(
x(hg) + y(h′g) + z(h′′g + h′g′)

)
=

z(f ′′hg + 2f ′h′g + fh′′g + f ′hg′ + fh′g′

− f ′′hg − f ′h′g − f ′hg′ − fh′′g − fh′g′) = z(f ′h′g).

Çíà÷èò, àëãåáðà S ïðàâîàëüòåðíàòèâíà, è òåì ñàìûì äîêàçàíî, îíà ñòðî-
ãî (−1, 1)-àëãåáðà. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà S íåàññîöèàòèâíà. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì àññîöèàòîð (t, t, x). Ïîñêîëüêó

t2 · x = t2 · x1 = xt2 + 2yt+ 2z, t(tx) = xt2 + 2yt+ z,

òî (t, t, x) = z.
Ïî òåîðåìå 1 íåïðèâîäèìûé áèíàðíî (−1, 1)-áèìîäóëü íàä ïðîñòîé

àëüòåðíàòèâíîé àëãåáðîé àëüòåðíàòèâåí, çíà÷èò, ñòðîãî (−1, 1)-áèìîäóëü
íàä ïîëåì àññîöèàòèâåí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ(t)-áèìîäóëüM íå ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå ïðèâîäèìûì.
Ïîêàæåì, ÷òî Φ(t)-áèìîäóëüM íåðàçëîæèì. Ïóñòü N � ïîäáèìîäóëü

â M , ñîäåðæàùèé ýëåìåíò n = xf + u ∈ N, 0 ̸= f ∈ A = Φ(t), ãäå
u ∈ Z(M) = yA+zA. Òîãäà n′ = nf−1 = x+u′ ∈ N, u′ ∈ Z(A). Ïîñêîëüêó
[t, x] = y, (t, t, x) = z, òî y = [t, n′], z = (t, t, n′) ∈ N , çíà÷èò, Z(M) ⊆ N .
Òîãäà x ∈ N è N = M .
Îòìåòèì, ÷òî Φ(t)-áèìîäóëü M íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî àëüòåðíàòèâíûì.
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