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Abstract: We consider local probabilities of large deviations for
random walk

S0 = 0, Sn = Sn−1 +Xn, n ∈ N,

in random environment p. We assume that p is a sequence of
independent identically distributed variables and for fixed η and
S0, . . . , Sn the random variable Xn+1 is equal to 1 or −1 with
probability pSn and 1− pSn . Denote

T0 := 0, T−k := min{j ∈ N : Sj = −k}, k ∈ N.

We suppose that E ln((1− p0)/p0) < 0. Under these assumptions,
we find the asymptotic representation for local probabilities P (T−n = k)
as n tends to infinity and k/n belongs to a fixed compact.
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1 Введение

Пусть pi, i ∈ Z, – независимые и одинаково распределенные (н.о.р.)
случайные величины со значениями в интервале (0, 1) и p = {pi}i∈Z.
Положим qi := 1− pi. Пусть S0 = 0,

P(Sj+1 = i+ 1|X1, . . . , Xj , Sj = i,p) = pi,

P(Sj+1 = i− 1|X1, . . . , Xj , Sj = i,p) = qi, j ∈ N, i ∈ Z.

Последовательность случайных величин {Sn}n≥0 называется случай-
ным блужданием в случайной среде (СБСС), а случайный элемент p
называют случайной средой.

Первые шаги по исследованию СБСС были предприняты в работе [5],
где были получены критерии возвратности и транзиентности блужда-
ния.

Предельные теоремы для СБСС были получены в работе [1]. Прин-
цип больших уклонений (ПБУ) для СБСС впервые получен в работе [2].
Отметим также работу [3], в которой содержатся интересные уточнения
результатов работы [2].

Дальнейшее обобщение ПБУ для СБСС содержится в работе [4]. В
указанной работе рассмотрен случай, когда среда не является последо-
вательностью н.о.р. величин, в котором получены ПБУ при фиксации
среды и без, а также функциональный ПБУ.

Положим

γ := E ln

(
qi
pi

)
(1)

и введем последовательность, вообще говоря, несобственных случайных
величин

T0 := 0, T−n := min{k ∈ N : Sk = −n}, n ∈ N. (2)

Из результатов работы [5] вытекает, что в случае γ < 0 величины T−i, i ∈
N, с положительной вероятностью принимают значение +∞, а именно

P(T−1 = +∞) = P(Si ≥ 0, i ≥ 0) > 0.

Однако, вероятность события {T−n = k} положительна (при таких на-
туральных k, n, что k ≥ n и n− k четно) и поддается исследованию.

В работе [6] автора исследовались локальные вероятности больших
уклонений для момента Tn, то есть далекого высокого уровня. Резуль-
таты текущей работы дополняют это исследование.

В настоящей работе получены точные асимптотики вероятностей боль-
ших уклонений для величин T−i, а именно, доказано соотношение

P(T−n = k) ∼ F (k/n)√
n

exp

(
−L

(
k

n

)
n

)
, n→∞, (3)
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которое выполняется равномерно по k ∈ N : k/n ∈ K ′ ⊂ B′ и n − k
четно. Здесь K ′ – произвольный подкомпакт открытого множества B′.
Множество B′, а также функции F и L будут введены ниже.

Для исследования вероятностей P(T−n = k) мы покажем, что вели-
чины T−k, k ∈ N, обладают регенерационной структурой (см. раздел 2),
причем регенерация является несобственной.

Таким образом, для исследования точных асимптотик вероятностей
больших уклонений применимы результаты работы [7]. Данная работа
автора дополняет результаты работы [8] в случае несобственной регене-
рации. В работе [7] получено соотношение (3), однако, необходимое усло-
вие Крамера, а также выражения функций F и L получены в терминах
совместного распределения некоторого случайного вектора, который в
разделе 2 мы назовем циклом регенерации.

Для альтернативного выражения функций F и L в соотношении (3)
и проверки условия Крамера мы воспользуемся результатом работы [9].

Работа организована следующим образом. Регенерационная структу-
ра последовательности величин {T−n}n≥0 исследуется в разделе 2. В раз-
деле 3 содержатся предварительные сведения и введены основные обо-
значения. Основная теорема и ее доказательство содержатся в разделе
4. В разделе 5 доказаны вспомогательные утверждения.

2 Регенерационная структура величин T−n

Определение. Будем говорить, что величины T−n, n ∈ N, обладают
регенерационной структурой, если найдется такое вероятностное про-
странство

(
Ω̂, F̂ , P̂

)
, на котором заданы:

1) последовательность н.о.р. случайных векторов (ξi, ηi), i ∈ N;
2) такая последовательность с.в. T̂n, n ∈ N, что при каждом n ∈ N

распределения случайных величин T−n и T̂n совпадают, причем
величины T̂n имеют вид:

T̂n =

Nn∑
i=1

ξi + ζn, Nn := max

k ∈ N :

k∑
j=1

ηj ≤ n

 , (4)

где максимум пустого множества полагаем равным нулю;
3) такая последовательность случайных величин {ζn}n≥0, что при

каждом натуральном l выполнено соотношение

P̂

ζn = r

∣∣∣∣∣∣(ξi, ηi) = (xi, yi), i ≤ l,
l∑

j=1

ηj = n− k, ηl+1 > k

 =: Pζ(r, k),
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то есть при каждом натуральном n и каждом натуральном l рас-
пределение величины ζn при условии события(ξi, ηi) = (xi, yi), i ≤ l,

l∑
j=1

ηj = n− k, ηl+1 > k

 , l ∈ N,

зависит только от k, но не от значений (xi, yi), i ≤ n− k.
Определение 1. Регенерацию назовем несобственной, если η1 – это
несобственная случайная величина, а именно,

P̂(η1 < +∞) ∈ (0, 1).

Определение 2. Распределением цикла регенерации назовем совмест-
ное распределение случайного вектора (ξ1, η1).

Покажем, что величины T−n, n ∈ N, определенные соотношением (2),
обладают несобственной регенерацией.

Пусть на пространстве
(
Ω̂, F̂ , P̂

)
задана такая последовательность

н.о.р. случайных величин

p̂ = {p̂k}k∈Z, q̂k := 1− p̂k, k ∈ Z,
что p̂0 совпадает по распределению со случайной величиной p0, которая,
напомним, была ранее определена в разделе 1.

Пусть на пространстве
(
Ω̂, F̂ , P̂

)
задан случайный процесс {Zk, k ≥ 0},

который является ветвящимся процессом в случайной среде с иммигра-
цией в одну частицу, а именно,

Z0 := 0, Zk+1 :=

1+Zk∑
j=1

κk,j , k ∈ N. (5)

Здесь случайные величины κk,j , k, j ≥ 0, при фиксации среды p̂ незави-
симы и имеют геометрическое распределение

P̂(κk,j = l|p̂) := (p̂k)
lq̂k, l ∈ {0, 1, 2 . . .}. (6)

Заметим, что процесс {Zk, k ≥ 0} является однородной цепью Маркова
с пространством состояний {0, 1, 2, . . .}.

Введем на пространстве
(
Ω̂, F̂ , P̂

)
последовательность н.о.р. случай-

ных векторов (ξi, ηi), i ∈ N. Положим

τ0 := 0, τi := min {k > τi−1 : Zk = 0} , i ∈ N,

ηi := τi − τi−1, ξi := ηi + 2

τi∑
j=τi−1

Zj . (7)

Замечание. Марковская цепь {Zn, n ≥ 0} является невозвратной
при γ < 0. Величина γ была определена ранее как

γ = E ln(q0/p0) = Ê ln(q̂0/p̂0).
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Для определения на пространстве
(
Ω̂, F̂ , P̂

)
величин T̂n нам потребу-

ются дополнительные обозначения. Положим при каждом натуральном
n

Zk(n) := Zk, 0 ≤ k ≤ n, Zk+1(n) :=

1+Zk∑
j=2

κk,j , k > n.

При каждом натуральном n процесс {Zi(n), i ≥ 0} является ветвящимся
процессом в случайной среде с иммиграцией в одну частицу в первых n
поколениях.

Положим

T̂n := n+ 2
+∞∑
i=0

Zi(n), n ∈ N. (8)

В силу невозвратности цепи {Zn, n ≥ 0} величины T̂n с положительной
вероятностью равны +∞. Однако, конечные значения также принима-
ются с ненулевой вероятностью, например,

P̂
(
T̂n = n

)
= P̂(Z1 = 0, . . . , Zn = 0) =

= Ê
(
P̂p̂(Z1 = 0, . . . , Zn = 0)

)
= Ê

n∏
k=1

q̂k =
(
Êq̂0

)n
> 0.

Заметим, что величины T̂n допускают представление:

T̂n =

Nn∑
j=1

ξj + ζn, n ∈ N, (9)

где в силу марковского свойства цепи {Zn, n ≥ 0} при каждом нату-
ральном l выполнено

P̂ (ζn = r|(ξi, ηi) = (xi, yi), i ≤ l, τl = n− k, ηl+1 > k) =

= Pζ(r, k) = P̂
(
T̂k = r|k < η1 < +∞

)
. (10)

Для доказательства наличия регенерационной структуры величин T−n
остается показать, что при каждом n распределения величин T−n и T̂n
совпадают. Справедливо следующее утверждение (см., например, работу
[10]).

Лемма 1. При любых n, k ∈ N справедливо соотншение

P(T−n = k) = P̂
(
T̂n = k

)
. (11)

Таким образом, наличие регенерационной структуры для величин T−n, n ∈
N, доказано. Отметим, что регенерация является несобственной, так как
цепь {Zn, n ≥ 0} является невозвратной.
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3 Предварительные сведения

Сформулируем полученные ранее результаты об асимптотике веро-
ятностей больших уклонений для величин, обладающих несобственной
регенерационной структурой.

Ниже мы приведем элементы общей теории, но чтобы не вводить до-
полнительных обозначений, будем использовать обозначения, введенные
в разделе 2, которые в дальнейшем применим для частной задачи, по-
ставленной в разделе 1.

Пусть величины T̂n обладают несобственной регенерационной струк-
турой вида (4). Положим

R(h, t) := E (exp(hξ1 + tη1); η1 < +∞) =
+∞∑
k=0

exp(tk)E (exp(hξ1); η1 = k) ,

(12)

r̂k(h) :=
∑
r

exp(hr)Pζ(r, k), R̂(h, t) :=

+∞∑
k=0

exp(tk)r̂k(h)P(k < η1 < +∞).

(13)

Введем множество

B := int{h ∈ R : ∃t 1 < R(h, t) < +∞}.

На множестве B зададим неявную функцию t0(h) соотношением:

t0(h) : R(h, t0(h)) = 1, h ∈ B,

и положим

Ĝ(h) := R̂(h, t0(h)).

Пусть

B̂ := int
{
h ∈ B : Ĝ(h) < +∞

}
, B̂′ :=

{
−t′0(h) : h ∈ B̂

}
.

Помимо условий на функции R(h, t) и R̂(h, t) в работе [7] накладыва-
ются условия на носитель распределения вектора (ξ1, η1).

Определение 3. Несобственное распределение вектора (ξ1, η1) назовем
сильно арифметическим, если выполнены следующие условия.

1) распределение невырождено, то есть для произвольных c1, c2 ∈
R, (c1, c2) 6= (0, 0) случайная величина c1ξ1 + c2η1 не является
константой.

2) распределение вектора сильно решетчато, то есть найдутся
матрица S и вектор b, что

P
(
(ξ1, η1) ∈ b+ SZ2|η1 < +∞

)
= 1.

Будем считать, что b и S выбираются таким образом, что S
имеет наибольший возможный определитель.
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3) решетка распределения (ξ1, η1) ”вертикальна”, то есть матри-
ца S может быть выбрана такой, что S1,2 = S2,1 = 0. Элемент
S2,2 равен единице, иными словами условное распределение вели-
чины η1 при условии события {η1 < +∞} является арифмети-
ческим. Величину S1,1 будем обозначать qξ и называть показа-
телем решетчатости.

4) величину b в 2) можно выбрать равной 0.
5) для произвольного k ∈ N ∪ {0} выполнено следующее соотноше-

ние: если Pζ(r, k) > 0, то r ∈ qξZ.

В работе [7] в определении сильно арифметического распределения не
было условия 5), так как не рассматривались более общие регенерацион-
ные структуры. Аналогом этого условия является условие LC3) работы
[9].

Дополнительно отметим, что условие 3) в работе [7] вводится более
общо, нет требования S2,2 = 1 (в многомерном случае Sd+1,d+1 = 1, где
d – размерность вектора ξ1).

Сформулируем результат работы [7] (теорема 1, часть 2).

Теорема 1. Пусть величины T̂n обладают регенерационной структу-
рой вида (4), причем вектор (ξ1, η1) имеет сильно арифметическое рас-
пределение с показателем решетчатости qξ. Пусть множество B̂′

непусто. Тогда справедливо соотношение

P
(
T̂n = k

)
∼ F (k/n)√

n
exp

(
−L

(
k

n

)
n

)
, n→∞. (14)

Соотношение выполняется равномерно по таким k = k(n) ∈ N : k/n ∈
K ′ и k − n четно, где K ′ – произвольный подкомпакт множества B̂′.

Здесь

L(θ) := θhθ + t0(hθ), F (θ) := qξG(hθ), hθ : −t′0(hθ) = θ, θ ∈ B̂′,

(15)

G(h) :=
α(h)Ĝ(h)√
2π(−t′′0(h))

, α(h) := (R′t(h, t)|h,t0(h))
−1, h ∈ B̂.

(16)

В дальнейшем нам потребуется следующая теорема, полученная в ра-
боте [9]. Чтобы избежать дополнительных обозначений, сформулируем
ее в терминах настоящей статьи. Введем события

Cn :=

+∞⊔
j=1

{η1 + . . .+ ηj = n}, n ∈ N. (17)

Теорема 2. Пусть случайные величины T̂n обладают регенерационной
структурой вида (4), причем вектор (ξ1, η1) имеет арифметическое
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распределение с показателем решетчатости qξ. Пусть H ⊂ R – неко-
торое открытое множество. Предположим, что для произвольного
подкомпакта K ⊂ H найдется такое δ = δ(K) ∈ (0, 1), что выполнены
следующие соотношения

E
(
exp

(
hT̂n

)
; Cn

)
= ρn(h)(ρ0(h) + δno(1)), (18)

r̂n(h)P(n < η1 < +∞) = ρn(h)(δno(1)), n→∞, (19)

где o(1) равномерно мало при h ∈ K, функция ρ(h) положительна и
непрерывна на H, а функция ρ0(h) положительна, ограничена и отде-
лена от нуля на K. Тогда справедливо соотношение (14), и

ρ(h) = exp(−t0(h)), α(h) = ρ0(h). (20)

В работе [7] рассматривался более частный случай несобственной ре-
генерации, а именно, Pζ(0, k) = 1, k = 0, 1, 2, . . . или r̂k(h) = 1. Однако,
асимптотика вероятностей P

(
T̂n = k

)
претерпит незначительные изме-

нения: изменится функция D2(θ) (заданная в работе [7] соотношением
(3.7)), которая приобретет вид

qξ

√
2π(−t′′0(hθ))α(hθ)Ĝ(hθ, t0(hθ)),

и зона уклонений, а именно множество допустимых значений θ = k/n.
В работе [7] таковой является множество

int{−t′0(h) : t0(h) < 0, h ∈ B},
то есть множество таких θ, при которых функция D2(θ) < +∞. В более
общем случае этому множеству соответствует

int
{
−t′0(h) : Ĝ(h, t0(h)) < +∞, h ∈ B

}
= B̂′.

Отметим, что введенные в разделе 2 случайный вектор (ξ1, η1) и рас-
пределения {Pζ(r, k), r ∈ Z}, k ≥ 0, не удовлетворяют определению силь-
ной арифметичности. Однако, переходя от величин T̂n к T̂n−n, нетрудно
показать, что величины T̂n − n обладают регенерационной структурой,
то есть могут быть представлены в следующем виде:

T̂n − n =

Nn∑
i=1

ξ̃i + ζ̃n, Nn = max

k ∈ N :
k∑
j=1

ηj ≤ n

 .

Здесь для произвольного i ∈ N и k ∈ N ∪ {0}

ξ̃i = ξi−ηi = 2

ηi∑
j=ηi−1

Zj , P
ζ̃
(r, k) = Pζ(k+r, k) = P̂

(
T̂k − k = r

∣∣∣ k < η1 < +∞
)
.

Случайный вектор
(
ξ̃1, η1

)
и набор распределений P

ζ̃
(r, k) удовлетворя-

ют определению сильной арифметичности, и показатель решетчатости
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равен 2, следовательно, для доказательства соотношения (3) и отыска-
ния фигурирующих в нем функций F и L применимы теоремы 1 и 2.

Таким образом, доказательство основного соотношения (3) сводится
к проверке условий теоремы 2, так как наличие несобственной регенера-
ционной структуры величин {T−n}n≥0 уже доказано в разделе 2.

4 Основная теорема

Основным результатом настоящей работы является следующая теоре-
ма.

Теорема 3. Пусть последовательность случайных величин {T−n}n≥0
задана соотношением (2) и E ln(q0/p0) < 0. Тогда при n→∞ выполнено
соотношение

P(T−n = k) ∼ F (k/n)√
n

exp

(
−L

(
k

n

)
n

)
, (21)

соотношение выполнено равномерно по таким k, что (n−k) – четно при
всех n и отношение k/n принадлежит некоторому компакту K ′ ⊂ B′.
Здесь, как и прежде,

L(θ) = θhθ − ln ρ (hθ) , hθ : (ln ρ)′(hθ) = θ, θ ∈ B′, (22)

B′ := {(ln ρ)′(h) : h < 0}, F (θ) =
2G(hθ)√

2π((ln ρ)′′(hθ))
, (23)

G(h) = ρ0(h)
+∞∑
k=0

ρ−k(h)Ê exp
(
hT̂k; k < η1 < +∞

)
. (24)

Функции ρ(h) и ρ0(h) определены соотношением (39), фигурирующие в
нем функция λ(h) и элементы ψh и fh определены соотношением (35).

Отметим, что выражения для функций уклонений L(θ) могут быть
получены из теоремы 2 работы [2].

Доказательство основной теоремы 3. Для доказательства теоремы до-
статочно получить точные асимптотики вероятностей больших уклоне-
ний для величин T̂n, введенных в разделе 2, а именно,

P̂
(
T̂n = k

)
.

Действительно, в силу леммы 1 вероятности P̂
(
T̂n = k

)
и P(T−n = k)

совпадают при всех натуральных k.
Мы покажем, что из условий теоремы 3 вытекает справедливость

условий теоремы 2. Несобственная регенерационная структура величин
T−n, n ≥ 0, напомним, уже была показана в разделе 2.

Выберем в качестве множества H луч (−∞, 0) и докажем справед-
ливость соотношения (18). Заметим, что в силу определения величин
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ηi, i ≥ 1, (соотношение (7)), событие Cn может быть представлено сле-
дующим образом:

Cn =
+∞⊔
k=1

{η1 + . . .+ ηk = n} = {Zn = 0}.

Принимая во внимание (8), получаем, что выражение в левой части
соотношения (18) может быть представлено в виде:

Ê
(
exp

(
hT̂n

)
; Cn

)
= Ê

(
exp

(
h

(
n+ 2

n∑
i=0

Zi

))
; Zn = 0

)
, h < 0.

(25)

Покажем, что правую часть тождества (25) можно вычислить как дей-
ствие n-ой степени некоторого оператора на некоторые вектор и ковек-
тор.

Введем на пространстве

l1 :=

{
x = (x0, x1, . . .) :

+∞∑
i=0

|xi| <∞

}
, ||x|| :=

+∞∑
i=0

|xi|,

следующие операторы:

Ptr : l
1 −→ l1; (xPtr)j :=

+∞∑
i=0

xi(Ptr)i,j , (Ptr)i,j := P̂(Z2 = j|Z1 = i),

(26)

ehG : l1 −→ l1;
(
xehG

)
j
:= xj exp(h(1 + 2j)), i, j ≥ 0,

(27)

Q(h) := Ptre
hG, Q(h) : l1 −→ l1, xQ(h) := (xPtr)e

hG, x ∈ l1.
(28)

Оператор Ptr есть переходный оператор цепи {Zi, i ≥ 0}, оператор
exp(hG) является диагональным. Отметим, что сопряженный к Q(h)
оператор действует на пространстве l∞ следующим образом:

Q(h)[f ](i) = Ê(exp(h(1 + 2Z1))f(Z1)|Z0 = i), f ∈ l∞.

Здесь и далее во избежание дополнительных обозначений для сопря-
женных операторов действие на пространстве l1 будем записывать как
xQ(h), то есть умножать на ”строку” x слева. А действие сопряженного
к Q(h) на пространстве l∞ будем записывать Q(h)f , то есть умножать
на ”столбец” f справа.
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Воспользуемся введенными операторами для вычисления правой ча-
сти соотношения (25). Имеем,

Ê

(
exp

(
h

(
n+ 2

n∑
i=0

Zi

))
; Zn = 0

)
= 〈π0Qn(h), e0〉 , (29)

π0 = (1, 0, 0 . . .) ∈ l1, e0 = (1, 0, 0 . . .) ∈ l∞. (30)

Исследуем левую часть соотношения (19). Введем события

BZ(n) := {Z1 > 0, . . . , Zn > 0}, n ∈ N.

Заметим, что при всех натуральных n и h < 0 выполнено

r̂n(h)P̂(n < η1 < +∞) = Ê
(
exp(hT̂n);BZ(n), η1 < +∞

)
=

= Ê
(
exp(hT̂n);BZ(n)

)
≤ Ê

(
exp

(
h

(
n+ 2

n∑
i=0

Zi

))
;BZ(n)

)
, (31)

так как величина T̂n равна +∞ на событии {η1 = +∞}.
Покажем, что правую часть соотношения (31) также можно предста-

вить как действие n-ой степени некоторого оператора на некоторые век-
тор и ковектор. Введем на пространстве l1 оператор

P̂tr,0 : l
1 −→ l1;

(
xP̂tr,0

)
j
:=

+∞∑
i=0

xi

(
P̂tr,0

)
i,j
,
(
P̂tr,0

)
i,0

:= 0, (32)(
P̂tr,0

)
i,j

:= (Ptr)i,j , i ≥ 0, j ∈ N,

Q̂0(h) := P̂tr,0e
hG, xQ̂0(h) =

(
xP̂tr,0

)
ehG, x ∈ l1. (33)

Сопряженный к Q̂0(h) оператор на пространстве l∞ действует следущим
образом:

Q̂0(h)[f ](i) = Ê(exp(h(1 + 2Z1))I(Z1 > 0)f(Z1)|Z0 = i), f ∈ l∞.

Тогда правая часть соотношения (31) принимает следующий вид:

Ê

(
exp

(
h

(
n+ 2

n∑
i=0

Zi

))
;BZ(n)

)
=
〈
π0Q̂

n
0 (h), e1

〉
, e1 := (1, 1, 1, . . .).

(34)

Мы показали, что левая часть соотношения (18) совпадает с правой
частью соотношения (29), а левая часть соотношения (19) оценивается
сверху правой частью соотношения (34).

Положим

K+ := {x ∈ l1 : xi ≥ 0, i ≥ 0}, K0
+ := {x ∈ l1 : xi > 0, i ≥ 0},

K∗+ := {y ∈ l∞ : yi ≥ 0, i ≥ 0},
(
K0

+

)∗
:= {y ∈ l∞ : yi > 0, i ≥ 0}.
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Пусть

λ(h) := max{|z| : z ∈ spec(Q(h))}, λ0(h) := max
{
|z| : z ∈ spec

(
Q̂0 (h)

)}
.

Для дальнейшего доказательства нам потребуется лемма, доказатель-
ство которой проведем позднее.

Лемма 2. Пусть на пространстве l1 при h ∈ H заданы семейства
операторов Q(h) и Q̂0(h) со следующими условиями.

(1) Операторы Q(h) и Q̂0(h) непрерывно зависят от h.
(2) При каждом h ∈ H оператор Q(h) компактен.
(3) При каждом h ∈ H для произвольного x ∈ K+ выполнены соот-

ношения:

xQ(h) ∈ K+, x
(
Q(h)− Q̂0(h)

)
∈ K+

и найдется такой x0 ∈ K+\{0}, что x0Q(h) 6= x0Q̂0(h).
(4) При каждом h ∈ H найдется λ : λ > λ(h), что для произволь-

ного ненулевого x ∈ K+ и d ∈ N

x
+∞∑
n=1

Qdn(h)λ−dn ∈ K0
+.

(5) При каждом h ∈ H найдутся такие x0(h) ∈ K+ и ε(h) > 0, что
выполнено соотношение

(x0(h)Q(h)− ε(h)x0(h)) ∈ K0
+.

Тогда
a) при каждом h ∈ H величина λ(h) положительна и найдутся

такие ψh ∈ K0
+ и fh ∈

(
K0

+

)∗, что выполнены соотношения:

ψhQ(h) = λ(h)ψh, Q(h)fh = λ(h)fh, 〈ψh, fh〉 = 1, λ(h) > λ0(h); (35)

b) собственное значение λ(h) оператора Q(h) имеет геометриче-
скую кратность 1 и непрерывно зависит от h;

c) проектор ψh〈·, fh〉 непрерывно зависит от h, в частности, для
произвольных x ∈ l1 и y ∈ l∞ функция

〈x, fh〉〈ψh, y〉

непрерывна по h;
d) для произвольного K ⊂ H – компактного подмножества, най-

дется такое δ0 = δ0(K) ∈ (0, 1), что при h ∈ K выполнены
соотношения

λ0(h) < δ0λ(h), λJ(h) < δ0λ(h), λJ(h) := max{|z| : z ∈ spec(J(h))},
(36)

J(h) : l1 −→ l1, xJ(h) := xQ(h)− λ(h)ψh〈x, fh〉, x ∈ l1.
(37)
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Справедливо следующее утверждение, доказательство которого мы
проведем позднее.

Лемма 3. Пусть семейства операторов Q(h) и Q̂0(h) определены со-
отношениями (28) и (33) при h ∈ (−∞, 0). Тогда данные операторы
удовлетворяют лемме 2.

В силу определения оператора J(h) имеем

xQn(h) = xJn(h) + λn(h)ψh〈x, fh〉, x ∈ l1, n ∈ N,

откуда

〈π0Qn(h), e0〉 = λn(h) 〈π0, fh〉 〈ψh, e0〉+ 〈π0Jn(h), e0〉 .

Таким образом, в силу соотношения (36) при h ∈ K при некотором
δ ∈ (δ0, 1) справедливо соотношение

〈π0Qn(h), e0〉 = λn(h) (〈π0, fh〉 〈ψh, e0〉+ δno(1)) , (38)

где o(1) равномерно мало при h ∈ K.
Для доказательства соотношения (18) остается положить

ρ(h) := λ(h), ρ0(h) := 〈π0, fh〉 〈ψh, e0〉 = fh(0)ψh(0). (39)

Здесь как и прежде π0 = (1, 0, 0, . . .) ∈ l1 и e0 = (1, 0, 0, . . .) ∈ l∞.
Функции ρ(h) и ρ0(h) положительны и непрерывны на H.
Остается доказать справедливость соотношения (19). В силу соотно-

шений (31) и (34) имеем

r̂n(h)P̂(n < η1 < +∞) ≤
〈
π0Q̂

n
0 (h), e1

〉
,

откуда, в силу соотношения (36), справедливо соотношение

r̂n(h)P̂(n < η1 < +∞) = λn(h)δno(1), n→∞, h ∈ K, (40)

при некотором δ ∈ (δ0, 1), где o(1) равномерно мало при h ∈ K.
Следовательно, доказано, что в условиях теоремы 3 выполнены усло-

вия теоремы 2, откуда вытекает справедливость соотношения (21). �

5 Доказательства вспомогательных утверждений

Доказательство леммы 2. Данное утверждение является собранными
воедино леммами 2-5 работы [6], последние же в свою очередь суть след-
ствия результатов работ [11] (лемма 2), [12] (лемма 4) и [13] (леммы 3 и
5).

В силу условия 2, при каждом h ∈ H оператор Q(h) компактен, соот-
ветственно, ненулевые значения спектра являются собственными значе-
ниями конечной кратности. Условие 3 влечет неотрицательность опера-
тора, из которой вытекает, что величина

λ(h) = max{|z| : z ∈ spec(Q(h))}
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принадлежит спектру (предложение 1 работы [11]). Условие 5 гаранти-
рует положительность величины λ(h) в силу предложения 3 работы [11].
Таким образом, при каждом h ∈ H величина λ(h) принадлежит спек-
тру компактного оператора Q(h) и является положительной, откуда λ(h)
является собственным значением оператора Q(h).

Условие 4 означает неразложимость (”quazi-interior” в терминологии
работы [11]) любой степени оператора Q(h), в частности, первой сте-
пени. Отсюда вытекает, что применима теорема 2 работы [11], которая
гарантирует существование элементов fh и ψh с положительными коор-
динатами и простоту собственного значения λ(h) оператора Q(h). Таким
образом, доказана первая часть леммы.

Для любого натурального d применяя ту же теорему для оператора
Qd(h), получаем, что λd(h) является простым, то есть имеет геометри-
ческую кратность 1 и, разумеется, те же собственные векторы ψh и fh.

Покажем, что простота λd(h) как собственного значения оператора
Qd(h) при каждом h ∈ H и произвольном натуральном d означает, что у
оператораQ(h) нет собственных значений вида exp(2iπα)λ(h) при α ∈ Q,
где i – мнимая единица. Действительно, предположим противное: пусть
есть такое рациональное число α = m/l, l ∈ N, что exp(2πiα)λ(h) лежит
в спектре Q(h). Тогда найдется такой xα ∈ l1, что

xαQ(h) = exp(2πiα)λ(h)xα,

откуда

xαQ
l(h) = exp(2πiαl)λl(h)xα = exp(2πim)λl(h)xα = λl(h)xα, xα 6= 0.

Таким образом, вектор xα является собственным для оператора Ql(h)
с собственным значением λl(h), что противоречит простоте этого соб-
ственного значения.

Для доказательства того, что оператор Q(h) не имеет собственных
значений вида exp(2πiα)λ(h) при иррациональных α воспользуемся ре-
зультатом работы [14], а именно теоремой 1 и ее следствием. Сформули-
руем ее в терминах данной работы.

Теорема 4. Пусть на пространстве l1 задан неотрицательный опера-
тор Y со спектральным радиусом 1. Здесь неотрицательность означа-
ет, что выполнено соотношение

∀ x ∈ K+ xY ∈ K+.

Предположим также, что найдется такой u ∈ (K0
+)
∗, что (u− Y u) ∈

(K+)
∗, или, что то же самое, (Y u)j ≤ uj , j ∈ N∪{0}. Тогда если число

β ∈ C, |β| = 1 является собственным для оператора Y , а именно,
найдется такой элемент 0 6= x ∈ l1, что

xY = βx, x = (x0, x1, . . .)
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то для произвольного n ∈ N значение βn так же является собствен-
ным, и более того,

|x|gnY = βn|x|gn, |x| = (|x0|, |x1|, . . .), |x|gn = (|x0|gn0 , |x1|gn1 , . . .) ∈ l1.

Здесь g – некоторый вектор из l∞, такой, что выполнено соотношение
|gi| = 1, i = 0, 1, 2, . . ..

Применим данную теорему для доказательства того, что оператор
Q(h) не имеет собственных значений вида exp(2πiα)λ(h) при ирраци-
ональных α. Предположим противное. Тогда при всех n ∈ N

exp((2πiα)n) ∈ spec
{
λ−1(h)Q(h)

}
.

Множество {exp((2πiα)n), n ∈ N} всюду плотно на окружности радиу-
са 1, откуда спектр λ−1(h)Q(h), будучи компактным подмножеством C,
обязан содержать всю окружность. А это противоречит компактности
оператора Q(h).

Таким образом, условия 1, 2, 4, 5 леммы 2 гарантируют, что на окруж-
ности

{z ∈ C : |z| = λ(h)}

оператор Q(h) имеет единственное и простое собственное значение λ(h).
Утверждение теоремы 2, что λ0(h) меньше λ(h), где, как и прежде,

λ0(h) = max
{
|z| : z ∈ spec

(
Q̂0(h)

)}
есть следствие теоремы 4.3 работы [12].

Утверждения теоремы о непрерывности λ(h), проектора на корневое
подпространство, равномерное преводсходство величины λ(h) над λ̂0(h)
есть следствие результатов работы [13] (глава 3, стр. 264-271). Отметим,
что в работе автора [6] этот вывод был проделан. �

Доказательство леммы 3. Проверим, что операторы Q(h) и Q̂0(h) удо-
влетворяют лемме 2.

Покажем что оператор Q(h) сходится по операторной норме к Q(h0)
при h → h0. На пространстве l1 норма оператора Y определяется соот-
ношением:

||Y || := sup
i≥0

+∞∑
j=0

|Yij |

 , (xT )j =

+∞∑
i=0

xiYij , x ∈ l1.

Имеем в силу определений операторов Q(h) и Q̂0(h) (соотношения (28)
и (33)):

Q(h) = Ptre
hG, Q̂0(h) = P̂tr,0e

hG, h < 0,
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таким образом, для непрерывной зависимости семейств операторов Q(h)

и Q̂0(h) достаточно доказать сходимость ehG к eh0G. Имеем,∣∣∣∣∣∣ehG − eh0G∣∣∣∣∣∣ = sup
i≥0

+∞∑
j=0

∣∣∣(ehG)ij − (eh0G)ij

∣∣∣
 = sup

i≥0

(∣∣∣eh(1+2i) − eh0(1+2i)
∣∣∣) .

Величина в правой части последнего соотношения стремится к нулю,
так как h → h0 < 0 и последовательность отрицательна. Непрерывная
зависимость семейства Q̂0(h) проверяется аналогично.

Докажем компактность Q(h) при каждом h < 0. Оператор Q(h) явля-
ется композицией непрерывного оператора Ptr и компактного ehG. Ком-
пактность последнего следует из того, что его можно приблизить конеч-
номерными. Действительно, положим

ehGn : l1 → l1,
(
xehGn

)
i
:= xie

h(1+2i), i < n,
(
xehGn

)
i
:= 0, i ≥ n.

Имеем, ∣∣∣∣∣∣ehG − eh0Gn

∣∣∣∣∣∣ = sup
i≥n

∣∣∣eh(1+2i)
∣∣∣→ 0, h < 0.

Условие 3 леммы 2 очевидно выполнено.
Выполнение условия 4 вытекает из строгой положительности опера-

тора Q(h), а именно выполнено сотношение:

(Q(h))i,j = (Ptr)i,je
h(1+2j) > 0, i, j ≥ 0.

Остается проверить условие 5. Положим

x0(h) := e0 = (1, 0, 0, . . .).

Тогда для выполнения условия 5 достаточно показать, что нулевая ко-
ордината вектора e0Q(h) положительна. Действительно,

(e0Q(h))0 = E
(
eh(1+2Z1)I(Z1 = 0)

)
= ehEq0 =: ε(h).

в силу определения процесса {Zk, k ≥ 0} (см. соотношение (5)). Таким
образом, (x0(h)Q(h)− ε(h)x0(h)) ∈ K+, что и требовалось доказать.

Таким образом, мы показали, что семейства Q(h) и Q̂0(h) удовлето-
ряют условиям леммы 2. �
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