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Abstract: The paper is devoted to obtaining relations for the
components of the matrix of auto and cross power spectral density
functions for the solution of a system of couple linear stochastic
parabolic differential equations with constant coefficients and three
delays in the steady state. The problem posed is solved on the basis
of a generalization of the S.Guillouzic scheme proposed for the
analysis of alone linear stochastic ordinary differential equations
with constant delays and coefficients. Then we verify the formally
constructed matrix components for existence conditions and the
presence of standard properties of power spectral densities. In the
final part of the paper, an example based on the relations obtained
demonstrates a significant difference between the power spectral
density functions of systems with and without delay.
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1 Введение

Анализ, моделирование и прогнозирование сложных процессов, про-
исходящих в технике, природе, обществе и др., требуют разработки но-
вых инструментов исследования. Между тем в математических моде-
лях большинства процессов мы сталкиваемся с неопределенностью из-за
неполноты моделей, ошибок измерений и отсутствия знаний, связанных
с входными данными моделей. Выбор моделей с сосредоточенными и
распределенными параметрами в форме стохастических дифференци-
альных уравнений, обыкновенных [1,2] и в частных производных [1,3,4]
(СОДУ, СДУвЧП), решениями которых являются случайные процес-
сы [5] и поля [6,7], дают возможность учета неточных данных и внешних
и/или внутренних возмущений в математические модели.

Основными вероятностными характеристиками векторов состояния
стохастических систем с сосредоточенными и распределенными пара-
метрами как с запаздыванием, так и без него являются пространственно-
временны́е плотности распределения [1] и функционалы плотности ве-
роятности [8, 9] этих векторов соответственно. К сожалению, на достиг-
нутом уровне научных исследований для произвольных систем СОДУ и
СДУвЧП, не говоря уже о СОДУ и СДУвЧП с запаздыванием, невоз-
можно получить аналитические соотношения для указанных плотностей
и функционалов векторов состояния. В ряде случаев задача может быть
упрощена, если ограничиться изучением стационарных режимов и вы-
числением стационарных характеристик, если таковые существуют. Ана-
лиз систем еще более упрощается, если рассматриваются линейные СДУ
с постоянными коэффициентами и аддитивными возмущениями.

Ряд простых проблем для линейных отдельных СОДУ с одним посто-
янным запаздыванием был решен У.Кюхлером [10], С. Гийюзиком [11,12]
и Т.Д.Франком [13, 14]. М.С. Киннели (M.S. Kinnally) в своей диссерта-
ции [15]получил достаточные условия существования и единственности
стационарных распределений для СОДУ с запаздыванием с неотрица-
тельными связями. В работе [16] были получены общие достаточные
условия существования инвариантной меры для СОДУ с запаздыванием
и экспоненциальной сходимости к равновесию.

Распространение схемы С. Гийюзика [17] построения спектральной плот-
ности решения линейного СОДУ с одним постоянным запаздыванием и
постоянными коэффициентами на новые классы отдельных уравнений
и систем линейных СОДУ с запаздыванием осуществлено в ряде наших
работ [18–20].

Известен ряд публикаций, посвященный разным аспектам стационар-
ных состояний решений детерминированных ДУвЧП с запаздыванием.
Отметим две из них: в работе [21] рассматриваются вопросы существо-
вания, устойчивости и наличия глобальных аттракторов периодических
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во времени решений для системы параболических уравнений в огра-
ниченной области, в [22] – условия устойчивости одиночной локализо-
ванной структуры в детерминированной трехкомпонентной реакционно-
диффузионной системе.

Важным классом стохастических систем с запаздыванием являются
линейные стохастические эволюционные дифференциальные уравнений
в частных производных1 с запаздыванием. Из-за особой сложности ана-
лиза таких уравнений особый интерес представляют те редкие модели,
форма которых позволяет получить точные вероятностные характери-
стики соответствующих векторных случайных полей состояния.

В рамках данного направления отметим следующие работы: в [23] по-
лучены достаточные условия экспоненциальной устойчивости решения
нейтрального СДУвЧП, в [24] – условия устойчивости для стохастиче-
ской двумерной системы уравнений Навье–Стокса, в [25] рассматрива-
ются существование и единственность стационарных решений СДУвЧП
с запаздыванием и аддитивным шумом.

В настоящей работе произведено обобщение результатов наших преды-
дущих работ [26–28] для отдельных уравнений и более простых форм
систем, которые переносятся на систему двух СДУвЧП с тремя запаз-
дываниями параболического типа с постоянными коэффициентами. Ил-
люстративный материал готовился в среде пакета Wolfram Mathematica

[29].

2 Постановка задачи

Рассмотрим систему СДУвЧП с запаздываниями следующего вида:

∂Uℓ(x, t)

∂t
+ αℓ1 Uℓ(x, t) + αℓ2 Uℓ(x, tτ1) + αℓ3 U3−ℓ(x, t)+

+ αℓ4 U3−ℓ(x, tτ2) = βℓ1
∂2Uℓ(x, t)

∂x2
+ βℓ2

∂2Uℓ(x, tτ3)

∂x2
+ γℓΞℓ(x, t), (1)

где t – время (t ⩾ 0), tτj = t − τj ; τj > 0 – постоянные запаздывания
(j = 1, 2, 3); x ∈ R – пространственный аргумент; Uℓ(x, t) – случайные
поля второго порядка с неизвестными характеристиками; Ξℓ(x, t) – ста-
ционарные поля с известными пространственно-временными автокова-
риационными функциями CΞℓΞℓ

(x, t) и соответствующими спектральны-
ми плотностями SΞℓΞℓ

(ω1, ω2), для которых верны двумерные формулы
Винера–Хинчина [6, p. 94]

SΞkΞℓ
(ω1, ω2) =

1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−i(ω1x+ω2t) CΞkΞℓ
(x, t) dx dt, (2)

1Заметим, что нередко СДУвЧП – это детерминированные ДУвЧП, к которым
"добавлены" случайные пространственно-временны́е возмущения.
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CΞkΞℓ
(x, t) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

ei(ω1x+ω2t) SΞkΞℓ
(ω1, ω2) dω1 dω2; (3)

αℓ1 > 0, αℓ2, αℓ3, αℓ4, βℓ1 > 0, βℓ2, γℓ – константы; k, ℓ = 1, 2; i – мнимая
единица.

Целью исследования является построение спектральных плотностей
компонент векторного случайного поля U(x, t) = {U1(x, t), U2(x, t)}, опре-
деляющего состояние рассматриваемой системы и являющегося решени-
ем системы уравнений (1).

3 Построение соотношений

3.1. Уравнения для ковариационных функций в стационарном
режиме. Чтобы получить уравнения для полей математического ожи-
дания mUℓ

(x, t), усредним уравнение (1) по пространству элементарных
исходов:

∂mUℓ
(x, t)

∂t
+ αℓ1mUℓ

(x, t) + αℓ2mUℓ
(x, tτ1) + αℓ3mU3−ℓ

(x, t)+

+αℓ4mU3−ℓ
(x, tτ2) = βℓ1

∂2mUℓ
(x, t)

∂x2
+ βℓ2

∂2mUℓ
(x, tτ3)

∂x2
+ γℓmΞℓ

(x, t).

Вычтем последнее уравнение из уравнения (1), введем обозначения
U◦
ℓ (x, t) = Uℓ(x, t) − mUℓ

(x, t), Ξ◦
ℓ (x, t) = Ξℓ(x, t) − mΞℓ

(x, t) и запишем
результат так:

∂U◦
ℓ (x, t)

∂t
+ αℓ1 U

◦
ℓ (x, t) + αℓ2 U

◦
ℓ (x, tτ1) + αℓ3 U3−ℓ(x, t)+

+ αℓ4 U
◦
3−ℓ(x, tτ2) = βℓ1

∂2U◦
ℓ (x, t)

∂x2
+ βℓ2

∂2U◦
ℓ (x, tτ3)

∂x2
+ γℓΞ

◦
ℓ (x, t).

Отсюда получим уравнения для моментов времени t1 и t2:

∂U◦
ℓ (xk, tk)

∂tk
+ αℓ1 U

◦
ℓ (xk, tk) + αℓ2 U

◦
ℓ (xk, tkτ1) + αℓ3 U3−ℓ(xk, tk)+

+αℓ4 U
◦
3−ℓ(xk, tkτ2) = βℓ1

∂2U◦
ℓ (xk, tk)

∂x2k
+ βℓ2

∂2U◦
ℓ (xk, tkτ3)

∂x2k
+ (4)

+γℓΞ
◦
ℓ (xk, tk), ℓ, k = 1, 2.

После этого умножим первое и второе (k = 1) из уравнений (4) на
U◦
1 (x2, t2) и U◦

2 (x2, t2), а третье и четвертое (k = 2) – на Ξ◦
1 (x1, t1) и

Ξ◦
2 (x1, t1). А затем усредним получившиеся соотношения. В результате

получим:

∂CUℓUj (x1, t1;x2, t2)

∂t1
+ αℓ1 CUℓUj (x1, t1;x2, t2) + αℓ2 CUℓUj (x1, t1τ1 ;x2, t2)+

+αℓ3 CU3−ℓUj (x1, t1;x2, t2) + αℓ4 CU3−ℓUj (x1, t1τ2 ;x2, t2) =
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= βℓ1
∂2CUℓUj (x1, t1;x2, t2)

∂x21
+ βℓ2

∂2CUℓUj (x1, t1τ3 ;x2, t2)

∂x21
+

+γℓ CΞℓUj (x1, t1;x2, t2), (5)
∂CΞℓUj (x1, t1;x2, t2)

∂t2
+ αj1 CΞℓUj (x1, t1;x2, t2) + αj2 CΞℓUj (x1, t1;x2, t2τ1)+

+αj3 CΞℓU3−j (x1, t1;x2, t2) + αj4 CΞℓU3−j (x1, t1;x2, t2τ2) =

= βj1
∂2CΞℓUj (x1, t1;x2, t2)

∂x22
+ βj2

∂2CΞℓUj (x1, t1;x2, t2τ3)

∂x22
+

+γj CΞℓΞj (x1, t1;x2, t2), (6)
ℓ = 1, 2, j = 1, 2.

Пусть после завершения переходного режима система находится в
стационарном состоянии, а случайные поля U1(x, t), U2(x, t), Ξ1(x, t) и
Ξ2(x, t) можно считать стационарными и стационарно связанными в ши-
роком смысле по времени и пространству. Тогда уравнения (5), (6) при-
мут следующую форму:

−
∂CUℓUj (x, t)

∂t
+ αℓ1 CUℓUj (x, t) + αℓ2 CUℓUj (x, t+ τ1)+

+αℓ3 CU3−ℓUj (x, t) + αℓ4 CU3−ℓUj (x, t+ τ2) =

= βℓ1
∂2CUℓUj (x, t)

∂x2
+ βℓ2

∂2CUℓUj (x, t+ τ3)

∂x2
+ γℓ CΞℓUj (x, t), (7)

∂CΞℓUj (x, t)

∂t
+ αj1 CΞℓUj (x, t) + αj2 CΞℓUj (x, t− τ1)+

+αj3 CΞℓU3−j (x, t) + αj4 CΞℓU3−j (x, t− τ2) =

= βj1
∂2CΞℓUj (x, t)

∂x2
+ βj2

∂2CΞℓUj (x, t− τ3)

∂x2
+ γj CΞℓΞj (x, t), (8)

ℓ = 1, 2, j = 1, 2.

3.2. Уравнения для спектральных плотностей. Пусть Y (x, t) и
Z(x, t) – некоторые стационарные и стационарно связанные случайные
поля с известными ковариационными функциями и спектральными плот-
ностями. Тогда для r ∈ N верны следующие соотношения:

SY Z(ω1, ω2) =
1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−i(ω1x+ω2t) CY Z(x, t) dx dt, (9)

e±iω2τ SY Z(ω1, ω2) =
1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−i(ω1x+ω2t) CY Z(x, t± τ) dx dt, (10)
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(iω1)
r SY Z(ω1, ω2) =

1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−i(ω1x+ω2t) ∂
rCY Z(x, t)

∂xr
dx dt, (11)

(iω2)
r SY Z(ω1, ω2) =

1

(2π)2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−i(ω1x+ω2t) ∂
rCY Z(x, t)

∂tr
dx dt, (12)

а также SY Z(ω) = SZY (ω), SY Z(ω) = SZY (−ω) [30, 31], где черта сверху
означает комплексное сопряжение.

На основании соотношений (9)–(12) в уравнениях (7), (8) перейдем к
спектральным плотностям. Тогда получим:

−iω2 SUℓUj (ω1, ω2) + αℓ1 SUℓUj (ω1, ω2) + αℓ2 e
iω2τ1 SUℓUj (ω1, ω2)+

+αℓ3 SU3−ℓUj (ω1, ω2) + αℓ4 e
iω2τ2 SU3−ℓUj (ω1, ω2) = βℓ1 (iω1)

2 SUℓUj (ω1, ω2)+

+βℓ2 (iω1)
2 eiω2τ3 SUℓUj (ω1, ω2) + γℓ SΞℓUj (ω1, ω2),

iω2 SΞℓUj (ω1, ω2) + αj1 SΞℓUj (ω1, ω2) + αj2 e
−iω2τ1 SΞℓUj (ω1, ω2)+

+αj3 SΞℓU3−j (ω1, ω2) + αj4 e
−iω2τ2 SΞℓU3−j (ω1, ω2) = βj1 (iω1)

2 SΞℓUj (ω1, ω2)+

+βj2 (iω1)
2 e−iω2τ3 SΞℓUj (ω1, ω2) + γj SΞℓΞj (ω1, ω2),

ℓ = 1, 2, j = 1, 2,

или (
βℓ1 ω

2
1 + βℓ2 ω

2
1 e

iω2τ3 + αℓ1 + αℓ2 e
iω2τ1 − iω2

)
SUℓUj (ω1, ω2)+(

αℓ3 + αℓ4 e
iω2τ2

)
SU3−ℓUj (ω1, ω2) = γℓ SΞℓUj (ω1, ω2), (13)(

βj1 ω
2
1 + βj2 ω

2
1 e

−iω2τ3 + αj1 + αj2 e
−iω2τ1 + iω2

)
SΞℓUj (ω1, ω2)+

+
(
αj3 + αj4 e

−iω2τ2
)
SΞℓU3−j (ω1, ω2) = γj SΞℓΞj (ω1, ω2). (14)

3.3. Формальные соотношения для спектральных плотностей.
Введем следующие обозначения:

hℓ = βℓ1 ω
2
1 + βℓ2 ω

2
1 e

iω2τ3 + αℓ1 + αℓ2 e
iω2τ1 − iω2 ≡ hℓ1 + hℓ2 i,

hℓ+2 = αℓ3 + αℓ4 e
iω2τ2 ≡ hℓ+2,1 + hℓ+2,2 i, ℓ = 1, 2

(явные соотношения для hij , i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, приведены в прило-
жении). Учитывая эти обозначения, систему линейных алгебраических
уравнений (13), (14) для неизвестных спектральных плотностей можно
записать так:

hℓ SUℓU1(ω1, ω2) + hℓ+2 SU3−ℓU1(ω1, ω2) = γℓ SΞℓU1(ω1, ω2),

hℓ SUℓU2(ω1, ω2) + hℓ+2 SU3−ℓU2(ω1, ω2) = γℓ SΞℓU2(ω1, ω2),

hℓ SΞ1Uℓ
(ω1, ω2) + hℓ+2 SΞ1U3−ℓ

(ω1, ω2) = γℓ SΞ1Ξℓ
(ω1, ω2),

hℓ SΞ2Uℓ
(ω1, ω2) + hℓ+2 SΞ2U3−ℓ

(ω1, ω2) = γℓ SΞ2Ξℓ
(ω1, ω2).
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Несложно увидеть, что эта система распадается на четыре группы
по паре уравнений. Найдем решения независимых третьей и четвертой
групп:

SΞ1U1(ω1, ω2) =
γ1 h2 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ2 h3 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
,

SΞ1U2(ω1, ω2) = −γ1 h4 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ2 h1 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
,

SΞ2U1(ω1, ω2) =
γ1 h2 SΞ2Ξ1(ω1, ω2)− γ2 h3 SΞ2Ξ2(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
,

SΞ2U2(ω1, ω2) = −γ1 h4 SΞ2Ξ1(ω1, ω2)− γ2 h1 SΞ2Ξ2(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
.

Подставляя эти функции в правые части уравнений первой и второй
групп, находим:

SU1U1(ω1, ω2) =
γ1 h2 SΞ1U1(ω1, ω2)− γ2 h3 SΞ2U1(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
=

H1

H0
,

SU1U2(ω1, ω2) =
γ1 h2 SΞ1U2(ω1, ω2)− γ2 h3 SΞ2U2(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
=

H2

H0
,

SU2U1(ω1, ω2) = −γ1 h4 SΞ1U1(ω1, ω2)− γ2 h1 SΞ2U1(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
=

H3

H0
, (15)

SU2U2(ω1, ω2) = −γ1 h4 SΞ1U2(ω1, ω2)− γ2 h1 SΞ2U2(ω1, ω2)

h1 h2 − h3 h4
=

H4

H0
,

где

H0 = (h1 h2 − h3 h4)(h1 h2 − h3 h4) = (16)

=
(
h12 h21 + h11 h22 − h32 h41 − h31 h42

)2
+ (17)

+
(
h11 h21 − h12 h22 − h31 h41 + h32 h42

)2 ≡ H2
01 +H2

02; (18)

H1 = γ21 h2 h2 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ1 γ2 h2 h3 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)−
− γ1 γ2 h3 h2 SΞ2Ξ1(ω1, ω2) + γ22 h3 h3 SΞ2Ξ2(ω1, ω2);

H2 = −γ21 h4 h2 SΞ1Ξ1(ω1, ω2) + γ1 γ2 h4 h3 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)+ (19)

+ γ1 γ2 h1 h2 SΞ2Ξ1(ω1, ω2)− γ22 h1 h3 SΞ2Ξ2(ω1, ω2);

H3 = −γ21 h2 h4 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ1 γ2 h2 h1 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)−
− γ1 γ2 h3 h4 SΞ2Ξ1(ω1, ω2) + γ22 h3 h1 SΞ2Ξ2(ω1, ω2);

H4 = γ21 h4 h4 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ1 γ2 h4 h1 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)−
− γ1 γ2 h1 h4 SΞ2Ξ1(ω1, ω2) + γ22 h1 h1 SΞ2Ξ2(ω1, ω2).
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4 Анализ полученных соотношений

Вследствие того, что соотношения для функций SUkUℓ(ω1,ω2), k, ℓ = 1,2,
были получены в результате формальных выкладок, необходимо пока-
зать, что области определения этих функций не пусты, и они имеют
основные свойства спектральных плотностей [30,31].

4.1. Структура знаменателя H0. Исследуем знаменатель H0 дро-
бей в правых частях равенств (15), нули которого образуют множество
точек, где SUkUℓ(ω1,ω2), k, ℓ = 1,2, не существуют.

Прежде сего заметим, что из представления (18) следует, что H0 –
вещественная функция, а также то, что обратиться в нуль функция H0

переменных ω1, ω2 и множества параметров уравнений (1) может тогда
и только тогда, когда выражения H01 и H02 при одних и тех же значе-
ниях переменных и параметров примут одно и то же нулевое значение.
Проанализируем структуру этих функций. Несложно увидеть, что они
являются квадратными квазиполиномами относительно ω2

1 и ω2, при-
чем коэффициенты этих квазиполиномов – линейные функции синусов
и косинусов различных периодов c отличающимися коэффициентами,
зависящими от параметров задачи. Можно предполагать, что при та-
ких характеристиках единственными возможными множествами точек
на плоскости OΩ1Ω2, в которых H01 и H02 могут обращаются в ноль,
являются прямые ω1 = 0 и ω2 = 0 и параллельные последней вследствие
наличия тригонометрических функций.

Для получения соотношений, обеспечивающих отличие знаменателя
H0 от нуля, будем использовать условие обращения квазиполиномов в
нуль, которым является наличие у них действительных корней, а также
учитывать, что по постановке задачи αℓ1 > 0, βℓ1 > 0, ℓ = 1, 2.

Рассмотрим H01 и H02 как квадратные квазиполиномы ω2
1 и ω2 (см.

Приложение). На прямой ω2 = 0 эти функции примут следующий вид:

H01(ω1, 0) =
[
(α11 + α12)(α21 + α22)− (α13 + α14)(α23 + α24)

]
+

+
[
(α11 + α12)(β21 + β22) + (α21 + α22)(β11 + β12)

]
ω2
1+

+ (β11 + β22)(β21 + β22)ω
4
1 ≡ H010 +H011 ω

2
1 +H012 ω

4
1;

H02(ω1, 0) = 0.

Вследствие того, что H02(ω1, 0) ≡ 0, здесь условия отсутствия действи-
тельных корней у уравнения H01(ω1, 0) = 0 и соответственно у H0 могут
быть получены из критерия Рауса–Гурвица: если коэффициенты биквад-
ратного уравнения положительны, то оба решения соответствующего
квадратного уравнения относительно z = ω2

1 отрицательны, а следова-
тельно, соответствующие ω1 – комплексные числа. Для этого достаточно
выполнения следующих неравенств:

α11 > |α12|, α21 > |α22|, β11 > |β12|, β21 > |β22|, (20)
(α11 + α12)(α21 + α22) > (α13 + α14)(α23 + α24). (21)
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На прямой ω1 = 0 функции H01 и H02 примут следующий вид:

H01(0, ω2) =
[
α11 α21 − α13 α23 + (α11 α22 + α12 α21) cos(τ1 ω2)+

+ α12 α22 cos(2 τ1 ω2)− α14 α24 cos(2 τ2 ω2)− (α13 α24+

+ α14 α23) cos(τ2 ω2)
]
+ (α12 + α22) sin(τ1 ω2)ω2 − ω2

2;

H02(0, ω2) =
[
(α11 α22 + α12 α21) sin(τ1 ω2) + α12 α22 sin(2 τ1 ω2)−

− (α13 α24 + α14 α23) sin(τ2 ω2)− α14 α24 sin(2 τ2 ω2)
]
−

−
[
α11 + α21 + (α12 + α22) cos(τ1 ω2)

]
ω2.

Пусть ω2 = 0. Тогда в точке (0, 0) будем иметь:

H01(0, 0) = (α11 + α12)(α21 + α22)− (α13 + α14)(α23 + α24);

H02(0, 0) = 0,

а следовательно, при условии (21) функция H0 будет отличной от нуля.
Рассмотрим общий случай. Но проверить, обращаются ли одновре-

менно H01 и H02 в нуль при их сложной структуре затруднительно. По-
этому анализ можно построить на следующем соображении: если эти
функции ни при каких значениях аргументов и параметров не равны
друг другу, то они не могут обратиться в нуль одновременно. Для ис-
пользования этого соображения формально приравняем ненулевые ко-
эффициенты при линейно независимых термах (ω2

1)
k ωℓ

2, k, ℓ = 0, 1, 2, в
H01 и H02, а после приравнивания соберем все слагаемые в левых частях
получившихся равенств, что приводит к соотношениям:

(ω2
1)

0 ω0
2 : α11 α21 − α13 α23 + (α11 α22 + α12 α21)

[
cos(τ1 ω2)− sin(τ1 ω2)

]
+

+ α12 α22

[
cos(2 τ1 ω2)− sin(2 τ1 ω2)

]
+

+ (α13 α24 + α14 α23)
[
sin(τ2 ω2)− cos(τ2 ω2)

]
+

+ α14 α24

[
sin(2 τ2 ω2)− cos(2 τ2 ω2)

]
= 0;

(ω2
1)

0 ω1
2 : α11 + α21 + (α12 + α22)

[
sin(τ1 ω2) + cos(τ1 ω2)

]
= 0;

(ω2
1)

1 ω0
2 : α11 β21 + α21 β11 + (α12 β21 + α22 β11)

[
cos(τ1 ω2)− sin(τ1 ω2)

]
+

+ (α11 β22 + α21 β12)
[
cos(τ3 ω2)− sin(τ3 ω2)

]
+

+ (α12 β22 + α22 β12)
[
cos(τ1 ω2 + τ3 ω2)− sin(τ1 ω2 + τ3 ω2)

]
= 0;

(ω2
1)

1 ω1
2 : β11 + β21 + (β12 + β22)

[
sin(τ3 ω2) + cos(τ3 ω2)

]
= 0;

(ω2
1)

2 ω0
2 : β11 β21 + (β11 β22 + β12 β21)

[
cos(τ3 ω2)− sin(τ3 ω2)

]
+

+ β12 β22
[
cos(2 τ3 ω2)− sin(2 τ3 ω2)

]
= 0

(заметим, что коэффициенты при (ω2
1)

0 ω2
2 безусловно не могут быть оди-

наковыми). Несложно установить, что эти равенства никогда не будут
выполняться, если:

(ω2
1)

0 ω0
2 : α11 α21 > |α12 α22|+ |α13 α23|+ |α14 α24|+

+ |α11 α22 + α12 α21|+ |α13 α24 + α14 α23|;



МАТРИЦА СТАЦИОНАРНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ПЛОТНОСТЕЙ 153

(ω2
1)

0 ω1
2 : α11 > |α12|, α21 > |α22|;

(ω2
1)

1 ω0
2 : α11 β21 + α21 β11 > |α12 β21 + α22 β11|+

+ |α11 β22 + α21 β12|+ |α12 β22 + α22 β12|;
(ω2

1)
1 ω1

2 : β11 > |β12|, β21 > |β22|;
(ω2

1)
2 ω0

2 : β11 β21 > |β11 β22 + β12 β21)|+ |β12 β22|,
т. е. при полученных условиях функция H0 в нуль не обращается, и соот-
ветствующие функции (15) существуют при любых ω1 и ω2. В частности,
если запаздывания отсутствуют, то все неравенства будут истинны.

4.2. Анализ функций SU1U1(ω1, ω2) и SU2U2(ω1, ω2). Докажем, что
SU1U1(ω1, ω2) – вещественная функция. Действительно, SU1U1 = H1/H0,
причем из вещественности H0(ω1, ω2), SΞ1Ξ1(ω1, ω2) и SΞ2Ξ2(ω1, ω2) сле-
дует то, что

H0(ω1, ω2) = H0(ω1, ω2), SΞ1Ξ1(ω1, ω2) = SΞ2Ξ2(ω1, ω2),

SU2U2(ω1, ω2) = SU2U2(ω1, ω2).

Далее,

H1(ω1, ω2) = γ21 h2 h2 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ1 γ2 h2 h3 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)−
−γ1 γ2 h3 h2 SΞ2Ξ1(ω1, ω2) + γ22 h3 h3 SΞ2Ξ2(ω1, ω2) =

= γ21 h2 h2 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ1 γ2 h2 h3 SΞ2Ξ1(ω1, ω2)−

−γ1 γ2 h2 h3 SΞ1Ξ2(ω1, ω2) + γ22 h3 h3 SΞ2Ξ2(ω1, ω2) = H1(ω1, ω2).

Отсюда заключаем, что SU1U1(ω1, ω2) = SU1U1(ω1, ω2), а следовательно,
SU1U1(ω1, ω2) – вещественная функция.

Кроме того, из свойств ковариационных функций [30,31] и несобствен-
ных интегралов с бесконечными пределами [32, 33], зависящих от пара-
метров, можно установить, что функция SU1U1(ω1, ω2) неотрицательна.

Далее, из представления функций H01(ω1, ω2) и H02(ω1, ω2) (см. при-
ложение) приходим к выводу, что

H01(ω1, ω2) = H01(−ω1, ω2 = H01(ω1,−ω2) = H01(−ω1,−ω2),

H02(ω1, ω2) = H02(−ω1, ω2 = H02(ω1,−ω2) = H02(−ω1,−ω2),

а следовательно, H0(ω1, ω2) четна по аргументам ω1 и ω2.
Теперь выясним наличие четности у функции H1(ω1, ω2):

H1 = γ21 (h
2
21 + h222)SΞ1Ξ1(ω1, ω2) + γ22 (h

2
31 + h232)SΞ2Ξ2(ω1, ω2)+

+2 γ1 γ2 〚(h21 h31 − h22 h32) Re
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
+

+(h21 h32 − h22 h31) Im
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
〛,

С учетом того, что hi1 – четные по аргументам ω1 и ω2 функции, hi1
– четные по ω1 и нечетные по ω2, i = 1, 2, 3, 4 (см. приложение), а
Re

[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
и Im

[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
– четная и нечетная по ω1 и ω2
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функции соответственно, заключаем, что H1 – четная по обоим аргу-
ментам, а следовательно, и функция SU1U1 четная по ω1 и ω2.

Доказательство вещественности, неотрицательности и четности функ-
ции SU2U2(ω1, ω2) = H4/H0 аналогично.

4.3. Анализ функций SU1U2(ω1, ω2) и SU2U1(ω1, ω2). Докажем, что
для этих комплекснозначных функций выполняется основное соотноше-
ние взаимных спектральных плотностей [31, p. 83]. Действительно,

H2 = −γ21 h4 h2 SΞ1Ξ1(ω1, ω2) + γ1 γ2 h4 h3 SΞ1Ξ2(ω1, ω2)+

+γ1 γ2 h1 h2 SΞ2Ξ1(ω1, ω2)− γ22 h1 h3 SΞ2Ξ2(ω1, ω2);

= −γ21 h2 h4 SΞ1Ξ1(ω1, ω2)− γ1 γ2 h2 h1 SΞ2Ξ1(ω1, ω2)−

−γ1 γ2 h3 h4 SΞ1Ξ2(ω1, ω2) + γ22 h3 h1 SΞ2Ξ2(ω1, ω2) = H3,

а следовательно, с учетом вещественности H0 и равенств SU1U2 = H2/H0,
SU2U1 = H3/H0 получаем, что

SU1U2(ω1, ω2) = SU2U1(ω1, ω2).

Выделим действительную и мнимую части функции SU1U2(ω1, ω2):

Re
[
SU1U2(ω1, ω2)

]
=

= −γ1 γ2 〚(h11 h21 + h12 h22 + h31 h41 + h32 h42) Re
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
+

+(h12 h21 − h11 h22 + h32 h41 − h31 h42) Im
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
〛+

+γ21 (h21 h41 + h22 h42)SU1U1(ω1, ω2) + γ22 (h11 h31 + h12 h32)SU2U2(ω1, ω2);

Im
[
SU1U2(ω1, ω2)

]
=

= γ1 γ2 〚(h11 h22 − h12 h21 + h32 h41 − h31 h42) Re
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
+

(h12 h22 + h11 h21 − h31 h41 − h32 h42) Im
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
〛+

+γ21 (h21 h42 − h22 h41)SU1U1(ω1, ω2) + γ22 (h12 h31 − h11 h32)SU2U2(ω1, ω2).

С учетом того, что функция Re
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
четна по обоим аргу-

ментам, а Im
[
SΞ1Ξ2(ω1, ω2)

]
четна по первому аргументу и нечетна по

второму, то анализ составляющих термов показывает, что действитель-
ная и мнимая части функции SU1U2(ω1, ω2) имеет такие же характери-
стики четности и нечетности, что и SΞ1Ξ2(ω1, ω2). Аналогичные выводы
можно сказать и про функцию SU2U1(ω1, ω2).

5 Пример

Продемонстрируем форму функций SU1U1(ω1, ω2) (I), Re
[
SU1U2(ω1, ω2)]

(II), Im
[
SU1U2(ω1, ω2)] (III), SU2U2(ω1, ω2) (IV) для некоторых значений

параметров.
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5.1. Первая группа графиков относится к ситуации, когда запаздыва-
ния отсутствуют, т.е.

τ1 = τ2 = τ3 = 0, α12 = α14 = α22 = α24 = β12 = β22 = 0.

Остальные параметры визуализации имели следующие значения:

α11 = 2, α13 = 1, α21 = 3/2, α23 = −1/2,

β11 = 1/50, β21 = 1/100, γ1 = 1, γ2 = 1/2.

Для расчетов применялись спектральные плотности полей вида:

SΞ1Ξ1 =
1

1 + ω2
1 + 2ω2

2

, SΞ2Ξ2 =
1

1 + 2ω2
1 + ω2

2

Re
[
SΞ1Ξ2

]
=

1

2 + 2ω4
1 + 2ω4

2

, Im
[
SΞ1Ξ2

]
=

ω2

2 + 2ω4
1 + 2ω4

2

.

На рис. 1 – 4 изображены соответствующие линии уровня в данном слу-
чае (на рис. 3 высота h−ℓ линии с номером −ℓ равна −hℓ, ℓ = 1, 9).

1 2
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67
8

9

10

11

12

1314 1516

-4 -2 0 2 4
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0

1

2

ω1

ω2

Рис. 1. Линии уровня функции I: 1 – 0.007, 2 – 0.01, 3 –
0.014, 4 – 0.021, 5 – 0.028, 6 – 0.035, 7 – 0.042, 8 – 0.049, 9 –
0.056, 10 – 0.063, 11 – 0.07, 12 – 0.077, 13 – 0.091, 14 – 0.11,
15 – 0.13, 16 – 0.1415

5.2. Теперь пусть запаздывания присутствуют. Выберем следующие
значения:

τ1 = 1, τ2 = 2, τ3 = 4, α12 = 1/2, α14 = −1/2, α22 = 1, α24 = 1/4, β12 = 1/100, β22 = 1/200.

Остальные расчетные параметры те же, что и в подразделе 1°. На рис. 5
– 8 представлены линии уровня функций I – IV, соответствующие вы-
бранным значениям параметров (на рис. 7 высота h−ℓ линии с номером
−ℓ равна −hℓ, ℓ = 1, 12).
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Рис. 2. Линии уровня функции II: 1 – 0.00035, 2 – 0.0006,
3 – 0.0009, 4 – 0.0015, 5 – 0.0021, 6 – 0.0027, 7 – 0.004, 8 –
0.0055, 9 – 0.007, 10 – 0.01, 11 – 0.015, 12 – 0.02, 13 – 0.03,
14 – 0.04, 15 – 0.05, 16 – 0.06, 17 – 0.07, 18 – 0.0714
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Рис. 3. Линии уровня функции III: 0 – 0.00, 1 – 0.0004, 2
– 0.0008, 3 – 0.0012, 4 – 0.0022, 5 – 0.005, 6 – 0.01, 7 – 0.013,
8 – 0.014, 9 – 0.015

По графикам видно, что появление запаздываний привело к суще-
ственным изменениям в формах функций I – IV.
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Рис. 4. Линии уровня функции IV: 1 – 0.005, 2 – 0.007, 3
– 0.01, 4 – 0.014, 5 – 0.021, 6 – 0.028, 7 – 0.045, 8 – 0.06, 9
– 0.075, 10 – 0.09, 11 – 0.105, 12 – 0.12, 13 – 0.135, 14 – 0.141

1

2

3

4

5

5

5

6

7

8 9

10

11
12

13

14
15

-4 -2 0 2 4

-2

-1

0

1

2

ω1

ω2

Рис. 5. Линии уровня функции I: 1 – 0.007, 2 – 0.01, 3 –
0.015, 4 – 0.02, 5 – 0.03, 6 – 0.04, 7 – 0.05, 8 – 0.06, 9 – 0.07,
10 – 0.08, 11 – 0.09, 12 – 0.10, 13 – 0.11, 14 – 0.12, 15 – 0.124

Приложение

Соотношения для hij , i = 1,2, j = 1, 2, 3, 4:

h11 = α11 + α12 cos(τ1 ω2) + β11 ω
2
1 + β12 ω

2
1 cos(τ3 ω2),

h12 = α12 sin(τ1 ω2) + β12 ω
2
1 sin(τ3 ω2)− ω2,

h21 = α21 + α22 cos(τ1 ω2) + β21 ω
2
1 + β22 ω

2
1 cos(τ3 ω2),
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Рис. 6. Линии уровня функции II: 1 – 0.0004, 2 – 0.0006,
3 – 0.0009, 4 – 0.0015, 5 – 0.0027, 6 – 0.005, 7 – 0.01, 8 –
0.015, 9 – 0.025, 10 – 0.035, 11 – 0.0375, 12 – 0.0380

-11 -10-9 -8

-7

-7

-6-6 -6

-6

-5

-5

-4

-4

-3

-3

-2

-2

-2

-1

-1

-1

0

0

0

0 0

0 0

1

1

1

2

2

2 3

3

4

4

5

5

6

6 66

7

7

8 910 11

-6 -4 -2 0 2 4 6
-3

-2

-1

0

1

2

3

ω1

ω2

Рис. 7. Линии уровня функции III: 0 – 0.0, 1 – 0.0004, 2 –
0.0008, 3 – 0.0012, 4 – 0.0022, 5 – 0.0035, 6 – 0.005, 7 – 0.01,
8 – 0.015, 9 – 0.020, 10 – 0.030, 11 – 0.040, 12 – 0.042

h22 = α22 sin(τ1 ω2) + β22 ω
2
1 sin(τ3 ω2)− ω2,

h31 = α13 + α14 cos(τ2 ω2),

h32 = α14 sin(τ2 ω2),

h41 = α23 + α24 cos(τ2 ω2),

h42 = α24 sin(τ2 ω2).
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Рис. 8. Линии уровня функции IV: 1 – 0.005, 2 – 0.0075,
3 – 0.010, 4 – 0.015, 5 – 0.020, 6 – 0.030, 7 – 0.045, 8 – 0.055,
9 – 0.060, 10 – 0.065, 11 – 0.068, 12 – 0.069

Форма функций H01 и H02 как квадратных квазиполиномов ω2
1 и ω2:

H01 = 〚
[
α11 α21 − α13 α23 + (α11 α22 + α12 α21) cos(τ1 ω2)+

+ α12 α22 cos(2 τ1 ω2)− α14 α24 cos(2 τ2 ω2)− (α13 α24 + α14 α23) cos(τ2 ω2)
]
+

+ (α12 + α22) sin(τ1 ω2)ω2 − ω2
2〛+

+ 〚
[
α11 β21 + α21 β11 + (α12 β22 + α22 β12) cos(τ1 ω2 + τ3 ω2)+

+ (α11 β22 + α21 β12) cos(τ3 ω2) + (α12 β21 + α22 β11) cos(τ1 ω2)
]
+

+ (β12 + β22) sin(τ3 ω2)ω2 〛ω2
1+

+ 〚β11 β21 + (β11 β22 + β12 β21) cos(τ3 ω2) + β12 β22 cos(2 τ3 ω2)〛ω4
1 ;

H02 = 〚
[
(α11 α22 + α12 α21) sin(τ1 ω2) + α12 α22 sin(2 τ1 ω2)−

− (α13 α24 + α14 α23) sin(τ2 ω2)− α14 α24 sin(2 τ2 ω2)
]
−

−
[
α11 + α21 + (α12 + α22) cos(τ1 ω2)

]
ω2〛+

+ 〚
[
(α12 β21 + α22 β11) sin(τ1 ω2) + (α11 β22 + α21 β12) sin(τ3 ω2)+

+ (α12 β22 + α22 β12) sin(τ1 ω2 + τ3 ω2)
]
−

−
[
β11 + β21 + (β12 + β22) cos(τ3 ω2)

]
ω2〛ω2

1+

+ 〚 (β11 β22 + β12 β21) sin(τ3 ω2) + β12 β22 sin(2 τ3 ω2)〛ω4
1 .
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