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Ïðåäñòàâëåíî Ñ.Â. Ñóäîïëàòîâûì

Abstract: This paper proposes a description of linear multi-agent
logic of knowledge LT K.sl that models a linear non-re�exive non-
transitive (step-like) temporal process of transition between infor-
mation clusters � time points.

Using modi�ed techniques, we proved the �nite approximability
of logic. We proposed an approach for solving the main uni�cation
problem in logics of a step-like temporal relation. The projectivity
and, as a consequence, unitary type of uni�cation in logic are
proved.

Keywords: modal logics, temporal logics, �nite model property,
linear time, Kripke relational semantics, multi-agent logic, uni�-
cation.

1 Ââåäåíèå

Ìîäàëüíûå è âðåìåííûå ëîãèêè ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà äåðæàò
ïëàíêó èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè çíàíèÿ, ÷òî îáóñëîâëåíî èõ
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ôóíäàìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì è øèðîêîé ïðèìåíèìîñòüþ â èíôîðìàöè-
îííûõ ñèñòåìàõ [13, 4, 17]. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì, ïîæàëóé, ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíàÿ âðåìåííàÿ ëîãèêà LT L è ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé
(âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè) CT L, èñïîëüçóåìûå â òåîðèè âåðèôèêàöèè ïðî-
ãðàìì è, ôàêòè÷åñêè, ñîñòàâëÿþùèå å¼ ôóíäàìåíò, [1].
Â ïîñëåäíèå ãîäû âîçðàñòàåò íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ èí-

ñòðóìåíòîâ äëÿ ðåàëèçàöèè íîâûõ çàïðîñîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà
ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè � â ÷àñòíîñòè, îáóñëîâëåííûõ ¾ïëîõèìè¿ óñëî-
âèÿìè ðåàëèçàöèè èíôîðìàöèîííîãî ïðîöåññà, íåâûðàçèìûìè ñòàíäàðò-
íûìè îïåðàòîðàìè. Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â ýòîé îáëàñòè
ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèé è ñèñòåì ñ îïåðàòîðàìè, íàðóøàþùè-
ìè ïî ñâîåé ïðèðîäå ïðèíöèïû òðàíçèòèâíîñòè âðåìåííîãî (ìîäàëüíîãî
[2]) ïðîöåññà: â îãðàíè÷åííûõ äèàïàçîíàõ äîñòèæèìîñòè èëè âñþäó â
ïðîöåññå ðàññóæäåíèé, [16, 3].
Ñ òî÷êè çðåíèÿ èíñòðóìåíòàðèÿ ìîäàëüíûõ è âðåìåííûõ ëîãèê, àêòó-

àëüíî âîñïðèíèìàòü âðåìåííîé ïðîöåññ êàê âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó,
ïîçâîëÿþùóþ îïåðèðîâàòü ïîíÿòèåì çíàíèÿ â óñëîâèÿõ äèñêðåòíî èçìå-
íÿþùåãîñÿ íàïðàâëåííîãî âðåìåíè. Çäåñü ââåäåíèå óñëîâèÿ íà íåòðàí-
çèòèâíîñòü ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïîèñêà, çà÷àñòóþ, ïðèíöèïèàëüíî
íîâûõ ïîäõîäîâ ê àíàëèçó ñâîéñòâ ëîãèêè â ñðàâíåíèè ñ òðàíçèòèâíû-
ìè âàðèàíòàìè, ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûå ïîíÿòèÿ è òåõíèêè ðàçðàáàòû-
âàëèñü è ïðèìåíÿëèñü, â îñíîâíîì, äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ¾õîðîøèõ¿
õàðàêòåðèñòèê.
Â êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû ðàíåå íàìè áûëà ïðåäëîæåíà ëèíåéíàÿ

âðåìåííàÿ ëîãèêà çíàíèÿ ñ ¾óíèâåðñàëüíîé ìîäàëüíîñòüþ¿ LT K.slU
[7]. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âðåìåííîãî ïðîöåññà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì äî-
ñòèæèìîñòè òîëüêî ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, áûë ââåä¼í òåðìèí
¾ñòóïåí÷àòîãî¿ ïåðåõîäà âðåìåííûõ ñîñòîÿíèé (ñ àíãë. step-like), à óíè-
âåðñàëüíàÿ ìîäàëüíîñòü ïîçâîëèëà îïðåäåëèòü âñåîáùóþ äîñòèæèìîñòü
íà ìîäåëÿõ ëîãèêè, èçáåãàÿ ïðîáëåì êîíå÷íîé ìîäàëüíîé äîñòèæèìî-
ñòè êàæäîé ôîðìóëû, [12]. Çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ñòàëî èññëåäîâàíèå
âåðñèè ëîãèêè LT K.slU , ñîõðàíÿþùåé ñòóïåí÷àòóþ ïðèðîäó âðåìåííîãî
ïðîöåññà, íî ëèø¼ííîé îïåðàòîðà óíèâåðñàëüíîé ìîäàëüíîñòè, äîêàçà-
òåëüñòâî ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè, à òàêæå óíèòàðíîñòè óíèôè-
êàöèè, èñïîëüçóÿ íåñòàíäàðòíûé âçãëÿä íà ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîé ôîð-
ìóëû â óñëîâèÿõ íåòðàíçèòèâíîãî õàðàêòåðà åäèíñòâåííîãî îòíîøåíèÿ
äîñòèæèìîñòè.
Äëÿ çàäà÷ ñåìàíòè÷åñêîé õàðàêòåðèçàöèè íåêëàññè÷åñêèõ ëîãèê øè-

ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ðàçâèòàÿ ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà Êðèïêå � ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ñòðóêòóðíî-ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ëîãè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïðè ïîìîùè ìîäåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ëîãèêó LT K.slU îïðåäåëÿ-
ëè è èññëåäîâàëè èìåííî íà ÿçûêå ðåëÿöèîííîé ñåìàíòèêè, [7], ëîãèêó
îáåäí¼ííîãî ÿçûêà LT K.sl ìû ðàññìàòðèâàåì èñïîëüçóÿ òîò æå ïîäõîä,
äëÿ óäîáñòâà îáîáùàÿ áàçîâóþ òåõíèêó ñðàçó íà ìóëüòèìîäàëüíûé ñëó-
÷àé.
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2 Ñåìàíòèêà ëîãèêè LT K.sl

Àëôàâèò ÿçûêà LLT K.sl âêëþ÷àåò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ Prop = {p1, . . . , pn, . . . }, êîíñòàíòû ⊤,⊥ ñêîáêè (, ),
ñòàíäàðòíûå áóëåâû îïåðàöèè è íàáîð óíàðíûõ ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ
{N , □1, . . . ,□n, □e}.
(Ìíîãîìîäàëüíûì) LT K.sl-ôðåéìîì íàçîâ¼ì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

F := ⟨WN,Next, Re, R1, . . . , Rn⟩, ãäå
• WN =

⋃
t∈NCt � ñîâîêóïíîñòü ñãóñòêîâ Ct, ïðîíóìåðîâàííûõ íà-

òóðàëüíûìè ÷èñëàìè: Ct1 ∩ Ct2 = ∅, åñëè t1 ̸= t2;
• Next � îòíîøåíèå ¾ñëåäóþùåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî¿:

∀a, b ∈W : aNextb⇔ ∃t ∈ N(a ∈ Ct& b ∈ Ct+1);

• Re � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà êàæäîì ñãóñòêå:

∀t ∈ N, ∀a, b ∈ Ct : aReb;

• R1, . . . , Rn � îòíîøåíèÿ çíàíèé àãåíòîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ çàäà-
¼ò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè
(ñãóñòêà):

∀i ∈ [1, n]Ri ⊆ Re.

Ìîäåëüþ íà LT K.sl-ôðåéìå F íàçîâ¼ì ïàðó M := ⟨F, V ⟩, ãäå F �
LT K.sl-ôðåéì, V � îçíà÷èâàíèå: Prop 7→ 2WN . Òîãäà âûâîäèìîñòü ôîð-
ìóë, ñîäåðæàùèõ ìîäàëüíûå îïåðàòîðû, çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀a ∈ Ct ⊆WN, ∀t ∈ N:
a. ⟨F, a⟩ |=V φ ∧ ψ ⇔ ⟨F, a⟩ |=V φ è ⟨F, a⟩ |=V ψ;
b. ⟨F, a⟩ |=V φ ∨ ψ ⇔ ⟨F, a⟩ |=V φ èëè ⟨F, a⟩ |=V ψ;
c. ⟨F, a⟩ |=V φ̄⇔ ⟨F, a⟩ ̸|=V φ;
d. ⟨F, a⟩ |=V Nφ⇔ ∀b ∈ Ct+1 : ⟨F, b⟩ |=V φ;
e. ⟨F, a⟩ |=V □eφ⇔ ∀b ∈ Ct : ⟨F, b⟩ |=V φ;
f. ⟨F, a⟩ |=V □iφ⇔ ∀b ∈ Ct : aRi b⇒ ⟨F, b⟩ |=V φ.
Îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìíîæåñòâî ôîðìóë èñòèííûõ íà âñåõ òàêèõ ìî-

äåëÿõ, ëîãèêà LT K.sl ìîäåëèðóåò ëèíåéíûé íàïðàâëåííûé âðåìåííîé
ïðîöåññ, â êîòîðîì èç òåêóùåãî âðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ñãóñòêà t) äî-
ñòèæèì òîëüêî ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè � òåì ñàìûì, âðåìåííîé
ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðàâëåííûé â áóäóùåå ëó÷, ðàçäåë¼ííûé
íà äèñêðåòíûå òàêòû âû÷èñëåíèé èëè ðàññóæäåíèé.
Îòíîøåíèå âñåîáùåé äîñòèæèìîñòè âíóòðè êàæäîãî ñãóñòêà Re ⊆⋃
t∈N(Ct)

2 çàäà¼ò ñàìó ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñãóñòêîâ, à ëè-
íåéíóþ ñâÿçü ìåæäó íèìè � âðåìåííîå îòíîøåíèå Next. Âíóòðè âðå-
ìåííîãî ïðîöåññà îïðåäåëåíî äåéñòâèå àãåíòîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîñòóïíà îïðåäåë¼ííàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè
(çíàíèé àãåíòîâ) � ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ ÷àñòåé çàäàíî àãåíòíûìè îòíî-
øåíèÿìè R1, . . . , Rn, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé ïîäìíîæåñòâà îòíîøåíèÿ
Re. Àãåíòû ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ è êàê ñóáúåêòû ñîöèàëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ, è êàê ýëåìåíòû ñèñòåì àäìèíèñòðèðîâàíèÿ, îáëàäàþùèå
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ñîáñòâåííîé ñîâîêóïíîñòüþ äîñòóïíîé èíôîðìàöèè èëè ïðàâ â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè. Îáùåå çíàíèå (àíãë. Common Knowledge) îïðåäåëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì Re.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà äîñòóïíûå íåêî-

òîðîìó àãåíòó çíàíèÿ ìîãóò çàäàâàòüñÿ êàê îòäåëüíûì îòíîøåíèåì Ri,
òàê è íåêîòîðûì èõ îáúåäèíåíèåì. Îäíàêî, êîíöåïòóàëüíî âàæíà âîç-
ìîæíîñòü íåäîñòèæèìîñòè íåêîòîðîé ÷àñòè èíôîðìàöèè íè îäíîìó àãåí-
òó, à çíà÷èò îáúåäèíåíèå âñåõ n çàäàííûõ íà LT K.sl-ôðåéìå îòíîøåíèé
íå îáÿçàòåëüíî âñþäó ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì Îáùåãî çíàíèÿ.

3 Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü â LT K.sl

Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñâîéñòâîì ëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò íàì îïåðèðîâàòü â îïèñàíèè ëîãèêè
êîíå÷íûìè ìîäåëÿìè, à íå èõ áåñêîíå÷íûìè âàðèàíòàìè. Ëîãèêà L ôè-
íèòíî àïïðîêñèìèðóåìà (îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé ìîäåëè), åñëè
îíà ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà êîíå÷íûõ ôðåéìîâ, [8].
Îòìåòèì, ÷òî íåðåôëåêñèâíûé íåòðàíçèòèâíûé õàðàêòåð âðåìåííîãî

îòíîøåíèÿ, â ñîâîêóïíîñòè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîõðàíèòü ýôôåêòèâíóþ
ìîäåëü ðåàëèçàöèè âðåìåííîãî ïðîöåññà, íå ïîçâîëÿþò íàì â ÿâíîì âèäå
îãðàíè÷èòüñÿ ýôôåêòèâíûìè òåõíèêàìè ð-ìîðôèçìà èëè ôèëüòðàöèè
� â îáîèõ ñëó÷àÿõ êëàññè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ïðèâåëî áû ê ñìå-
ùåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè: èõ îòîæäåñòâëåíèþ èëè
âîçíèêíîâåíèþ âðåìåííûõ êîëëèçèé. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ âðåìåííîé äîñòè-
æèìîñòè ñãóñòêîâ è ñâÿçè àãåíòîâ âíóòðè íèõ, íàìè ïðåäëîæåí êîìáè-
íèðîâàííûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ëîãèêè LT K.sl.
Ïåðåîïðåäåëèì â ÿçûêå LT K.sl íåîáõîäèìûå òåîðåòèêî-ìîäåëüíûå

ïîíÿòèÿ è ìåòîäû.
Ïîä ìîäàëüíîé ñòåïåíüþ d(α) ôîðìóëû α â ëîãèêå LT K.sl áóäåì

ïîíèìàòü ÷èñëî âëîæåííûõ â α íåòðàíçèòèâíûõ íåðåôëåêñèâíûõ îïå-
ðàòîðîâ N : d(p) = d(◦p) = 0, ãäå ◦ ∈ {¬,□e,□i}; ∀p ∈ Prop d(α ⊙ β) =
max(d(α); d(β)), ãäå ⊙ ∈ {∨,∧}; d(Nα) = d(α)+1. Èíà÷å ãîâîðÿ, íè îäèí
èç ìîäàëüíûõ îïåðàòîðîâ ëîãèêè, êðîìå N , íå óâåëè÷èâàåò ìîäàëüíóþ
ñòåïåíü, òàê êàê íå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ èíûõ, êðîìå òåêóùåãî, âðå-
ìåííûõ ñîñòîÿíèé.
Äëèíó l(α) ôîðìóëû α ëîãèêè LT K.sl îïðåäåëèì ïî ÷èñëó îïåðàòîðîâ

ôîðìóëû ñëåäóþùèì îáðàçîì: l(p) = 0; l(α ◦ βα) = l(α) + l(β) + 1, ãäå
◦ ∈ {∧,∨}; l(•α) = l(α) + 1, ãäå • ∈ {N,¬,□e,□i}.

3.1. p-ìîðôèçì â LT K.sl. Îòîáðàæåíèå f ìíîãîìîäàëüíîãî ôðåéìà
F := ⟨W,Next, Re, R1, . . . , Rn⟩ íà ôðåéì F ′ := ⟨W ′,Next′, R′

e, R
′
1, . . . , R

′
n⟩

íàçûâàåòñÿ p-ìîðôèçìîì, åñëè ∀a, b ∈W ∀R ∈ {Next, Re, R1, . . . , Rn}:

(1) aR b⇒ f(a)R′f(b);
(2) f(a)R′f(b) ⇒ ∃c ∈W [aR c ∧ f(c) = f(b)].
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé LT K.sl-ìîäåëè M = ⟨W,Next, Re, R1, . . . , Rn, V ⟩
îïðåäåëèì êîíå÷íóþ ïî ÷èñëó âðåìåííûõ ñãóñòêîâ ìîäåëüN ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

N :=

〈 ⋃
j∈[1,k+1]

Cj ,Next′, R′
e, R

′
1, . . . , R

′
n, V

′

〉
,

ãäå:

•
⋃

j∈[1,k]Cj ⊂ W � êîíå÷íîå ÷èñëî ñãóñòêîâ, ñãóñòîê Ck+1 ñîñòîèò
èç îäíîãî âûðîæäåííîãî ýëåìåíòà;

• R′
e, R

′
1, . . . , R

′
n çàäàþòñÿ êàê îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíî-

øåíèé Re, R1, . . . , Rn íà ñãóñòêè
⋃

j∈[1,k]Cj , äîïîëíåííûå ñëåäó-

þùèìè óñëîâèÿìè: ∀R ∈ {Re, R1, . . . , Rn}
∀a, b ∈W \ {C1, . . . , Ck} åñëè aRb, òî a = b ∈ Ck+1& aR′ b;

• Next′ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∀a ∈ {C1, . . . , Ck} åñëè aNext b, òîãäà b ∈ {C2, . . . , Ck+1};
∀a ∈ W \ {C1, . . . , Ck}, ∀b ∈ W åñëè aNext b, òîãäà a, b ∈ Ck+1

& aNext′ b;
• V ′(p) = V (p) ∩

⋃
j∈[1,k]Cj äëÿ p ∈ Prop.

Â öåëÿõ ñîãëàñîâàíèÿ îáîçíà÷åíèé, áóäåì äàëåå íàçûâàòü îïðåäåë¼í-
íûé ðàíåå áåñêîíå÷íûé LT K.sl-ôðåéì, êàê Finf , à îãðàíè÷åííûé ïî âðå-

ìåíè � Ffin :=
〈⋃

j∈[1,k+1]Cj ,Next′, R′
e, R

′
1, . . . , R

′
n

〉
.

Ðèñ. 1. Áåñêîíå÷íûé ôðåéì Finf è êîíå÷íûé ôðåéì Ffin

Òåîðåìà 1. Ëþáîé Ffin ÿâëÿåòñÿ p-ìîðôíûì îáðàçîì Finf .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå f ôðåéìà

Finf = ⟨W,Next, Re, R1, . . . , Rn⟩

íà êîíå÷íûé ïî âðåìåíè ôðåéì Ffin =
〈⋃

j∈[1,k+1]Cj ,Next′, R′
e, R

′
1, . . . , R

′
n

〉
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1) ∀x ∈
⋃

j∈[1,k]Cj f(x) = x;
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(2) ∀x ∈W \
⋃

j∈[1,k]Cj f(x) = y, ãäå y ∈ Ck+1.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ f ñîõðàíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.) è (2.) îïðåäåëåíèÿ p-
ìîðôèçìà: ∀a, b ∈W
(1.) Åñëè aNext b, òî, ïî îïðåäåëåíèþ Next, a ∈ Ci è b ∈ Ci+1. Åñëè

b ∈ {C2, . . . , Ck}, òîãäà f(a) = a, f(b) = b è f(a)Next′ f(b). Åñëè b ∈
W \{C1, . . . , Ck}, òîãäà f(a) ∈ Ck ∪Ck+1, à f(b) ∈ Ck+1 è f(a)Next′ f(b).
Åñëè aRe b è a, b ∈ Ci ∈ {C1, . . . , Ck} òîãäà f(a)R′

e f(b). Åñëè Ci ∈ W \
{C1, . . . , Ck}, òîãäà f(a) = f(b) = y ∈ Ck+1.
Â ñèëó Ri ⊆ Re, ∀i ∈ [1, . . . , n], äëÿ îòíîøåíèé R′

1, . . . , R
′
n äîêàçàòåëü-

ñòâî àíàëîãè÷íî Re.
(2.) Åñëè f(a)Next′f(b), òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

• Â ñëó÷àå åñëè f(a)Next′f(b), ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ Next′,
f(a) ∈ Ci, f(b) ∈ Ci+1, ãäå i+1 ∈ [2, . . . , k]. Â ýòîì ñëó÷àå f(a) = a,
à äëÿ f(b) âîçìîæíû 2 âàðèàíòà:
� êîãäà f(b) ∈ {C2, . . . , Ck}, b = c è aNext c;
� êîãäà f(b) ∈ Ck+1&f(a) ∈ Ck, â êà÷åñòâå c ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü ∀c ∈ Ck+1, è òîãäà aNext c.

• Â ñëó÷àå åñëè f(a), f(b) ∈ Ck+1, èìååì a ∈ Cj , b ∈ Cj+1 ãäå
{Cj , Cj+1} ⊂ W \ {C1, . . . , Ck}) è òîãäà â êà÷åñòâå c ìû âîçüì¼ì
∀x ∈ Cj+1. Â ýòîì ñëó÷àå f(c) = f(b) ∈ Ck+1 ⊂ Ffin.

∀a, b ∈W åñëè f(a)R′
ef(b), òî âîçìîæíû 2 âàðèàíòà:

� åñëè f(a), f(b) ∈ Ci, ãäå i ∈ {1, . . . , k}, òîãäà aRe b, ãäå a, b ∈
Ci, i ∈ [1, . . . , k]. Â ýòîì ñëó÷àå c ∈ Ci;

� åñëè f(a), f(b) ∈ Ck+1, òîãäà aRe b è a, b ∈W \ {C1, . . . , Ck}.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ îòíîøåíèé Ri ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò
ðàññóæäåíèÿ ïðèâåä¼ííûå âûøå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé
Ri êàê ïîäìíîæåñòâ Re.

□

Òåîðåìà 2. ÏóñòüM = ⟨Finf , V ⟩ � íåîãðàíè÷åííàÿ ïî âðåìåíè LT K.sl-
ìîäåëü, α � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ìîäàëüíîé ñòåïåíè m, m ∈ ω. Òîãäà
∀x ∈

⋃
j∈[1,k−m]Cj ⊂ Finf (m < k) ñïðàâåäëèâî:

⟨M,x⟩ ̸|= α⇔ ⟨N, x⟩ ̸|= α,

ãäå N = ⟨Ffin, V
′⟩ = ⟨

⋃
j∈[1,k+1]Cj ,Next′, R′

e, R
′
1, . . . , R

′
n, V

′⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ôîð-
ìóë ëîãèêè LT K.sl. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî äëèíå
ôîðìóëû α. Ïðè l(α) = 0 èìååì α = p. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìîäàëüíàÿ
ñòåïåíü ôîðìóëû â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàâíà 0 è óòâåðæäåíèå âåðíî
∀x ∈

⋃
j∈[1,k]Cj .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî ∀β: l(β) < t, ò.å.

⟨M,x⟩ ̸|= β ⇔ ⟨N, x⟩ ̸|= β.

Äîêàæåì äëÿ l(α) = t. Ñëó÷àè α ∈ {¬φ,□eφ,□iφ,φ∨ψ,φ∧ψ} óäîâëåòâî-
ðÿþò èíäóêòèâíîé ãèïîòåçå, ïîñêîëüêó ìîäàëüíàÿ ñòåïåíü ôîðìóëû α
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íå óâåëè÷èâàåòñÿ ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ {¬,□e,□i} ê ïîäôîðìó-
ëå φ ìåíüøåé äëèíû è ïîòåíöèàëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ äîáàâëåíèåì {∨,∧}
òîëüêî äî çíà÷åíèÿ max(d(φ), d(ψ)), ãäå φ è ψ òàêæå êîðî÷å ïî äëèíå
(ïî îïðåäåëåíèþ èñòèííîñòè òàêèõ ôîðìóë íà ìîäåëÿõ ëîãèêè).
Ïóñòü α = Nφ, l(φ) = l(α) − 1 è d(α) = d(φ) + 1. Ïî èíäóêòèâíîé

ãèïîòåçå ⟨M,x⟩ ̸|= φ ⇔ ⟨N, x⟩ ̸|= φ, ãäå x ∈
⋃

j∈[2,k−(m−1)]Cj . Ïî îïðå-

äåëåíèþ N âåðíî, ÷òî ∀x ∈ Ci⟨M,x⟩ |= Nφ ⇔ ∀y ∈ Ci+1 (ò.å. xNext y)
⟨M,y⟩ |= φ, ñëåäîâàòåëüíî, ∃x ∈ Ci⟨M,x⟩ ̸|= Nφ⇔ ∃y ∈ Ci+1 ⟨M,y⟩ ̸|= φ.
Òîãäà ∀x̂ ∈

⋃
j∈[1,k−m]Cj ⟨M, x̂⟩ ̸|= Nφ⇔ ⟨N, x̂⟩ ̸|= Nφ. □

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìîäåëü êîíå÷íà ïî âðåìåíè,
íî èìååò íåîãðàíè÷åííóþ (à çíà÷èò ïîòåíöèàëüíî ñ÷¼òíóþ) ìîùíîñòü
ñãóñòêîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü êîíå÷íóþ ìîäåëü, ïðèìåíèì ìîäèôèöèðîâàí-
íûé ìåòîä ôèëüòðàöèè � îãðàíè÷åííîé íà ñãóñòêè.

3.2. Îãðàíè÷åííàÿ ôèëüòðàöèÿ äëÿ LT K.sl. Çàâåðøàÿ ïîñòðîåíèå
êîíå÷íîé ìîäåëè, àäåêâàòíîé íàøåé ëîãèêå, ïðèìåíèì òåõíèêó ôèëü-
òðàöèè ê ïîëó÷åííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå êîíå÷íîìó ïî âðåìåíè
ôðåéìó Ffin.
Ïóñòü M = ⟨W,Next, Re, R1, . . . , RnV ⟩ � ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ íà áåñ-

êîíå÷íîì LTK.sl-ôðåéìå, îïðåäåë¼ííàÿ ðàíåå, Φ ⊆ For(LLT K.sl) � íà-
áîð ôîðìóë, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë. Îïðåäåëèì îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè ≡Φ íà ñãóñòêàõ èç W ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀t ∈
N,∀x, y ∈ Ct

x≡Φy ⇐⇒ [∀α ∈ Φ(⟨M,x⟩ |= α⇔ ⟨M,y⟩ |= α)].

Äàëåå áóäåì èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• V ar(Φ) äëÿ íàáîðà âñåõ ïåðåìåííûõ ôîðìóë èç Φ;
• [x]≡Φ := {y ∈W |x≡Φy} äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè;
• WΦ := {[x]≡Φ |∀x ∈W} äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ òàêèõ êëàññîâ;
• CjΦ := {[x]≡Φ |∀x ∈ Cj ⊂ Ffin}, j ∈ [1, k+ 1], äëÿ êàæäîãî ñãóñòêà
òàêèõ êëàññîâ, ïîëó÷åííûõ èç ñãóñòêîâ Ffin.

×òîáû îãðàíè÷èòü êîíå÷íûì ÷èñëîì âñå ìîùíîñòè ñãóñòêîâ ýëåìåí-
òîâ ìîäåëè è, òåì ñàìûì, ïîëó÷èòü êîíå÷íóþ ìîäåëü, îïðåäåëèì ôèëü-
òðàöèþ ìíîæåñòâà Φ ⊆ For(LLT K.sl) ìîäåëüþ

NΦ =

〈 ⋃
j∈[1,k+1]

CjΦ ,Next′Φ, R
′
eΦ
, R′

1Φ
, . . . , R′

nΦ
, V ′

Φ

〉
íà îñíîâå ìîäåëè N ñ p-ìîðôíûì ôðåéìîì Ffin è äîïîëíèòåëüíîé ïî-
ñëåäóþùåé ôèëüòðàöèåé ñãóñòêîâ:

(1) ∀p ∈ V ar(Φ) [V ′
Φ(p) = {[a]≡Φ |⟨N, a⟩ |= p}];

(2) ∀a, b ∈ {
⋃

j∈[1,k+1]Cj}, ∀R′ ∈ [Next′, R′
e, R

′
1, . . . , R

′
n]

(aR′b⇒ [a]≡ΦR
′
Φ[b]≡Φ);

(3) ∀a, b ∈ {
⋃

j∈[1,k+1]CjΦ}
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(a) ∀l ∈ {e, 1, . . . , n} ([a]≡ΦR
′
lΦ
[b]≡Φ =⇒ [∀□lα ⊆ Φ

⟨N, a⟩ |= □lα⇒ ⟨N, b⟩ |= α]);

(b) [a]≡ΦNext′Φ[b]≡Φ =⇒ ([∀Nα ⊆ Φ

⟨N, a⟩ |= Nα⇒ ⟨N, b⟩ |= α]).

Â íàøåì ñëó÷àå òàêæå ïðèìåíèìû èçâåñòíûå óñëîâèÿ ïîñòðîåíèÿ ìè-
íèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ôèëüòðàöèè:
� ìèíèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ

N min
Φ =

〈 ⋃
j∈[1,k+1]

CjΦ ,Next′, R′min
eΦ

, R′min
1Φ

, . . . , R′min
nΦ

, V ′
Φ

〉
,

ãäå

• ∀l ∈ {e, 1, . . . , n} R′min
lΦ

= {([a]≡Φ , [b]≡Φ)|(a, b) ∈ R′
l},

� ìàêñèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ

Nmax
Φ =

〈 ⋃
j∈[1,k+1]

CjΦ ,Next′, R′max
eΦ

, R′max
1Φ

, . . . , R′max
nΦ

, V ′
Φ

〉
,

ãäå

• ∀l ∈ {e, 1, . . . , n} : [a]≡ΦR
′max
lΦ

[b]≡Φ ⇔ [∀□lα ⊆ Φ(⟨N, a⟩ |= □lα ⇒
⟨N, b⟩ |= α)].

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îïèñàííîé ïðîöåäóðû ñãóñòêè âñÿêèé ðàç áó-
äóò èìåòü êîíå÷íóþ ìîùíîñòü, â ñèëó âûáîðà ìíîæåñòâà Φ, êîíå÷íîñòè
÷èñëà îòíîøåíèé íà ôðåéìå è âñåõ ïîïàðíûõ âàðèàíòîâ èõ ïåðåñå÷åíèé.
Ïî ïîñòðîåíèþ ôèëüòðîâàííîé ìîäåëè, âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1. Ïóñòü N = ⟨
⋃

j∈[1,k+1]Cj ,Next′, R′
e, R

′
1, . . . , R

′
n, V

′⟩ � îãðà-

íè÷åííàÿ ïî âðåìåíè p-ìîðôíàÿ ìîäåëü áåñêîíå÷íîé LT K.sl-ìîäåëè M ,
Φ ⊆ For(LLT K.sl) � çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë ìíîæåñòâî
ôîðìóë, ìîäàëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò m (m ∈ ω, k > m),

NΦ =

〈 ⋃
j∈[1,k+1]

CjΦ ,Next′Φ, R
′
eΦ
, R′

1Φ
, . . . , R′

nΦ
, V ′

Φ

〉

� ôèëüòðîâàííûé âàðèàíò ìîäåëè N ìíîæåñòâîì Φ.
Òîãäà ∀x ∈

⋃
j∈[1,k−m]Cj, ∀α ∈ Φ:

⟨N, x⟩ ̸|= α⇔ ⟨NΦ, x⟩ ̸|= α.

Â ñèëó Òåîðåìû 2 è Ëåììû 1, çàêëþ÷àåì ôèíèòíóþ àïïðîêñèìèðóå-
ìîñòü LT K.sl. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ìîäåëåé ëîãèêè ìîãóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ íå òîëüêî áåñêîíå÷íûå ìîäåëè M , íî è ìîäåëè, ïîñòðîåííûå
íà êîíå÷íûõ LT K.sl-ôðåéìàõ äëÿ êàæäîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû.
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4 Óíèôèêàöèÿ â LT K.sl

4.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè óíèôèêàöèÿ. Áàçîâàÿ ïðî-
áëåìà óíèôèêàöèè ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå âîïðîñà î âîçìîæíîñòè òðàíñ-
ôîðìèðîâàíèÿ ôîðìóëû φ(p1, . . . , ps) ëîãèêè L â òåîðåìó ïóòåì çàìåíû
å¼ ïåðåìåííûõ. Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëåí, ôîðìóëà φ(p1, . . . , ps) íàçû-
âàåòñÿ óíèôèöèðóåìîé â L, à ïîäñòàíîâêà σ : pi 7→ σi,∀pi ∈ V ar(φ)
òàêàÿ, ÷òî φ(σ1, . . . , σs) ∈ L, óíèôèêàòîðîì ôîðìóëû. Êîðíåâûì (àíãë.
ground, ñîêð. gu) áóäåì íàçûâàòü óíèôèêàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ïîäñòàíîâêó íàáîðà êîíñòàíò âìåñòî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû.
Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è óíèôèêàöèè, ïîëîæåííîå â 1960-å ãîäû,

[14], ãëàâíûì îáðàçîì áûëî ñâÿçàíî ñ çàäà÷àìè, âîçíèêàþùèìè â îáëà-
ñòè èíôîðìàöèîííûõ íàóê: óíèôèêàöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü êàê èíñòðó-
ìåíò, ïîçâîëÿþùèé ïðåîáðàçîâàòü öåëûå áëîêè èñïîëíÿåìûõ ïðîöåäóð
ê âèäó óíèâåðñàëüíûõ ìàêðîñîâ, ÷òî êîíå÷íî, äîâîëüíî äàëåêî îò ñåãî-
äíÿøíèõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â îáëàñòè ñèìâîëè÷åñêîé ëîãèêè. Èìïóëüñ
æå ðàçâèòèþ òåîðèè óíèôèêàöèè çäåñü â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ìîæ-
íî ñìåëî ñâÿçàòü ñ èìåíåì Ñ. Ãèëàðäè, îáíàðóæèâøèì çíà÷èìûå ñâÿçè
òåîðèè ñ äðóãèìè çàäà÷àìè, øèðîêèå ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèé è ýôôåêòèâíûé ïîäõîä, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ïîíÿòèè ïðîåêòèâíîé
ôîðìóëû, [10].
Ôîðìóëà φ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé â ëîãèêå L, åñëè ñó-

ùåñòâóåò óíèôèêàòîð τ ôîðìóëû φ, òàêîé, ÷òî □φ → [pi ≡ τ(pi)] ∈ L
äëÿ âñåõ pi ∈ V ar(φ). Òàêîé óíèôèêàòîð íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì.
Ìíîãèå èçâåñòíûå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ¾õîðîøèìè¿ õàðàêòåðèñòè-

êàìè (ðåôëåêñèâíîñòüþ, òðàíçèòèâíîñòüþ, ëèíåéíîñòüþ èëè èõ ñëàáû-
ìè âàðèàíòàìè), èçó÷åíû ñ òî÷êè çðåíèÿ óíèôèêàöèè: äëÿ íèõ óñïåøíî
îïðåäåë¼í (èëè îïðîâåðãíóò òðåáóåìûé) òèï óíèôèêàöèè, íàéäåíû àëãî-
ðèòìû ïîñòðîåíèÿ ëó÷øèõ óíèôèêàòîðîâ (èëè äîêàçàíî èõ îòñóòñòâèå),
[9, 10, 11, 15, 6]. Èññëåäîâàíèÿ æå äðóãèõ ñèñòåì ÷àñòî ñîïðÿæåíû ñ
íåîáõîäèìîñòüþ ìîäèôèêàöèè èìåþùèõñÿ èëè ïîèñêîì íîâûõ ìåòîäîâ
è òåõíèê, [5, 7], ÷òî íåèçáåæíî âåä¼ò ê íåêîòîðîìó ñíèæåíèþ àêòèâíîñòè
èññëåäîâàíèé.
Â ÷àñòíîñòè, äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëî-

ãèêè, ðàñøèðÿþùåé ìîäàëüíóþ ñèñòåìó S4, ò.ê. ïîñëåäíÿÿ ïîçâîëÿåò
îïåðèðîâàòü ñ ðåôëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì ñâîéñòâàìè ìîäàëüíîãî
îïåðàòîðà □ â ëîãèêå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîåêòèâíîé ôîðìóëû â íà-
øåé ëîãèêå, â îòñóòñòâèå õîòÿ áû âûðàçèìîãî îïåðàòîðà òðàíçèòèâ-
íîé äîñòèæèìîñòè, âîñïîëüçóåìñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíîé çàïèñüþ îïðå-
äåëåíèÿ: ôîðìóëó φ(p1, . . . , ps) áóäåì íàçûâàòü ïðîåêòèâíîé â L, åñëè
íàéä¼òñÿ óíèôèêàòîð τ ôîðìóëû φ òàêîé, ÷òî φ ⊢L [pi ≡ τ(pi)] äëÿ
âñåõ pi ∈ V ar(φ). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå íåñ¼ò òîò
æå ñìûñë, ÷òî è äàííîå âûøå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ýòîãî ïåðå-

îñìûñëåíèÿ, â ñîâîêóïíîñòè ñ ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèåé
k−m∧
i=0

N i□eφ,
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ãäå N0□eφ = □eφ, â êà÷åñòâå â íåêîòîðîì ðîäå çàìåíû òðàíçèòèâíî-
ãî îïåðàòîðà, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðîåêòèâíûé
óíèôèêàòîð â ëîãèêå.
Îòìåòèì åù¼ íåñêîëüêî âàæíûõ äëÿ íàñ îïðåäåëåíèé òåîðèè óíèôè-

êàöèè. Íà ìíîæåñòâå âñåõ óíèôèêàòîðîâ ôîðìóëû φ îïðåäåëåíî îòíî-
øåíèå ïðåäïîðÿäêà ¾áîëåå îáùèé¿: óíèôèêàòîð σ ôîðìóëû φ(p1, . . . , ps)
íàçûâàþò áîëåå îáùèì, ÷åì σ1 â ëîãèêå L (è ïèøóò σ1 ⪯ σ), åñëè íàéä¼ò-
ñÿ ïîäñòàíîâêà γ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ pi ôîðìóëû σ âåðíî:
σ1(pi) ≡L γ(σ(pi)).
Îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïðåäïîðÿäêà, óíèôèêàòîð σ áóäåò íàçûâàòü-

ñÿ ìàêñèìàëüíûì äëÿ ôîðìóëû φ(p1, . . . , ps), åñëè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
óíèôèêàòîðà σi ëèáî σi ⪯ σ, ëèáî (σi ⪯̸ σ)&(σ ⪯̸ σi). Åñëè σ � áîëåå
îáùèé, ÷åì ëþáîé äðóãîé óíèôèêàòîð, îí íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå îáùèì
(èëè êðàòêî íîó).
Ïîíÿòèå òèïà óíèôèêàöèè òàêæå ìîæåò áûòü äàíî, èñïîëüçóÿ îïðå-

äåë¼ííûé âûøå ïðåäïîðÿäîê: ëîãèêà èìååò íóëüàðíûé òèï óíèôèêàöèè,
åñëè, îòíîñèòåëüíî⪯, ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíè-
ôèêàòîðîâ. Åñëè êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàêàí÷èâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì ýëåìåíòîì, ëîãèêà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå èíôèíèòàðíûé
òèï. Â ñëó÷àå åñëè ìàêñèìàëüíûõ óíèôèêàòîðîâ êîíå÷íîå ÷èñëî � ôè-
íèòàðíûé. Íàêîíåö, ëîãèêà îáëàäàåò íàèëó÷øèì � óíèòàðíûì � òè-
ïîì óíèôèêàöèè, åñëè äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû â ëîãèêå
íàéä¼òñÿ íîó.

4.2. Óíèòàðíàÿ óíèôèêàöèÿ â LT K.sl. Ïóñòü ôîðìóëà φ � ôîð-
ìóëà ìîäàëüíîé ñòåïåíè d(φ) = m, ñëåäîâàòåëüíî, φ ñîäåðæèò m âëî-
æèìûõ îïåðàòîðîâ N . k + 1 � ÷èñëî ñãóñòêîâ, îïðåäåëÿåìîå ãëóáèíîé
p-ìîðôíîé LT K.sl-ìîäåëè, k > m, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè èñòèí-
íîñòè ôîðìóëû φ òðåáóåòñÿ k−m øàãîâ äëÿ ëþáîé ñòàðòîâîé òî÷êè èç
ïðîìåæóòêà {1, . . . , k −m}.
Ñëåäóÿ Ãèëàðäè, [10], ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð îïðåäåëÿåò íàèáîëåå

îáùèé óíèôèêàòîð ôîðìóëû, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå ïðèìåíèìîñòè
êî ìíîæåñòâó âñåõ óíèôèöèðóåìûõ ôîðìóë ëîãèêè, óñòàíàâëèâàåò å¼
óíèòàðíûé òèï.
Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèå ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, ò.ê. îíè

ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ èç [7], îïóñêàÿ â ïðîöåññå ëèøü ñëó-
÷àé óíèâåðñàëüíîé ìîäàëüíîñòè.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà c1, . . . , cr ∈ {⊤,⊥} è ëþáîé ôîðìóëû
φ(p1, . . . , pr) ñóùåñòâóåò c ∈ {⊤,⊥}, òàêàÿ, ÷òî

∀x ∈ F, ⟨F, x⟩ |= φ(c1, . . . , cr) ≡ c.

Òåîðåìà 3. Åñëè ôîðìóëà φ óíèôèöèðóåìà â LT K.sl, òî φ èìååò êîð-
íåâîé óíèôèêàòîð gu.
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Ñëåäñòâèåì äàííûõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ êîðíåâûõ óíèôèêàòîðîâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óíèôèöè-
ðóåìîñòè ôîðìóë â ëîãèêå LT K.sl � âñÿêèé ðàç äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
íå áîëåå, ÷åì 2s ðàçëè÷íûé ïîäñòàíîâîê, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñóùåñòâîâà-
íèå ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòíîé, ÿâëÿþùåéñÿ óíèôèêàòîðîì.

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà â LT K.sl ïðîåêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ(p1, . . . , ps) óíèôèöèðóåìàÿ â LT K.sl ôîðìó-
ëà. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé pi ∈ V ar(φ) îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ
ïîäñòàíîâêó σ(pi):

σ(pi) := (
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi)),

ãäå gu(p1), . . . , gu(ps) � êîðíåâîé óíèôèêàòîð ôîðìóëû φ(p1, . . . , ps), ïî-
ëó÷åííûé ïî àëãîðèòìó èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Âîçüì¼ì ëþáóþ áåñêîíå÷íóþ ìîäåëü M := ⟨F, V ⟩ ñ ïðîèçâîëüíûì

îçíà÷èâàíèåì V . Åñëè σ � óíèôèêàòîð äëÿ φ, òîãäà σ(φ) ∈ LT K.sl è
∀x ∈ F ⟨M,x⟩ |=V σ(φ). Äîêàæåì, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ ÿâëÿåòñÿ óíèôè-
êàòîðîì äëÿ φ â ëîãèêå LT K.sl.

1. Åñëè ∀x ∈ {C1, . . . , Ck−m} ⟨M,x⟩ |=V φ, òî ⟨M,x⟩ |=V

k−m∧
i=0

N i□eφ

è, ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí áóäåò îïðîâåðãíóò íà

x. Åñëè ⟨M,x⟩ |=V pi, òîãäà ⟨M,x⟩ |=V

k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi, ñëåäîâàòåëüíî,

⟨M,x⟩ |=V σ(pi). Åñëè ⟨M,x⟩ |=V ¬ pi, òîãäà ⟨M,x⟩ ̸|=V

k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi è

ñëåäîâàòåëüíî ⟨M,x⟩ |=V ¬σ(pi). Êàê ñëåäñòâèå, èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå
φ(p1, . . . , ps) íà ïðîèçâîëüíîì ýëåìåíòå x ïðè îçíà÷èâàíèè V ñîâïàäàåò
ñ èñòèííîñòüþ φ(σ(p1), . . . , σ(ps)) íà òîì æå ýëåìåíòå ïðè òîì æå îçíà-
÷èâàíèè V è, â ýòîì ñëó÷àå, ⟨M,x⟩ |=V σ(φ).

2. Åñëè ∃x ∈ {C1, . . . , Ck−m}⟨M,x⟩ |=V ¬φ, òîãäà ⟨M,x⟩ ̸|=V

k−m∧
i=0

N i□eφ.

Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî âûïîëíåíèå âòîðîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà,
íî ïåðâûé ïðè ýòîì îïðîâåðãàåòñÿ íà x. Òîãäà èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå
äëÿ âñåõ σ(pi) íà x ñîâïàäàåò ñ gu(pi) (ò.å. σ(φ) ≡ gu(φ)), è ïîñêîëü-
êó ⟨M,x⟩ |=V gu(φ) (â ñèëó âûáîðà êîðíåâîãî óíèôèêàòîðà, gu(φ) ∈
LT K.sl), ñíîâà ⟨M,x⟩ |=V σ(φ). Ñëåäîâàòåëüíî, σ(φ) ∈ LT K.sl äëÿ óíè-
ôèöèðóåìîé â LT K.sl ôîðìóëû φ.
Äîêàæåì, ÷òî σ(φ) � ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð. Åñëè σ(pi) � ïðîåê-

òèâíûé óíèôèêàòîð äëÿ φ, òî ∀pi ∈ V ar(φ) ïî îïðåäåëåíèþ, ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå:

φ ⊢LT K.sl pi ↔ [(
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))].
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Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü σ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì óíèôèêàòî-
ðîì. Â òàêîì ñëó÷àå åñëè ⊢LT K.sl φ, òî

φ ⊬LT K.sl pi ↔ [(

m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))]. (1)

Â ýòîì ñëó÷àå

φ ⊬LT K.sl pi → [(
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))], (2)

èëè

φ ⊬LT K.sl [(

k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))] → pi. (3)

Åñëè (2), òîãäà φ ⊢LT K.sl pi, íî â ýòîì ñëó÷àå φ ⊢LT K.sl

k−m∧
i=0

N i□eφ∧pi,

áëàãîäàðÿ ⊢LT K.sl φ è ⊢LT K.sl pi, è ïîýòîìó

φ ⊢LT K.sl pi → [(
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))].

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå (2) íåâîçìîæíî.

Åñëè (3), òî φ ⊢LT K.sl [(
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))], íî

ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè φ ⊢LT K.sl pi, ïîñêîëüêó φ ⊢LT K.sl

k−m∧
i=0

N i□eφ.

Êàê ñëåäñòâèå, â äèçúþíêöèè σ(pi) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïåðâûé
÷ëåí. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

φ ⊢LT K.sl [(
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ pi) ∨ (¬
k−m∧
i=0

N i□eφ ∧ gu(pi))] → pi,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3). Ñëåäîâàòåëüíî, σ � ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð äëÿ
φ â ëîãèêå LT K.sl, ïîýòîìó φ � ïðîåêòèâíàÿ ôîðìóëà. □
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