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ОДНО СЛЕДСТВИЕ ОПИСАНИЯ КОНЕЧНЫХ
ГРУПП БЕЗ ЭЛЕМЕНТОВ ПОРЯДКА 6

А.С. Кондратьев, М.С. Нирова

Abstract. Let G be a finite group. The set of all prime divisors of the
order of G is denoted by π(G). The Gruenberg-Kegel graph (the prime
graph) Γ(G) of G is defined as the graph with the vertex set π(G) in which
two different vertices p and q are adjacent if and only if G contains an
element of order pq. If the order of G is even, then π1(G) denotes the
connected component of Γ(G) containing 2. It is actual the problem of
describing finite groups with disconnected Gruenberg-Kegel graphs. In
the present article, all finite non-solvable groups G with 3 ∈ π(G)\π1(G)
are determined.
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1. Введение

Пусть G — конечная группа. Через π(G) обозначается множество всех про-
стых делителей порядка группы G. Граф Грюнберга — Кегеля (граф простых
чисел) Γ(G) группы G определяется как граф с множеством вершин π(G), в
котором две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда G
содержит элемент порядка pq. Обозначим число компонент связности графа
Γ(G) через s(G). Если порядок группы G четен, то π1(G) обозначает связную
компоненту графа Γ(G), содержащую 2.

В рамках общей задачи изучения конечных групп по свойствам их графов
Грюнберга — Кегеля (см. [9]) наше внимание прежде всего привлекает более
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подробное изучение класса конечных групп с несвязным графом Грюнберга —
Кегеля.

Это мотивировано следующим. Указанный класс широко обобщает класс
конечных групп Фробениуса, что сразу видно из известной общей структурной
теоремы Грюнберга — Кегеля о конечных группах с несвязным графом Грюн-
берга — Кегеля (см. предложение 1 ниже). Роль же групп Фробениуса в теории
конечных групп совершенно исключительна.

Заметим также, что класс конечных групп с несвязным графом Грюнбер-
га — Кегеля совпадает с классом конечных групп, имеющих изолированную
подгруппу (т. е. собственную подгруппу, содержащую централизатор каждо-
го своего неединичного элемента), который изучался многими авторами (см.,
например, [1]).

Конечные простые группы с несвязным графом Грюнберга — Кегеля были
классифицированы (по модулю классификации конечных простых групп) в ра-
ботах Уильямса [14], А.С. Кондратьева [8] и Ииери и Ямаки [7]. Они составля-
ют довольно узкий подкласс всех конечных простых групп, однако включают
многие “малые” в различных смыслах группы, часто возникающие в исследова-
ниях. Например, все конечные простые группы исключительного лиева типа,
кроме групп E7(q) при q > 3, а также простые группы из известного “Атласа
конечных групп” [3], кроме группы A10, имеют несвязный граф Грюнберга —
Кегеля. Эта классификация была применена Лучидо [12] для получения ана-
логичной классификации для всех конечных почти простых групп.

В связи с теоремой Грюнберга — Кегеля и классификации конечных почти
простых групп с несвязным графом Грюнберга — Кегеля естественно возникает
следующая проблема.

Проблема. Описать строение конечных неразрешимых групп с несвязным
графом Грюнберга — Кегеля и нетривиальной подгруппой Фиттинга.

Эта проблема во многом сводится к изучению модулярных представлений
конечных простых групп (подробнее см. в [10]). По этой важной проблеме по-
лучены только некоторые частные результаты, в общем случае она далека от
решения.

В настоящей статье, используя описание конечных групп без элементов по-
рядка 6 (см. предложение 4), мы получаем следующий полезный для исследо-
вания указанной проблемы результат.

Теорема. Пусть G — конечная неразрешимая группа. Тогда 3 ∈ π(G) \
π1(G) если и только если группа G изоморфна одной из следующих групп:
L2(2n), L2(3n), PGL2(3n), L2(3n).23 (n четно), L2(q) (q ≡ ±5 (mod 12)), L3(4),
расширение нетривиальной элементарной абелевой 2-группы E посредством
группы L2(2n), где E как G/E-модуль изоморфна прямой сумме естественных
GF (2n)L2(2n)-модулей.

2. Обозначения и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология, в основном, стандартны, их можно най-
ти в [3, 4, 5].

Если группа G действует на группе H, то мы будем говорить, что неединич-
ный элемент g ∈ G действует на H свободно (или без неподвижных точек),
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если CH(g) = 1. Если n — четное натуральное число, то через L2(3n).23 обо-
значается группа L2(3n)〈df1〉, где PGL2(3n) = L2(3n)〈d〉 и f1 — инволютивный
полевой автоморфизм группы L2(3n).

Рассмотрим некоторые результаты, которые используются в доказательстве
теоремы.

Предложение 1 (теорема Грюнберга —Кегеля [14, теорема A]). Пусть G —
конечная группа с несвязным графом Грюнберга–Кегеля. Тогда верно одно из
следующих утверждений:

(а) G — группа Фробениуса;
(б) G — 2-фробениусова группа, т. е. G = ABC, где A, AB — нормаль-

ные подгруппы группы G, а AB, BC — группы Фробениуса с ядрами A, B и
дополнениями B, C соответственно;

(в) G := G/F (G) — почти простая группа с цоколем T , для которого s(T ) ≥
s(G) и π(F (G)) ∪ π(G/T ) ⊆ π1(G).

Предположим, что выполняется утверждение (в) предложения 1 и F (G) 6= 1.
Тогда любой элемент простого порядка из π(G) \ π1(G) группы G действует
свободно на F (G). Пусть K и L — два соседних члена главного ряда группы
G (K < L), содержащиеся в F (G). Тогда (главный) фактор V = L/K груп-
пы G яляется элементарной абелевой p-группой для некоторого простого чис-
ла p ∈ π1(G) (мы называем его p-главным фактором группы G). Подгруппа V
содержится в центре группы F (G)/K, так как V — минимальная нетривиаль-
ная нормальная подгруппа в G/K, а группа F (G)/K нильпотентна. Поэтому
F (G)/K ≤ CG/K(V ). Если F (G)/K < CG/K(V ), то фактор-группа группы
CG/K(V ) по ее нормальной подгруппе F (G)/K изоморфна подгруппе группы
G, содержащей ее цоколь T , что противоречит несвязности графа Γ(G). Та-
ким образом, CG/K(V ) = F (G)/K и, следовательно, V можно рассматривать
как точный неприводимый GF (p)G-модуль, причем каждый элемент простого
порядка из π(G) \ π1(G) группы G действует свободно на V .

Предложение 2 ([13, предложение 3.2]). Пусть G — конечная группа, H E
G, G/H ∼= L2(q), где q > 5 нечетно и CH(t) = 1 для некоторого элемента t
порядка 3 из G \H. Тогда H = 1.

Предложение 3 ([6, теорема 8.2]). Пусть G — конечная группа, 1 6= H E G
и G/H ∼= L2(2n), где n ≥ 2. Предположим, что CH(t) = 1 для некоторого
элемента t ∈ G \H порядка 3. Тогда H = O2(G) и H является прямым про-
изведением минимальных нормальных подгрупп порядка 22n в G, каждая из
которых как G/H-модуль изоморфна естественному GF (2n)SL2(2n)-модулю.

Предложение 4 ([11, теорема 2]). Пусть G — конечная неразрешимая
группа и 3 делит |G|. Тогда G не содержит элементов порядка 6 если и толь-
ко если группа O{2,3}′

(G/O{2,3}′(G)) изоморфна одной из следующих групп:
L2(2n), L2(3n), PGL2(3n), L2(3n).23 (n четно), L2(q) (q ≡ ±5 (mod 12)), L3(2n)
(n ≥ 2, (2n − 1)3 ≤ 3), U3(2n) (n ≥ 2, ((2n + 1)3 ≤ 3), расширение нетривиаль-
ной элементарной абелевой 2-группы E посредством группы L2(2n), где E как
G/E-модуль изоморфна прямой сумме естественных GF (2n)L2(2n)-модулей.
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3. Доказательство теоремы

Докажем необходимость. Пусть G — конечная неразрешимая группа и 3 ∈
π(G) \ π1(G). Тогда в G нет элементов порядка 6 и по предложению 4 груп-
па H := O{2,3}′

(G/O{2,3}′(G)) изоморфна одной из следующих групп: L2(2n),
L2(3n), PGL2(3n), L2(q) (q ≡ ±5 (mod 12)), L3(2n) ((2n − 1)3 ≤ 3), U3(2n) (3 |
(2n − 1) или (2n + 1)3 = 3), расширение нетривиальной элементарной абелевой
2-группы E посредством группы L2(2n), где E как G/E-модуль изоморфна
прямой сумме естественных GF (2n)L2(2n)-модулей.

Поскольку 3 ∈ π(G) \π1(G), граф Γ(G) несвязен. По предложению 1 выпол-
няется одно из утверждений (а), (б) или (в) этого предложения.

Если выполняется утверждение (а), то ввиду [4, теорема 10.3.1, замечание
на стр. 377] имеем 3 ∈ π1(G), что противоречит условию.

Пусть выполняется утверждение (б). Тогда G = ABC, где A, AB — нор-
мальные подгруппы группы G, а AB, BC — группы Фробениуса с ядрами
A, B и дополнениями B, C соответственно. Ввиду свойств групп Фробениу-
са (см. например, [4, теорема 10.3.1]) подгруппа A нильпотентна, а подгруппа
B циклическая и, следовательно, группа Aut(B) абелева. Поскольку подгруп-
па C изоморфна подгруппе из Aut(B), она абелева. Получаем, что группа G
разрешима, что противоречит условию.

Итак, выполняется утверждение (в). Тогда O{2,3}′(G) ≤ S(G) = F (G), G :=
G/F (G) — почти простая группа с цоколем T и π(F (G)) ∪ π(G/T ⊆ π1(G).
Ясно, что 3 ∈ π(T ) и элемент порядка 3 из T действует свободно на F (G).

Предположим, что O{2,3}′(G) 6= 1. Если T ∼= L2(q) для некоторого q, то ввиду
предложений 2 и 3 имеем O{2,3}′(G)) = 1; противоречие с предположением.
Поэтому T ∼= Lε

3(q), где ε ∈ {+,−} и q = 2n для некоторого n ≥ 2. Ввиду [2,
табл. 8.3, 8.5] группа T содержит подгруппу, изоморфную L2(q), и мы приходим
к противоречию как выше.

Таким образом, O{2,3}′(G) = 1 и, следовательно, F (G) = O2(G) и H =
O{2,3}′

(G).
Предположим, что T ∼= Lε

3(2
n), где ε ∈ {+,−} и n ≥ 2. Тогда F (G) = O2(G) =

1 и ввиду [8] либо 3 ∈ π1(T ) = π(2(22n − 1)) ⊆ π1(G), либо T ∼= L3(4). Первый
случай противоречит условию. Поэтому T ∼= L3(4). Поскольку Out(T ) является
{2, 3}-группой (см. [3]), имеем G = H = T , т. е. выполняется утверждение
теоремы.

Итак, можно считать, что T ∼= L2(q) для некоторого q. Осталось доказать,
что G = H.

Предположим, что H < G. Ввиду [5, теорема 2.5.12] группа G изоморфна
подгруппе из Aut(T ) = Inndiag(T ) o F , где F — циклическая группа полевых
автоморфизмов группы T ∼= L2(q) (мы отождествляем группы T и Inn(T )). По-
скольку G/H — нетривиальная {2, 3}′-группа, группа G содержит элемент x
простого порядка p > 3, индуцирующий на T нетривиальный полевой автомор-
физм. Но ввиду [5, теорема 4.9.1] централизатор CT (x) содержит подгруппу,
изоморфную L2( p

√
q). Ясно, что порядок этой подгруппы делится на 6 и, сле-

довательно, 3 ∈ π1(G). Полученное противоречие доказывает, что H = G и,
следовательно, выполняется условие необходимости теоремы.

Докажем достаточность. Пусть G — группа из заключения теоремы. Ясно,
что 3 ∈ π(G). По предложению 4 в G нет элементов порядка 6. Теперь условие
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3 ∈ π(G) \ π1(G) легко следует из вида компонент связности несвязного графа
Грюнберга–Кегеля группы G (см. [14, 8, 12]). Достаточность доказана.

Теорема доказана.
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