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Í.Õ. Êàñûìîâ

Abstract. It has been establish that the locally �nitely separability
of any universal algebra represented over a given uniformly computably
separable equivalence is equivalent to the immune of the characteristic
transversal of this equivalence. Examples are presented that demonstrate
the in�delity of this criterion for �nitely separable algebras, as well as
for computably separable equivalences that are not uniform. It is shown
that every in�nite and co-in�nite set is a characteristic transversal of a
computably separable equivalence, over which only �nitely approximable
algebras are represented.

Keywords: numbered algebra, morphism, representation of universal
algebra over equivalence and η-algebra, characteristic transversal of equivalence
and numbering, uniformly computably separable numbering, �nitely and
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Ââåäåíèå

Ñ íåîïðåäåëÿåìûìè â ñòàòüå áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â
[1, 2, 3]. Èñïîëüçóåìûå ïîñòàíîâêè âîïðîñîâ, èäåè è ìåòîäû âîñõîäÿò ê [4, 5].
Ðàññìàòðèâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû ýôôåêòèâíûõ ñèãíàòóð.

Âû÷èñëèìî îòäåëèìûå àëãåáðû èãðàþò è, ïî-âèäèìîìó, áóäóò èãðàòü â îáî-
çðèìîé ïåðñïåêòèâå çàìåòíóþ ðîëü êàê â òåîðèè âû÷èñëèìûõ àëãåáð, òàê è â
òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå (ñì. îáçîðû [6, 7]). Òàê, À.È. Ìàëüöåâûì â [5] áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîçèòèâíàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðû,
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îáëàäàþùåé íåíóëåâûìè êîíãðóýíöèÿìè òîëüêî êîíå÷íîãî èíäåêñà ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëèìîé, ÷òî ïîñòàâèëî âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå (áåç óñëîâèÿ êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè). Îêàçàëîñü, ÷òî èìåþò-
ñÿ êîíòðïðèìåðû, ïðè÷åì èìåííî è òîëüêî â êëàññå âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ
àëãåáð ([8]). Áîëåå òîãî, âñÿêàÿ ïîçèòèâíàÿ íóìåðàöèÿ àëãåáðû ñî ñ÷åòíîé (â
÷àñòíîñòè, íåòåðîâîé) ðåøåòêîé êîíãðóýíöèé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé
([9, 10]). Äðóãîé ïðèìåð � ïðîáëåìà Áåðãñòðû-Òàêåðà â òåîðèè àáñòðàêòíûõ
òèïîâ äàííûõ î ñóùåñòâîâàíèè èíèöèàëüíîãî â êîíå÷íî-áàçèðóåìîì ìíîãîîá-
ðàçèè îáîãàùåíèÿ äëÿ ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîçèòèâíîé àëãåáðû ([11]).
Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïîëó÷åíî ïðåäúÿâëåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðèìåðà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðû, èìåþùåé âû÷èñëèìî
îòäåëèìóþ ïîçèòèâíóþ íóìåðàöèþ ñ èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåð-
ñàëüþ ([12]).

Âàæíåéøèì ïîäêëàññîì êëàññà âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ êëàññ
ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð, äëÿ îáúåêòîâ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò
àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðàâíîìåðíî ýôôåêòèâíî ïîðîæäàòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå èíäåêñû îòäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ ([13]). Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî êîíòðïðè-
ìåð ê óïîìÿíóòîé âûøå ïðîáëåìå À.È. Ìàëüöåâà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñ-
ëèìî îòäåëèìîé àëãåáðîé, à êîíòðïðèìåð ê ïðîáëåìå Áåðãñòðû-Òàêåðà ìîæíî
óñèëèòü, âûáðàâ òàêóþ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìóþ ïîçèòèâíóþ êîíå÷-
íî ïîðîæäåííóþ àëãåáðó, íèêàêîå îáîãàùåíèå êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé
ñèñòåìîé íè â êàêîì êëàññå ñèñòåì, êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìîì óíèâåðñàëü-
íûìè ïðåäëîæåíèÿìè ñïåöèàëüíîãî, íî âåñüìà îáùåãî âèäà ([6]). Îòìåòèì,
÷òî êëàññ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð âåñüìà îáøèðåí. Íàïðè-
ìåð, â êàæäîé m-ñòåïåíè ñîäåðæèòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ àë-
ãåáðà. Îñîáîå ìåñòî ñðåäè ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð çàíèìàþò
íåãàòèâíûå àëãåáðû, ò.ê. íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà âû÷èñëèìî îòäåëèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè ([13, 14]),
ò.å. èñêëþ÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð, â îòëè÷èå îò
äðóãèõ íóìåðîâàííûõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ èõ àïïðîêñèìèðóåìîñòü íåãàòèâíûìè
àëãåáðàìè.

Ïîä ñëîâîì ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-
æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω. Åñëè η � ýêâèâàëåíòíîñòü, òî ìíîæåñòâî α ⊆ ω
íàçûâàåòñÿ η-çàìêíóòûì, åñëè α ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîäõîäÿùèõ η-êëàññîâ
(ò.å. x ∈ α ∧ x = y (mod η) ⇒ y ∈ α). Ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåì íàçûâàòü áåñ-
êîíå÷íîé, åñëè áåñêîíå÷íî ÷èñëî åå ñìåæíûõ êëàññîâ. Ãîâîðÿ î ðàñøèðåíèè
ýêâèâàëåíòíîñòè η0 áóäåì ïîäðàçóìåâàòü åå ðàñøèðåíèå, ÿâëÿþùååñÿ îòíîøå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. âñÿêîå òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå η1, ÷òî η0 ⊆ η1 è
η1 � ýêâèâàëåíòíîñòü.

Åñëè (A, ν) � íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà, òî åå íóìåðàöèîííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü
áóäåì íàçûâàòü, äëÿ êðàòêîñòè, ÿäðîì íóìåðàöèè è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ker(ν).
Ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïîíÿòèÿ íóìåðàöèè è àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Òî÷íî òàê æå, ñâîéñòâî ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáðû
íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η áóäåò ïîíèìàòüñÿ êàê ðàâíîîáúåìíîå ñâîéñòâó �áûòü
η-àëãåáðîé�.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ ýêâèâàëåíòíîñòè η íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ìèíèìàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ ýòîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, ò.å. tr(η) = {x | ∀y(x = y (mod η) ⇒ x ⩽ y)}. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñ-
âåðñàëüþ íóìåðàöèè (àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ) ν íàçûâàåòñÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü åå ÿäðà, ò.å. tr(ker(ν)) = tr({⟨x, y⟩ | νx = νy}),
êîòîðóþ, â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ, ÷àñòî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç tr(ν). Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé àëãîðèòìè÷åñêèé àòðèáóò
êàê ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê è íóìåðàöèè. Íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåãàòèâ-
íîé (ïîçèòèâíîé) ýêâèâàëåíòíîñòè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü âû÷èñ-
ëèìî ïåðå÷èñëèìà (êîïåðå÷èñëèìà).

Ïóñòü (A, ν) � íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà. Ïîäìíîæåñòâî B àëãåáðû A íàçûâàåò-
ñÿ ν-âû÷èñëèìûì (ν-ïåðå÷èñëèìûì, ν-êîïåðå÷èñëèìûì), åñëè âû÷èñëèìî (âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî, êîïåðå÷èñëèìî) ìíîæåñòâî ν−1(B). Åñëè èç êîíòåêñòà
áóäåò ÿñíî, êàêàÿ íóìåðàöèÿ èìååòñÿ â âèäó, òî ïîäìíîæåñòâà àëãåáðû áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòî âû÷èñëèìûìè (ïåðå÷èñëèìûìè, êîïåðå÷èñëèìûìè) áåç ïðè-
ñòàâêè ν.

Íàïîìíèì, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóå-
ìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ åå ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì íà
êîíå÷íóþ àëãåáðó, â êîòîðîì îáðàçû ýòèõ ýëåìåíòîâ òàêæå ðàçëè÷íû. Àíàëî-
ãè÷íî, óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé, åñëè äëÿ âñÿ-
êîé åå ïîäàëãåáðû A0 è ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A\A0 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíãðóýíöèÿ
êîíå÷íîãî èíäåêñà, ïî ìîäóëþ êîòîðîé ýëåìåíò a îòëè÷åí îò âñåõ ýëåìåíòîâ
ïîäàëãåáðû A0. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ÿçûêå ãîìîìîðôèçìîâ, ñóùåñòâóåò òàêîé
ãîìîìîðôèçì φ èç àëãåáðû A íà êîíå÷íóþ àëãåáðó, ÷òî φ(a) /∈ φ(A0). Àíàëî-
ãè÷íî, àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìîé, åñëè äëÿ âñÿêîé åå
êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîäàëãåáðû è ëþáîãî ýëåìåíòà âíå ýòîé ïîäàëãåáðû íàé-
äåòñÿ êîíãðóýíöèÿ êîíå÷íîãî èíäåêñà, ðàçëè÷àþùàÿ äàííûå ýëåìåíò è ïîäàë-
ãåáðó. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ ôèíèòíî îòäåëèìûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
ïîäêëàññîì êëàññà ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìûõ àëãåáð. Ñðåäè çàäà÷, ñâÿ-
çàííûõ ñ àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòüþ àëãåáð, âûäåëÿåòñÿ êëàññ çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñî ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè òèïà ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè. Ñ àëãî-
ðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáåííî âàæíà ëîêàëüíî ôèíèòíàÿ îòäåëèìîñòü.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäàëãåáð âñåãäà ýôôåê-
òèâåí ïåðâûé, íà÷àëüíûé øàã ïîðîæäåíèÿ òàêèõ ïîäàëãåáð è ïîòîìó òàêèå
ïîäàëãåáðû áóäóò ýôôåêòèâíûìè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ áåñêîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûõ ïîäàëãåáð ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ, êàê è ñàìà ïîäàëãåáðà, ìîæåò èìåòü
ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü.

Ïðåäâàðÿÿ ñëåäóþùèå äàëåå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóìå-
ðàöèÿ ν àëãåáðû A âû÷èñëèìî îòäåëèìà, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a0, a1 ∈ A
íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî (îêðåñòíîñòü) A0 äëÿ ýëåìåíòà a0, ÷òî a0 ∈ A0,
a1 /∈ A0 è ïîëíûé ν-ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A0 (ò.å. ν

−1A0) âû÷èñëèì.
Îñîáî ïîä÷åðêíåì ñëåäóþùåå. Åñëè (A, ν) � íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà è ν âû-

÷èñëèìî îòäåëèìà, òî (A, ν) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè è åñëè
ïðè ýòîì tr(ν) èììóííà, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òðàíñâåðñàëè âñåõ íåãàòèâíûõ
ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå-
÷èñëèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè èììóííîãî ìíîæåñòâà tr(ν). Ïîýòîìó âñå ýòè îá-
ðàçû êîíå÷íû è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà A ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà. Îäíàêî,
âîïðîñû (ëîêàëüíî) ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè ãîðàçäî áîëåå òîíêèå. Î÷åâèäíî,
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÷òî èç ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè ëþáîé àëãåáðû ñëåäóåò åå ëîêàëüíî ôèíèòíàÿ
îòäåëèìîñòü, êîòîðîé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (íà-
ïðèìåð, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàéäåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
ïîäàëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ è íå ñîäåðæàùàÿ âòîðîé) äî-
ñòàòî÷íî äëÿ ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè. Íî öåïî÷êà îáðàòíûõ èìïëèêà-
öèé íå èìååò ìåñòà.

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëèìàÿ îòäåëèìîñòü íóìåðàöèè ïîçâîëÿåò ââîäèòü ïî-
ëåçíûå òîïîëîãèè, áàçó êîòîðûõ îáðàçóþò âû÷èñëèìûå ïîäìíîæåñòâà íóìå-
ðîâàííûõ àëãåáð. Ýòè ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ T4-ïðîñòðàíñòâàìè ([15]) è âñå
îïåðàöèè íóìåðîâàííûõ àëãåáð íåïðåðûâíû êàê îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèìî ïî-
ðîæäåííûõ òîïîëîãèé, òàê è îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûõ � âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî ïîðîæäåííûõ òîïîëîãèé ([16]).

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòû (ðàâíîìåðíîé) âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè
ÿðêî ïðîÿâëÿþò ñåáÿ è â ñëó÷àå ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè � ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.
Òàê, âñÿêàÿ íåãàòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà òèïà ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë ñ åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì ïðîäóêòèâíà îòíîñèòåëüíî âû÷èñëèìûõ äå-
äåêèíäîâûõ ñå÷åíèé ([17]).

Ïðè ýòîì, äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå A|B ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ⟨L;⩽⟩ (â êîòîðîì
âñÿêèé ýëåìåíò ïîïàäàåò ëèáî â íèæíèé êëàññ A, ëèáî â âåðõíèé êëàññ B,
ïðè÷åì A

⋂
B = ∅ è ∀a ∈ A∀b ∈ B(a ⩽ b)) íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì â íó-

ìåðàöèè ν ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L, åñëè âû÷èñëèìî ìíîæåñòâî A è íà ìíîæå-
ñòâî {⟨x, y⟩|νx ⩽ νy} íàëàãàþòñÿ åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ àëãîðèòìè÷åñêî-
ãî õàðàêòåðà (âû÷èñëèìîñòü, ïîçèòèâíîñòü, íåãàòèâíîñòü è ò.ä.). Êàñàòåëüíî
ïðîäóêòèâíîñòè îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ñå÷åíèé íóìåðîâàííîãî
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïðîäóêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ
ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ëþáîìó âû÷èñëèìîìó (â ñìûñëå Þ.Ë.Åðøîâà, [1]) ñåìåé-
ñòâó âû÷èñëèìûõ ñå÷åíèé ýòîãî ïîðÿäêà ñîïîñòàâëÿåò (èíòåíñèîíàëüíî, ò.å.
ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà, ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî èíäåêñà)
íåêîòîðîå âû÷èñëèìîå ñå÷åíèå âíå äàííîãî ñåìåéñòâà. Áîëåå äåòàëüíî, ñåìåé-
ñòâî S âû÷èñëèìûõ äåäåêèíäîâûõ ñå÷åíèé âû÷èñëèìî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
åãî íóìåðàöèÿ µ : ω −→ S, ÷òî ìíîæåñòâî {⟨x, y⟩|y ∈ µx} âû÷èñëèìî (àëãîðèò-
ìè÷åñêè ðàçðåøèìî) è ïðîäóêòèâíîñòü ñåìåéñòâà D âñåõ âû÷èñëèìûõ ñå÷åíèé
îçíà÷àåò íàëè÷èå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû �âûäàþùåé� äëÿ ëþáîãî âû÷èñëè-
ìîãî ïîäñåìåéñòâà S (çàäàííîãî íóìåðàöèåé µ) ñåìåéñòâà D àëãîðèòì ðàçðå-
øåíèÿ íåêîòîðîãî âû÷èñëèìîãî ñå÷åíèÿ S èç D \S.

Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî ïî-
ðÿäêà òèïà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî âîîáùå íåò âû÷èñëèìûõ ñå÷å-
íèé ([18]). Îòìåòèì òàêæå òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáîé íóìåðîâàííîé
ñèñòåìû ñåìåéñòâî åå âû÷èñëèìûõ àâòîìîðôèçìîâ îáðàçóåò ïîëóãðóïïó ñ åäè-
íèöåé. Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî âû÷èñëèìîãî àâòîìîðôèçìà ïîçèòèâíîé ñèñòåìû
îáðàòíûé ê íåìó àâòîìîðôèçì òàêæå âû÷èñëèì. Îäíàêî, óæå íà óðîâíå êëàñ-
ñà íåãàòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñóùåñòâóåò ìîäåëü � íåãàòèâíûé ëèíåéíûé ïî-
ðÿäîê, ïîëóãðóïïà âû÷èñëèìûõ àâòîìîðôèçìîâ êîòîðîãî áåñêîíå÷íà, íî åäèí-
ñòâåííûì âû÷èñëèìî îáðàòèìûì àâòîìîðôèçìîì ýòîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ
åäèíè÷íûé ([19]).

Îáùåèçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýôôåêòèâíî çàäàííîãî ñåìåéñòâà êîíãðóýíöèé ïðî-
öåäóðà ïîñòðîåíèÿ èõ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè âïîëíå ïðîçðà÷íà. Îäíàêî ïðîöåññ
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�ðàñùåïëåíèÿ� êîíãðóýíöèé íå ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì íè ñ àëãîðèòìè-
÷åñêîé, íè ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî èìåííî ðàâíîìåð-
íî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå àëãåáðû ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî-
ãî ðàñùåïëåíèÿ êîíãðóýíöèé ïðè íåêîòîðûõ, âåñüìà îáùèõ, äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ ([20]), ÷òî åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò âàæíîñòü ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîñòè
äëÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ íóìåðàöèé àëãåáð.

Êàñàòåëüíî ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èé ìåæäó íåãàòèâíûìè è ïîçèòèâíûìè
íóìåðàöèÿìè, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ðåëÿòèâèçàöèè îòíîñèòåëüíî àðèôìå-
òè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ëþáàÿ íåãàòèâíàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ íóìåðàöèîííîé äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé êîãðóýíö-
ïðîñòîé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ([21]). Äëÿ ïîçèòèâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íè-
÷åãî ïîäîáíîãî íå èìååò ìåñòà (áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîé ïðîáëåìàòèêå ñì. îáçîð
[6]), ÷òî îçíà÷àåò áîëåå áîãàòûå ðåàëèçàöèîííûå âîçìîæíîñòè íåãàòèâíûõ íó-
ìåðàöèé îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíûõ.

Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîìåðíî âû-
÷èñëèìî îòäåëèìûå íóìåðàöèè óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì
ëîêàëüíî ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ÿçûêå ïðåäñòàâèìîñòè íàä íèìè ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäå-
ëèìûõ àëãåáð:

Äëÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëîêàëüíî ôèíèòíàÿ
îòäåëèìîñòü âñÿêîé ïðåäñòàâèìîé íàä íåé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ðàâíîñèëüíà
èììóííîñòè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëè.

Ïîêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ íà êëàññ âû÷èñ-
ëèìî îòäåëèìûõ (íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûìè) ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé, à òàêæå åãî ñóæåíèÿ íà êëàññ ôèíèòíî îòäåëèìûõ óíèâåðñàëüíûõ
àëãåáð.

Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî êëàññ âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, íàä êî-
òîðûìè ïðåäñòàâèìû òîëüêî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå àëãåáðû î÷åíü îáøè-
ðåí, â îòëè÷èå îò êëàññà ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
ñ ïîäîáíûì ñâîéñòâîì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ áåñêîíå÷íîé ðàâíîìåðíî
âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü âñÿ-
êîé àëãåáðû ïðåäñòàâèìîé íàä íåé ðàâíîñèëüíà èììóííîñòè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé òðàíñâåðñàëè ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Â òî æå âðåìÿ, ëþáîå êîáåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî (ñîäåðæàùåå ÷èñëî 0) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ
âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè, íàä êîòîðîé ïðåäñòàâèìû òîëüêî ôè-
íèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå àëãåáðû.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñëåäóÿ Þ.Ë.Åðøîâó ([1]) íóìåðàöèåé ν íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
N íàçîâåì âñÿêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ω íà N . Ïðè ýòîì, ïîäìíîæåñòâî N0 ìíîæåñòâà N íàçûâàåòñÿ ν-âû÷èñëèìûì
(ν-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì), åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé ν-ïðîîáðàç ìíî-
æåñòâà N0, ò.å. åñëè ìíîæåñòâî {x|νx ∈ N0} âñåõ ν-íîìåðîâ ìíîæåñòâà N0 ÿâ-
ëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì (âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì). Èíîãäà, êîãäà èç êîíòåêñòà
ÿñíî î êàêîé íóìåðàöèè ν ìíîæåñòâà N èäåò ðå÷ü, ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N
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áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî âû÷èñëèìûìè (âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûìè), áåç ïðè-
ñòàâêè ν. Â ñëó÷àå íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) ìû ïðåäïîëàãàåì êàê ýôôåê-
òèâíîñòü ñèãíàòóðû Σ ýòîé àëãåáðû, òàê è íàëè÷èå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû,
ñîïîñòàâëÿþùåé êàæäîé Σ-îïåðàöèè F , çàäàííîé íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå àë-
ãåáðû A, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ (êëèíèåâñêèé íîìåð) òîòàëüíîé ôóíêöèè f ,
ïðåäñòàâëÿþùåé îïåðàöèþ F â íóìåðàöèè ν, ò.å. F (νx) = νf(x). Îòìåòèì,
÷òî òàêîé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ íóìåðàöèè àëãåáðû êîíöåïòóàëüíî âîñõîäèò ê
À.È.Ìàëüöåâó ([5]).

Åñëè A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, òî åå îñíîâíîå ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü
òàêæå ÷åðåç A. Èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ÿñíî î ÷åì èäåò ðå÷ü.

Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, P (A) = {B|B ⊆ A} � ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A è S = {Si|i ∈ I} ⊆ P (A) � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà ýòîé àëãåáðû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò
a0 îòäåëÿåòñÿ îò ýëåìåíòà a1 ïîñðåäñòâîì S, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ I, ÷òî
a0 ∈ Si è a1 /∈ Si. Åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a0, a1 àëãåáðû A
èìååò ìåñòî îòäåëèìîñòü a0 îò a1 ëèáî a1 îò a0 ïîñðåäñòâîì S, òî S íàçîâåì
ïîëíûì îòäåëÿþùèì ñåìåéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà (A, ν) íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìî îò-
äåëèìîé, åñëè âñÿêàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ åå ýëåìåíòîâ îòäåëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì
ν-âû÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè a0, a1 � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû àëãåáðû A, òî íàéäåò-
ñÿ òàêîå ν-âû÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî A0 îñíîâíîãî ìíîæåñòâà àëãåáðû A, ÷òî
a0 ∈ A0 è a1 /∈ A0. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèìàÿ îòäåëèìîñòü íóìåðîâàííîé àë-
ãåáðû ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ïîëíîãî îòäåëÿþùåãî ñåìåéñòâà âû÷èñëè-
ìûõ (â äàííîé íóìåðàöèè) ïîäìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè
ñèòóàöèè (äîïîëíåíèå âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà òàêæå âû÷èñëèìî) èç âû÷èñ-
ëèìîé îòäåëèìîñòè a0 îò a1 ñëåäóåò âû÷èñëèìàÿ îòäåëèìîñòü a1 îò a0. Äëÿ
ν-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè (òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîíÿòèÿ äà-
íà â îïðåäåëåíèè 1.3) ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñâÿçíîå äâîåòî÷èå,
êîòîðîå ðåàëèçóåì òàê. Ïóñòü α � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå íåâû÷èñëèìîå ïîä-
ìíîæåñòâî ω, A = {a0, a1} è νx = a0 äëÿ x ∈ α, νx = a1 äëÿ x /∈ α. Òîãäà a0
ÿâëÿåòñÿ ν-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî îòäåëèìûì îò a1, íî a1 íå ÿâëÿåòñÿ ν-
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî îòäåëèìûì îò a0 è S = {{a0}} � ïîëíîå îòäåëÿþùåå
ñåìåéñòâî äëÿ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) ïóñòîé ñèãíàòóðû.

Íàïîìíèì ([1, 4, 5]), ÷òî åñëè (A,µ), (B, ν) � íóìåðîâàííûå àëãåáðû, òî
ãîìîìîðôèçì φ : A −→ B íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì, åñëè îí ýôôåêòèâåí íà
íîìåðàõ, ò.å. ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî φµ = νf . Åñëè
B = {(Bi, νi)|i ∈ I} � ñåìåéñòâî íóìåðîâàííûõ àëãåáð, òî ãîâîðÿò, ÷òî íóìåðî-
âàííàÿ àëãåáðà (A,µ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ B-àëãåáðàìè, åñëè äëÿ âñÿêîé ïàðû
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a0, a1 ∈ A ñóùåñòâóåò ìîðôèçì φ{a0,a1} èç (A,µ) â ïîäõî-
äÿùóþB-àëãåáðó, ðàçëè÷àþùèé ýòè ýëåìåíòû (ò.å. φ{a0,a1}(a0) ̸= φ{a0,a1}(a1)).

Ñëåäóþùàÿ, óæå óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå, òåîðåìà î íåãàòèâíîé àïïðîêñèìè-
ðóåìîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð:

Òåîðåìà 1.2. Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà âû÷èñëèìî îòäåëèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî â [13, 14]).
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Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîé òåîðèè âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð
íåãàòèâíûå àëãåáðû îïðåäåëÿþò êëàññ îáúåêòîâ, èç êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ âñå âû-
÷èñëèìî îòäåëèìûå àëãåáðû (êàê ïîäõîäÿùèå ïîäïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 1.3.Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà (A, ν) íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé, åñ-
ëè âñÿêàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ åå ýëåìåíòîâ îòäåëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì ν-âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.

Åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå (â ñìûñëå Þ.Ë.Åðøîâà, ñì. [1]) ïîëíîå ñåìåé-
ñòâî S îòäåëÿþùèõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ äëÿ íóìåðîâàííîé
àëãåáðû (A, ν) èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, òî íóìåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî
îòäåëèìîé, ò.å. âìåñòå ñ ïîëíîòîé ñåìåéñòâà S (êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî åñòü
ν-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A) òðåáóåòñÿ íàëè÷èå òà-
êîé íóìåðàöèè µ : ω −→ {ν−1S|S ∈ S} ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîëíûå ν-ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ èç S, ÷òî ìíîæåñòâî {⟨x, y⟩|y ∈ µx}
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, èìåÿ µ-íîìåð ìíîæåñòâà èç
ñåìåéñòâà ν−1S ìû àâòîìàòè÷åñêè ðàñïîëàãàåì àëãîðèòìîì (ïîñòîâñêèì íî-
ìåðîì) äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü η íà ω íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé, åñëè äëÿ
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ω/η ñóùåñòâóåò ïîëíîå îòäåëÿþùåå ñåìåéñòâî η-çàìêíóòûõ
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ S (ïîäðàçóìåâàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïðîåê-
òèðóþùàÿ íóìåðàöèÿ π : ω −→ ω/η ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà, ò.å. πx = x/η).

Àíàëîãè÷íî, ýêâèâàëåíòíîñòü η íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî îòäåëèìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîëíîå îòäåëÿþùåå ñåìåéñòâî η-çàìêíóòûõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-
ëèìûõ ìíîæåñòâ S, îáëàäàþùåå âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé µ : ω −→ S (ò.å.
ìíîæåñòâî {⟨x, y⟩|y ∈ µx} âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåê-
òèâíàÿ îòäåëèìîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè η îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå
ïîëíîå T0-îòäåëÿþùåå ñåìåéñòâî η-çàìêíóòûõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíî-
æåñòâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà ω/η, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî (ïîðîæäåííîå áàçîé âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ), ÿâëÿåòñÿ T0-
ïðîñòðàíñòâîì èëè, èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè íàéäåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìàÿ îêðåñòíîñòü îäíîãî èç íèõ,
íå ñîäåðæàùàÿ äðóãîé.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) â êà÷åñòâå ýëåìåí-
òîâ ïîëíîãî îòäåëÿþùåãî ñåìåéñòâà ìû ðàññìàòðèâàåì ν-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-
ëèìûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà A è â êà÷åñòâå âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ýòîãî
ñåìåéñòâà âûáèðàåòñÿ (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ïîäõîäÿùàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìå-
ðàöèÿ ñåìåéñòâà ïîëíûõ ν-ïðîîáðàçîâ ýòèõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè η
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëíîå îòäåëÿþùåå ñåìåéñòâî η-çàìêíóòûõ
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ è, ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ, âû÷èñëè-
ìàÿ íóìåðàöèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Þ.Ë. Åðøîâûì â [1] áûëî ââåäåíî íàèáîëåå îáùåå ïîíÿòèå îòäåëèìîé íó-
ìåðàöèè ìíîæåñòâà (ò.å. òàêîé íóìåðàöèè, ÿäðî êîòîðîãî T0-îòäåëèìî â ïå-
ðå÷èñëèìî ïîðîæäåííîé òîïîëîãèè) è äàíà ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ÿäåð
âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ:

Òåîðåìà 1.4. (Þ.Ë.Åðøîâ, [1]) Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè η íà ω ÿâ-
ëÿåòñÿ ÿäðîì âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ïîäõîäÿùåãî ñåìåéñòâà âû÷èñëèìî ïå-
ðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà η ýôôåêòèâíî îòäåëèìà.
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Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà, ÿäðî ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðîé îòäåëèìî (ýôôåêòèâíî
îòäåëèìî) íàçûâàåòñÿ îòäåëèìîé (ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíî îòäåëèìîé).

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1.4 ê óíèâåðñàëüíûì àëãåáðàì, ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ
ñïåöèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôàêòîâ, äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.5. Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà îòäåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýôôåêòèâíî îòäåëèìûìè àëãåáðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî â [16].

Òàêèì îáðàçîì, â ñòðóêòóðíîé òåîðèè îòäåëèìûõ àëãåáð ðîëü è ìåñòî ýô-
ôåêòèâíî îòäåëèìûõ ïîäîáíû ðîëè è ìåñòó íåãàòèâíûõ � â òåîðèè âû÷èñëèìî
îòäåëèìûõ àëãåáð.

Êàê îòìå÷àëîñü â [1], êëàññ ýôôåêòèâíî îòäåëèìûõ àëãåáð íå èìååò óäîâëå-
òâîðèòåëüíîãî îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðàõèè. Ýòîò êëàññ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ò.ê. îí ëåæèò äîñòàòî÷íî íèçêî â àðèôìåòè÷å-
ñêîé èåðàðõèè è ñîäåðæèò â ñåáå âàæíåéøèå íèæíèå êëàññû � Σ0

1

⋃
Π0

1. Ïîýòî-
ìó âîïðîñ î ñòðîåíèè íèæíåé ïîëóðåøåòêè ýôôåêòèâíî îòäåëèìûõ êîíãðóýí-
öèé (à ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ïîäïîëóðåøåòêîé ðåøåòêè êîíãðóýíöèé
ëþáîé íóìåðîâàííîé àëãåáðû [22]), è åå âàæíåéøèõ ïîäïîëóðåøåòîê ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ òàêæå è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè.

Äàëåå, ãîâîðÿ î ñîâïàäåíèè (ðàçëè÷èè) ýëåìåíòîâ νx, νy íóìåðîâàííîé àë-
ãåáðû (A, ν) ïî ìîäóëþ êîíãðóýíöèè θ àëãåáðû A â íóìåðàöèè ν áóäåì ïîäðàçó-
ìåâàòü ñîâïàäåíèå (ðàçëè÷èå ) ýòèõ ýëåìåíòîâ â íóìåðîâàííîé ôàêòîð-àëãåáðå
(A/θ, πθν), ãäå πθ � åñòåñòâåííîå ïðîåêòèðîâàíèå (ýëåìåíòà â ñîäåðæàùèé åãî
êëàññ θ-ýêâèâàëåíòíîñòè).

Îïðåäåëåíèå 1.6. Êîíãðóýíöèÿ θ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) íàçûâàåòñÿ
ν-ïîçèòèâíîé (ν-íåãàòèâíîé, ν-îòäåëèìîé è ò.ä.), åñëè òàêîâî åå ÿäðî.

Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé íóìåðàöèè ν èäåò ðå÷ü, òî ïðèñòàâêó ν-
áóäåì îïóñêàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.7. Êîíãðóýíöèÿ θ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) íàçûâàåòñÿ
ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ λz.g(x, y, z) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ̸= y (mod θ) ôóíêöèÿ λz.g(x, y, z)
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîãî θ-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, îò-
äåëÿþùåãî x îò y.

Íà ÿçûêå ýêâèâàëåíòíîñòåé, íåôîðìàëüíî, ýêâèâàëåíòíîñòü η íà ω ðàâíî-
ìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíîîáðàçíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ïðî-
öåäóðà, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ η íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
�âûäàåò� àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ η-çàìêíóòîãî âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà, îòäåëÿ-
þùåãî ýòè ÷èñëà.

Ñîîòâåòñòâåííî, íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà (A, ν) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñ-
ëèìî îòäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîé
ïàðû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a0, a1 ∈ A �âûäàåò� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ òà-
êîãî ïîäõîäÿùåãî âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà S ⊆ ω, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ν-çàìêíóòûì
(ò.å. x ∈ S ∧ νx = νy ⇒ y ∈ S), a0 ∈ νS è a1 /∈ νS.

Çàìå÷àíèå 1.8. Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå íåêîòîðîé âíåøíåé àíàëîãèè â îïðå-
äåëåíèè ïîíÿòèé ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé è ýôôåêòèâíî îòäåëèìîé
íóìåðàöèè àëãåáðû, ýòè ïîíÿòèÿ ôóíäàìåíòàëüíî ðàçëè÷íû. Äëÿ ðàâíîìåð-
íî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ íóìåðàöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íè î êàêîé ýôôåêòèâíîé
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îòäåëèìîñòè íå ìîæåò áûòü è ðå÷è, ò.ê. â ëþáîé m-ñòåïåíè åñòü ðàâíîìåðíî
âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ íóìåðàöèÿ, à ýôôåêòèâíî îòäåëèìûå ëåæàò â êëàññå
Π0

2 (ñì. Þ.Ë.Åðøîâ, [1]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþòñÿ ýôôåêòèâíî îòäåëèìûå
íóìåðàöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûìè (äàæå âû÷èñ-
ëèìî îòäåëèìûìè; ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ñâÿçíîå äâîåòî÷èå, êîãäà âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìîå íåâû÷èñëèìîå α ⊆ ω íóìåðóåò îäèí ýëåìåíò äâóõýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà, à ω \ α � äðóãîé). Îòìåòèì, ÷òî â êëàññå Π0

2 \ Π0
1 ñîäåðæàòñÿ êàê

ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå íóìåðîâàííûå àëãåáðû, òàê è àëãåáðû ñ àðòèíîâû-
ìè ðåøåòêàìè êîíãðóýíöèé ([23]), äëÿ êîòîðûõ âñÿêèå îòäåëèìûå íóìåðàöèè
ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî îòäåëèìûìè ([16]). Â ñëó÷àå âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ íó-
ìåðàöèé âñÿêîå âû÷èñëèìî îòäåëèìîå ïðåäñòàâëåíèå êàê ïîäïðÿìî íåðàçëî-
æèìîé àëãåáðû, òàê è àëãåáðû ñ àðòèíîâîé ðåøåòêîé êîíãðóýíöèé ñîäåðæèòñÿ
â êëàññå Π0

1, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì ([6]).

Âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå àëãåáðû èìå-
þò ðÿä ïîëåçíûõ ïðèìåíåíèé, â ò.÷. â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå. È èìåííî
ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìûå àëãåáðû, îáðàçóþùèå âàæíåéøèé ïîäêëàññ âû÷èñëè-
ìî îòäåëèìûõ àëãåáð, ïîçâîëèëè ðåøèòü óæå óïîìèíàâøèåñÿ âîïðîñû, â ò.÷.
îïèñàòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû À.È.Ìàëüöåâà î âû÷èñëèìîñòè êîíå÷-
íî ïîðîæäåííûõ ïîçèòèâíûõ àëãåáð, îáëàäàþùèõ íåíóëåâûìè êîíãðóýíöèÿìè
ëèøü êîíå÷íîãî èíäåêñà ([8]), à òàêæå ðåøèòü ïðîáëåìó Áåðãñòðû-Òàêåðà â
òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå î ñóùåñòâîâàíèè ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìûõ àëãåáð,
íèêàêèå îáîãàùåíèÿ êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ñèñòåìàìè íè â êàêèõ
êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìûõ óíèâåðñàëàõ âåñüìà îáùåãî âèäà ([6]).

Çàìå÷àíèå 1.9. Êàñàòåëüíî îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè. Ìû
ïðèíèìàåì áåñêîíå÷íûå ýôôåêòèâíûå ñèãíàòóðû, íî, ïðè ýòîì, àëãåáðó íàçû-
âàåì êîíå÷íî ïîðîæäåííîé (ëîêàëüíî êîíå÷íîé), åñëè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
(ëîêàëüíî êîíå÷íîé) àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå (ëþáîå) åå êîíå÷íîå îáåä-
íåíèå. Äëÿ êîíå÷íûõ ñèãíàòóð òàêîå ïîíèìàíèå ñîâïàäàåò ñ òðàäèöèîííûì.
Îäíàêî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñèãíàòóð ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, ïóñòü A = ⟨ω; {fn|n ∈
{0, 1, . . . }⟩, ãäå ω � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ∀x ∈ ω(fn(x) = n). Òîãäà
àëãåáðà A ëîêàëüíî êîíå÷íà, íî ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì è âñå-
ìè ñèãíàòóðíûì îïåðàöèÿìè. Åñëè àëãåáðà A êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ, òî äëÿ
ëþáîãî åå ïðåäñòàâëåíèÿ ν ìîæíî òðèâèàëüíî ïîëó÷èòü åå êîíå÷íîå êîíå÷íî
ïîðîæäåííîå îáîãàùåíèå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü c1, . . . , cn � ïîðîæäàþùèå ýòîé
àëãåáðû è k1 ∈ ν−1(c1), . . . , kn ∈ ν−1(cn). Îáîãàòèì êîíå÷íóþ ñèãíàòóðó Σ àë-
ãåáðû A óíàðíûìè ôóíêöèÿìè f∗1 , . . . , f

∗
n äî ñèãíàòóðû Σ∗ è îïðåäåëèì âû÷èñ-

ëèìûå ôóíêöèè f1 . . . , fn, ïðåäñòàâëÿþùèå îïåðàöèè f
∗
1 , . . . , f

∗
n îáîãàùåíèÿ A

∗

â íóìåðàöèè ν òàê, ÷òî ∀x ∈ ω(f1(x) = k1, . . . , fn(x) = kn). Î÷åâèäíî, ÷òî A
∗ �

àëãåáðà êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, ïîðîæäàåìàÿ ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì. Âñå íàøè
ðåçóëüòàòû, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âåðíû íå òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ, íî è
äëÿ áåñêîíå÷íûõ ýôôåêòèâíûõ ñèãíàòóð. Ïîýòîìó, ãîâîðÿ î êîíå÷íîé ïîðîæ-
äåííîñòè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ìû, ïî óìîë÷àíèþ, ïðåäïîëàãàåì êîíå÷íóþ
ïîðîæäåííîñòü íåêîòîðîãî åå êîíå÷íîãî îáåäíåíèÿ.

Äëÿ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ÿäðî åå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, ò.å. íóìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ker(ν) = {⟨x, y⟩ | νx = νy}. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, äëÿ ôèêñèðîâàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè η âïîëíå îïðåäåëåí êëàññ
àëãåáð, èìåþùèõ íóìåðàöèè ñ ÿäðîì η. Âñÿêóþ òàêóþ àëãåáðó áóäåì íàçûâàòü
ïðåäñòàâèìîé íàä η èëè η-àëãåáðîé. Òàêîé ïîäõîä, ÿâëÿþùèéñÿ äâîéñòâåííûì
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ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè íóìåðîâàííûõ àëãåáð, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì
äëÿ ôîðìóëèðîâêè è ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷. Íàïðèìåð:

- åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü η èìååò ãèïåðèììóííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òðàíñ-
âåðñàëü, òî âñÿêàÿ η-àëãåáðà ëîêàëüíî êîíå÷íà (ïðè ýòîì àëãîðèòìè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü η ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî, [6]);

- åñëè η ïîçèòèâíà è íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé, òî âñÿêàÿ η-àëãåáðà
èìååò êîíòèíóàëüíóþ ðåøåòêó êîíãðóýíöèé ([24]);

- åñëè η âû÷èñëèìî îòäåëèìà è íå íåãàòèâíà, òî âñÿêàÿ η-àëãåáðà èìååò
íåàðòèíîâó ðåøåòêó êîíãðóýíöèé ([7]);

- ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü η, ÷òî âñÿêàÿ
îïåðàöèÿ ëþáîé η-àëãåáðû äåéñòâóåò íà êëàññàõ η-ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî êàê
ïðîåêòèðóþùàÿ, ëèáî êàê êîíñòàíòà, ò.å. ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü � �íàèìåíüøàÿ�
ñðåäè âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáð íàä ýê-
âèâàëåíòíîñòÿìè, ò.ê. ôóíêöèè-êîíñòàíòû è ïðîåêòèðóþùèå (è òîëüêî îíè)
ñîãëàñîâàíû ñ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ (ñì. òàêæå [6]);

áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî α ìíîæåñòâà ω íàçîâåì íàñëåäñòâåííî âûñîêèì,
åñëè íèêàêîå åãî áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî (âêëþ÷àÿ ñàìî α) íå ëåæèò â êëàñ-
ñå Π0

3 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî. Ïîíÿòèå íàñëåäñòâåííî
âûñîêîãî ìíîæåñòâà (êëàññ îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ íàñëåäñòâåííî âû-
ñîêèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè òðàíñâåðñàëÿìè âåñüìà îáøèðåí) ïîçâîëÿåò ëåã-
êî äîêàçàòü, ÷òî

- âñÿêàÿ àëãåáðà, îáëàäàþùàÿ îòäåëèìîé íóìåðàöèåé ñ íàñëåäñòâåííî âûñî-
êîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà ([16]).

Äðóãèå ïîäîáíûå ôàêòû, ñâÿçûâàþùèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà àëãåáð ñ àë-
ãîðèòìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè èõ íóìåðàöèé, ìîæíî íàéòè â âûøåóïîìÿíóòûõ
îáçîðàõ [6, 7].

Èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ïðèîðèòåòíîñòè ÿäåðíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîñè-
òåëüíî àëãåáð, ïðåäñòàâèìûõ íàä ýòèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, ìû áóäåì ôîðìó-
ëèðîâàòü áîëüøèíñòâî íàøèõ ðåçóëüòàòîâ íà ÿçûêå ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáð íàä
ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, ò.å. η-àëãåáð, õîòÿ, ñ ó÷åòîì îòìå÷åííîé âûøå äâîéñòâåí-
íîñòè, ýòè ôàêòû ðàâíîñèëüíû òåì, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ïðè î÷åâèäíîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëèðîâîê.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ

ýêâèâàëåíòíîñòåé è àëãåáð

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, íîñÿùåì âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð, ïðèâåäåì íåîá-
õîäèìûå â äàëüíåéøåì ôàêòû î (ðàâíîìåðíî) âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòÿõ è àëãåáðàõ, ñîïðîâîæäàÿ èõ ïðèìåðàìè.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.7 ýêâèâàëåíòíîñòü η ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäå-
ëèìà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g îò òðåõ ïåðå-
ìåííûõ, ÷òî åñëè x ̸= y (mod η), òî ôóíêöèÿ λz.g(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé äëÿ íåêîòîðîãî η-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà,
îòäåëÿþùåãî x îò y.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé èç [1].
Ïóñòü α ⊆ ω. Òîãäà:
1) ηα = {⟨2x, 2x+ 1⟩|x ∈ α} ∪ {⟨2x+ 1, 2x⟩|x ∈ α} ∪ id ω;
2) ηα = α2 ∪ id ω;
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3) η∗α = {⟨x, y⟩|γx ∖ α = γy ∖ α}, ãäå γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ (ýêâèâàëåíòíî, η∗α = {⟨x, y⟩|γx △ γy ⊆ α}).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëèìî îòäåëèìû.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ([13]). Äëÿ ëþáîãî α ⊆ ω ýêâèâàëåíòíîñòü ηα ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.

Ïðåäëîæåíèå 2.2 ([13]). Äëÿ ëþáîãî α ⊆ ω èìååò ìåñòî c(ηα) ≡m α.

Ñëåäñòâèå 2.3. Âñÿêàÿ m-ñòåïåíü ñîäåðæèò ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îò-
äåëèìóþ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Çàìå÷àíèå 2.4. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî ýêâèâàëåíòíîñòåé òèïà ηα, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà, åñòü êîíòèíóóì. Áîëåå òîãî, ôóíê-
öèÿ g èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè åäèíà äëÿ âñåõ
ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ýêâèâàëåíòíîñòü η íà ìíîæåñòâå ω íàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî àïïðîêñèìèðóåìîé âû÷èñëèìûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, åñëè ñóùåñòâó-
åò ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùàÿ
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

åñëè x ̸= y (mod η), òî λu, v.h(x, y, u, v) � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùà-
ÿñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ òàêîãî ðàñøèðåíèÿ η∗ ýêâèâàëåíòíîñòè η, ïî
ìîäóëþ êîòîðîé x, y òàêæå ðàçëè÷íû.

Ïðåäëîæåíèå 2.6 ([13]) Ýêâèâàëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëè-
ìî îòäåëèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ
âû÷èñëèìûìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Ò.ê. îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåð-
íî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ èììóííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
òðàíñâåðñàëÿìè, òî ðàññìîòðèì âêðàòöå âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ýêâè-
âàëåíòíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî íè äëÿ êàêîãî α ⊆ ω ýêâèâàëåíòíîñòü ηα íå îáëàäàåò èììóííîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, ò.ê. {2x | x ∈ ω} ⊆ tr(ηα), õîòÿ ìíîãèå
äðóãèå èíòåðåñíûå ñëó÷àè ðåàëèçóþòñÿ è äëÿ ηα. Íàïðèìåð, ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî åñëè α êðåàòèâíî, òî ηα ïîçèòèâíà è tr(ηα) ïðîäóêòèâíà.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷-
íîé, åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïî åå ìîäóëþ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ýêâèâàëåíòíîñòü η ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðàçíîçíà÷íîå âû÷èñëèìîå âëîæåíèå id ω â η (ò.å. äëÿ
ïîäõîäÿùåé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f âåðíî x ̸= y ⇒ f(x) ̸= f(y)). Áåñêîíå÷íóþ
ýêâèâàëåíòíîñòü íå ÿâëÿþùóþñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íîé íàçîâåì íåýôôåê-
òèâíî áåñêîíå÷íîé.

ÏóñòüK0 � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ èììóííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè òðàíñ-
âåðñàëÿìè, K1 � êëàññ íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé è K2 �
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòåé, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òðàíñâåðñàëè êîòîðûõ ãèïåðèì-
ìóííû. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.8. K0 ⊃ K1 ⊃ K2. Âñå âêëþ÷åíèÿ ñîáñòâåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ î÷åâèäíû. Ïîêàæåì ñòðîãîñòü ýòèõ
âêëþ÷åíèé. Ïóñòü α � ìíîæåñòâî ñ èììóííûì íå ãèïåðèììóííûì äîïîëíåíè-
åì. Òîãäà η∗α ∈ K0 \K1 è ηα ∈ K1 \K2. □



ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÍÓÌÅÐÀÖÈÈ ËÎÊÀËÜÍÎ ÔÈÍÈÒÍÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÕ ÀËÃÅÁÐ155

Â êëàññå ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñâîéñòâà èììóííîñòè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëè è íåýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè îêàçàëèñü
ðàâíîñèëüíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 2.9 ([13]). Ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü èìååò èììóííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òðàíñâåðñàëü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà.

Ñëåäñòâèå 2.10. Åñëè ω \ α èììóííî, íî íå ãèïåðèììóííî, òî η∗α íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòü η∗α ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà, ò.ê.
íàëè÷èå ñèëüíîé òàáëèöû δ0, δ1, . . . äëÿ ω\α (ò.å. âû÷èñëèìîãî ïî êàíîíè÷åñêèì
èíäåêñàì ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò ÷èñëî èç ω\α) ãàðàíòèðóåò, ÷òî m ̸= n⇒ δm \α ̸= δn \α, ò.å.
γ−1δm ̸= γ−1δn (mod η∗α), ãäå γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âû÷èñëèìî îòäåëèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà ηα ñ èì-
ìóííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè òðàíñâåðñàëÿìè � ñ òî÷êè çðåíèÿ íàëè÷èÿ ñâîé-
ñòâà �áûòü ðàâíîìåðíîé� (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.7).

Ïðåäëîæåíèå 2.11 ([13]). Åñëè ω \ α èììóííî, íî íå ãèïåðèììóííî, òî
ýêâèâàëåíòíîñòü ηα íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.

Íàïîìíèì ([3]), ÷òî ìíîæåñòâî α íàçûâàåòñÿ ðåãðåññèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
íåêîòîðûé åãî ïåðåñ÷åò áåç ïîâòîðåíèé α = {a0, a1, . . . } òàêîé, ÷òî äëÿ ïîäõî-
äÿùåé ÷àñòè÷íîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ψ èìååò ìåñòî ψ(an+1) = an äëÿ âñåõ
n ∈ ω è ψ(a0) = a0.

Ïðåäëîæåíèå 2.12 ([13]). Ïóñòü α � ãèïåðïðîñòîå ìíîæåñòâî ñ ðåãðåñ-
ñèâíûì äîïîëíåíèåì. Òîãäà ýêâèâàëåíòíîñòü ηα � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îò-
äåëèìà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé èç òåîðèè ðàâíîìåðíî âû-
÷èñëèìî îòäåëèìî íóìåðîâàííûõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð.

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïîçèòèâíîé, åñëè â åå çàïèñè íåò çíàêîâ îòðèöàíèÿ è
èìïëèêàöèè (ñì. À.È.Ìàëüöåâ [2], ï.7.4). Çàìåòèì, ÷òî ïîçèòèâíûå ôîðìóëû
óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìîâ (òàêæå [2]).

Îïðåäåëåíèå 2.13. Áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíî-
èìïëèêàòèâíî-ïîçèòèâíîé (ÄÈÏ-ôîðìóëîé), åñëè îíà èìååò îäèí èç ñëåäó-
þùèõ òðåõ âèäîâ:

1. A1 ∨ . . . ∨An → P ;
2. A1 ∨ . . . ∨An → F ;
3. P ,
ãäå Ai � àòîìàðíûå, P � ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëû, à F � �ëîæü�.
ÄÈÏ-ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, êîíúþíêöèè îòðèöàíèé àòîìàðíûõ

(ñëó÷àé 2), ïîçèòèâíûå ôîðìóëû (ñëó÷àé 3), à òàêæå áåñêâàíòîðíûå ÷àñòè
îäíîïîñûëî÷íûõ êâàçèòîæäåñòâ âèäà A1 → P (ïðè n = 1 è àòîìàðíîñòè P ).
Óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå ÄÈÏ-ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ÄÈÏ-
ïðåäëîæåíèåì.

Íåãàòèâíûå àëãåáðû, îïÿòü-òàêè, îáðàçóþò âàæíûé êëàññ ðàâíîìåðíî âû-
÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð, ÷òî äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.14 ([6]). Äëÿ íóìåðîâàííîé àëãåáðû (A, ν) ðàâíîñèëüíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) (A, ν) � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ àëãåáðà;
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2) åñëè Φ � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíûõ ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèé,
ðåàëèçóþùååñÿ â A, òî (A, ν) ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè Φ-
àëãåáðàìè (ò.å. íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ Φ).

Êëþ÷åâàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà÷èíàÿ ñ ïðî-
èçâîëüíîãî âû÷èñëèìîãî ðàçáèåíèÿ ω íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ (îïðåäå-
ëÿþùèõ êîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå ÿäðà èñõîäíîé íóìåðàöèè) øàã çà
øàãîì ïåðåáèðàåì ïðåäëîæåíèÿ èç Φ, ïðîâåðÿÿ èõ íà ïðåäìåò èñòèííîñòè íà
ýòîì ðàçáèåíèè, è åñëè ÷òî-òî èç Φ ëîæíî, òî ïðîèçâîäèì ðàñùåïëåíèå ñî-
ãëàñíî ëåâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèÿ (åñëè φ ∈ Φ, φ =
A1 ∨ . . . ∨An → P è φ ëîæíî, òî ðàñêëåèâàåì âñå àòîìàðíûå ôîðìóëû, ó÷àñò-
âóþùèå â äèçúþíêöèè â ëåâîé ïîñûëî÷íîé ÷àñòè ôîðìóëû φ) è ïðîäîëæàåì
ïðîöåññ. Ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà è áóäåò íåãàòèâíîé ôàêòîð-àëãåáðîé èñõîäíîé àë-
ãåáðû, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ Φ. Ñäåëàåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ,
äëÿ ôîðìóë èìåþùèõ âèä êâàçèòîæäåñòâ ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ ïîñûëêàìè â
ëåâîé ÷àñòè, ñêàæåì ψ = A1 ∧ · · · ∧ An → P (n ⩾ 2), ïðè ïîïûòêå ðåàëèçà-
öèè ψ çà ñ÷åò ðàñùåïëåíèÿ âîçíèêàåò äèëåììà � êîòîðîå èç Ai ðàñùåïèòü?
È ýòîò âîïðîñ ïðèíöèïèàëüíûé. Äëÿ ÄÈÏ-ôîðìóë òàêèå çàòðóäíåíèÿ îòñóò-
ñòâóþò. Âî-âòîðûõ, íà êàæäîì êîíå÷íîì øàãå ïðîöåäóðû ðàñùåïëåíèÿ òåêó-
ùåå âû÷èñëèìîå ðàçáèåíèå ìîæåò è íå áûòü àëãåáðîé (ò.å. äëÿ êàêîé-òî îïå-
ðàöèè íà ýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ íàáîðàõ çíà÷åíèÿ îïåðàöèè
íåýêâèâàëåíòíû). Íî äëÿ ëþáîé îïåðàöèè f îò n àðãóìåíòîâ ðåàëèçóåìîñòü
óíèâåðñàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ∀x, y[x = y ⇒ f(c, x, d) = f(c, y, d)] (ãäå c, d � ïà-
ðàìåòðû, âûäåëåííûå êîíòàíòàìè, à η � òåêóùåå ðàçáèåíèå), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèåì, â àëãåáðå ⟨ω/η; f⟩ îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëü-
íîå ðàçáèåíèå ñîãëàñîâàíî ñî âñåìè îïåðàöèÿìè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé,
ïðè÷åì íåãàòèâíîé, ò.ê. ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ ëèáî íèêîãäà íå ðàñêëåèòñÿ,
ëèáî ðàñêëåèòñÿ ðîâíî îäèí ðàç è áîëüøå íèêîãäà íå ñêëåèòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Âñÿêàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ áåñêîíå÷-
íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ íå èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ èìå-
åò áåñêîíå÷íîå íåãàòèâíîå ðàñøèðåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � áåñêîíå÷íàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü, tr(η) íå èììóííà è α = {a0, a1, . . . } ⊆ tr(η) � áåñêîíå÷íîå
âû÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî òðàíñâåðñàëè. Îáîãàòèì àëãåáðó ⟨ω/η⟩ ïóñòîé ñèã-
íàòóðû ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì êîíñòàíò C = {c0, c1, . . . }, ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
èíòåðïðåòèðóÿ êîíñòàíòó cn â ýëåìåíò n/η. Ïîëàãàåì Φ = {cm ̸= cn | m ̸=
n ∧ m,n ∈ α}. Ò.ê. Φ � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíûõ
ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèé, ðåàëèçóþùååñÿ â ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé àëãåá-
ðå ⟨ω/η;C⟩, òî ïî òåîðåìå 2.14 ýòà àëãåáðà èìååò íåãàòèâíóþ ôàêòîð-àëãåáðó,
â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ Φ, ò.å. èíäåêñ ýòîé íåãàòèâíîé Φ-êîíãðóýíöèè áåñêîíå-
÷åí. □

Ïðåäëîæåíèå 2.16 ([21]). Ïóñòü η � áåñêîíå÷íàÿ íåãàòèâíàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü è α � áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé òðàíñâåðñàëè tr(η). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå η∗

ýêâèâàëåíòíîñòè η, ÷òî tr(η∗) = α ∪ {0}.
Ñëåäñòâèå 2.17. Âñÿêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü ñ íå èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ èìååò
áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå.
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Íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèé 2.15 è 2.16.

3. Êðèòåðèé ëîêàëüíî ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñåìåéñòâî êîíãðóýíöèé (θi)i∈ω íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåãàòèâíûì, åñëè ìíîæåñòâî {⟨x, y,m⟩ | x ̸= y (mod θm)} âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-
ëèìî.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ êîíãðóýíöèé èç ëþáîãî ðàâíîìåðíî
íåãàòèâíîãî ñåìåéñòâà íåãàòèâíûõ êîíãðóýíöèé ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíîé êîí-
ãðóýíöèåé, ïðè÷åì èíäåêñ ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíî ýôôåêòèâ-
íî ïî çàäàííîìó àëãîðèòìó ïåðå÷èñëåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåãàòèâíûõ êîíãðó-
ýíöèé ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíîé êîíãðóýíöèåé.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü áåñêîíå÷íîé
ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè η íå èììóííà, òî ñóùå-
ñòâóåò íå ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ η-àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η � áåñêîíå÷íàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü, λz.g(x, y, z) � ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîñòè η, tr(η)
íå èììóííà è α = {0 = a0 < a1 < . . . } � áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ïîäìíîæå-
ñòâî tr(η). Îïðåäåëèì íóìåðàöèþ ν : ω2 −→ Ω (ãäå Ω � ïîäñåìåéñòâî ñåìåé-
ñòâà âñåõ âû÷èñëèìûõ ðàñøèðåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè η, èìåþùèõ ðîâíî äâà
êëàññà), ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé ïàðå ⟨m,n⟩ ïðè m ̸= n âû÷èñëèìóþ ýêâèâàëåíò-
íîñòü α⟨m,n⟩ êàê ðàçíîñòü ìåæäó ω2 è ñèììåòðè÷íûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà
{⟨x, y⟩ | g(am, an, x) = 1 ∧ g(am, an, y) = 0}. Ò.ê. ïðè ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ ýê-
âèâàëåíòíîñòè η ÷èñëàõ am, an ôóíêöèÿ λx.g(am, an, x) ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðå-
äåëåííîé âû÷èñëèìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî η-çàìêíóòîãî
âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà β, îòäåëÿþùåãî am îò an, òî ω ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷à-
ñòè: β è ω \ β, ò.å. ýêâèâàëåíòíîñòü α⟨m,n⟩ èìååò ðîâíî äâà âû÷èñëèìûõ ñìåæ-
íûõ êëàññà � β è ω \ β. Î÷åâèäíî, ÷òî ν � âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà
{α⟨m,n⟩ | ⟨m,n⟩ ∈ ω2;m ̸= n} è ïîòîìó, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2, ýêâèâàëåíòíîñòü

η′ =
⋂

⟨m,n⟩∈ω,m̸=n

α⟨m,n⟩

ÿâëÿåòñÿ íåãàòèâíûì è, î÷åâèäíî, áåñêîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
η. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.16 ýêâèâàëåíòíîñòü η′ èìååò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå
ðàñøèðåíèå η∗, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü êîòîðîé åñòü α.

Ïîñòðîèì íå ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìóþ àëãåáðó ⟨ω/η∗; p⟩ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

p(x) =

{
0, åñëè x = 0 (mod η∗),
an, åñëè x = an+1 (mod η∗),

ò.å. ôóíêöèÿ p äåéñòâóåò íà êëàññàõ η∗-ýêâèâàëåíòíîñòè êàê àëãåáðà ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ P (P = ⟨ω; p⟩, p(n + 1) = n, p(0) = 0). ßñíî, ÷òî p ñîãëàñîâàíà ñ η,
ò.ê. åñëè a = b (mod η), òî a = b (mod η∗) ïîñêîëüêó η∗ � ðàñøèðåíèå η, íî
òîãäà p(a) = p(b), ò.å. p ñîãëàñîâàíà ñ η.

Ëåììà 3.3.1. Åñëè U � óíàðíàÿ àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ïîäàëãåáðó èçîìîðô-
íóþ àëãåáðå ïðåäøåñòâîâàíèÿ P , òî U íå ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � ïîäàëãåáðà óíàðà U . Îáîçíà÷èì
÷åðåç c0 � åäèíñòâåííûé íåïîäâèæíûé ýëåìåíò â P (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ p),
à ÷åðåç c1 � åäèíñòâåííûé (â P ) p-ïðîîáðàç ýëåìåíòà c0. Ïóñòü θ � êîíãðóýíöèÿ
êîíå÷íîãî èíäåêñà àëãåáðû U . Òîãäà õîòÿ áû â îäíîì ñìåæíîì θ-êëàññå ñîäåð-
æèòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâîM ýëåìåíòîâ èç P . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó
ýëåìåíòîâ èç M , îòëè÷íûõ îò c0, c1, ñêàæåì a, b è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
a = pk(b), pl(a) = c1; k, l ⩾ 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �ñêëåéêà� ýëåìåíòîâ a, b ïî
ìîäóëþ θ íåîáõîäèìî îòîæäåñòâëÿåò ýëåìåíòû c0, c1 ïî ìîäóëþ ýòîé æå êîí-
ãðóýíöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà ⟨{c0}; p⟩ è ýëåìåíò
c1 íå ðàçëè÷àþòñÿ íèêàêîé êîíãðóýíöèåé êîíå÷íîãî èíäåêñà. □

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ âû-
øå íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ η àëãåáðà ⟨ω/η; p⟩ ñîäåðæèò àëãåáðó ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû. □

Çàìå÷àíèå 3.4. Â ëåììå 3.3.1 âìåñòî àëãåáðû ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ëþáóþ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìóþ áåñêîíå÷íóþ ïîäàëãåáðó A, â êî-
òîðîé äëÿ íåêîòîðîé ïàðû ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ëþáîé íåíó-
ëåâîé êîíãðóýíöèè, îäèí èç íèõ ëåæèò â ïîäõîäÿùåé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé
ïîäàëãåáðå A0, à âòîðîé � íå ïðèíàäëåæèò ýòîé ïîäàëãåáðå.

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ëîêàëüíî ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè âñÿêîé àëãåáðû,
ïðåäñòàâèìîé íàä ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ áåñêîíå÷íîé ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè η ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü tr(η) ýêâèâàëåíòíîñòè η èììóííà;
(2) âñÿêàÿ η-àëãåáðà ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìà;
(3) âñÿêàÿ η-àëãåáðà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒(2). Ïóñòü η � áåñêîíå÷íàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îò-
äåëèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è àëãåáðà A ýôôåêòèâíîé ñèãíàòóðû Σ ïðåäñòàâèìà
íàä η. Äîïóñòèì, ÷òî A0 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè C = {c0, . . . , cm}
ñîáñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû A â ñèãíàòóðå Σ (çàìåòèì, ÷òî ñèãíàòóðà
ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íîé, ò.ê. ïîä êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòüþ ìû ïîíèìà-
åì ïîðîæäåííîñòü êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ è âñåìè íåêîíñòàíòíûìè Σ-
îïåðàöèÿìè, ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî âñå Σ-êîíñòàíòû ëåæàò â C) è a ∈ A \A0.
Îáîãàòèì ñèãíàòóðó Σ ìíîæåñòâîì êîíñòàíòûõ ñèìâîëîâ äëÿ ýëåìåíòà a è
ïîðîæäàþùèõ c0, . . . , cm, êîòîðûå îáîçíà÷èì òåìè æå áóêâàìè. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî T (C) âñåõ Σ-òåðìîâ. Ïî óñëîâèþ ∀t ∈ T (C)(a ̸= t), ïîýòîìó â A
èñòèííû âñå íåðàâåíñòâà èç ìíîæåñòâà Φ = {a ̸= t | t ∈ T (C)}. Çàôèêñè-
ðóåì íóìåðàöèþ ν àëãåáðû A ñ ÿäðîì η, ν-íîìåð k ýëåìåíòà a, ìíîæåñòâî
ν-íîìåðîâ Cν = {k0 ∈ ν−1(c0), . . . , km ∈ ν−1(cm)} ïîðîæäàþùèõ ïîäàëãåá-
ðû A0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Tν(Cν) ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ èç T (C), â êîòîðûõ
âñå Σ-îïåðàöèè çàìåíåíû ñîîòâåòñòâóùèìè ïðåäñòàâëÿþùèìè âû÷èñëèìûìè
ôóíêöèÿìè â íóìåðàöèè ν. Â ñèëó ðàâíîìåðíîñòè ñâîéñòâà âû÷èñëèìîé îòäå-
ëèìîñòè ýêâèâàëåíòíîñòè η, àëãåáðà (A, ν) ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãà-
òèâíûìè Φ-àëãåáðàìè (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë, òåîðåìà 2.14, ñîãëàñíî êîòîðîé
äëÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé àëãåáðû, åñëè â íåé âûïîëíÿåòñÿ ëþáîå
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíûõ ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèé Φ, òî
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ýòà íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè Φ-àëãåáðàìè). Òà-
êèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òàêîå íåãàòèâíîå ðàñøèðåíèå η∗ êîíãðóýíöèè η, ÷òî
â ôàêòîð-àëãåáðå ⟨ω/η∗; Σ⟩ ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî
{k ̸= tν | tν ∈ Tν(Cν)}. Íî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü tr(η∗) ýòîé íåãà-
òèâíîé êîíãðóýíöèè η∗ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì ïîäìíîæåñòâîì èì-
ìóííîãî ìíîæåñòâà tr(η). Ñëåäîâàòåëüíî, η∗ � êîíãðóýíöèÿ êîíå÷íîãî èíäåêñà,
ðàçëè÷àþùàÿ ýëåìåíò a è ïîäàëãåáðó A0.

(2)⇒(1). Ïóñòü âñÿêàÿ àëãåáðà, ïðåäñòàâèìàÿ íàä η ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäå-
ëèìà. Äîïóñòèì, ÷òî tr(η) íå èììóííà. Òîãäà, ïî ïðåäëîæåíèþ 3.3 ñóùåñòâóåò
íå ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìàÿ η-àëãåáðà. Ïðîòèâîðå÷èå.

(1)⇒(3). Äîïóñòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü tr(η) áåñêîíå÷íîé
ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè η ÿâëÿåòñÿ èììóííîé, íî
ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò íå ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ η-àëãåáðà, ñêàæåì A, êî-
òîðàÿ èçîìîðôíà âû÷èñëèìîé àëãåáðå ⟨ω/η;F ⟩, ãäå F � ïîäõîäÿùåå ýôôåêòèâ-
íîå ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé (äëÿ êîòîðûõ η ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé),
ïðåäñòàâëÿþùèõ îïåðàöèè ýòîé àëãåáðû â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè (èìååòñÿ â
âèäó åñòåñòâåííàÿ ïðîåêòèðóþùàÿ íóìåðàöèÿ νη : ω −→ A, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ñîäåðæàùèé åãî η-êëàññ). Ïóñòü ïàðà ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ a0, a1 àëãåáðû A íå ðàçëè÷àåòñÿ íèêàêîé êîíãðóýíöèåé êîíå÷-
íîãî èíäåêñà. Íî ïî òåîðåìå 1.2 î íåãàòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ñóùåñòâóåò
òàêîå íåãàòèâíîå êîíãðóýíòíîå ðàñøèðåíèå η∗ ýêâèâàëåíòíîñòè η, ïî ìîäóëþ
êîòîðîãî ýòè ýëåìåíòû ðàçëè÷íû, ò.å. a0/η

∗ ̸= a1/η
∗. Èíäåêñ η∗ íåîáõîäèìî

áåñêîíå÷åí (ò.ê. ïî óñëîâèþ ýëåìåíòû a0 è a1 íà ðàçëè÷àþòñÿ íèêàêîé êîíãðó-
ýíöèåé êîíå÷íîãî èíäåêñà) è tr(η∗) ⊆ tr(η). Íî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåð-
ñàëü tr(η∗) âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà, à tr(η) èììóííà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî
η∗-êëàññîâ äîëæíî áûòü êîíå÷íûì. Ïðîòèâîðå÷èå. Çàìåòèì, ÷òî â äîêàçàòåëü-
ñòâå äàííîãî ïóíêòà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîñòè.

(3)⇒(1). Ïóñòü âñÿêàÿ η-àëãåáðà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà, íî tr(η) áåñ-
êîíå÷íà è íå èììóííà. Òîãäà, Òîãäà ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.3
ñóùåñòâóåò óíàðíàÿ η-àëãåáðà A, ñîäåðæàùàÿ ïîäàëãåáðó, èçîìîðôíóþ àëãåáðå
ïðåäøåñòâîâàíèÿ P . Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.3.1 ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî A íå ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà. Ïðîòèâîðå÷èå. □

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå ëîêàëüíîñòè äëÿ ñâîéñòâà ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè â
òåîðåìå 3.5 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ
ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü η ñ èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåð-
ñàëüþ, ÷òî íåêîòîðàÿ η-àëãåáðà íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ0 = {0}, δ1 = {1, 2}, δ2 = {3, 4, 5}, . . . � ñèëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, â êîòîðîé
ìíîæåñòâî δn ñîñòîèò èç n+ 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäå-
ëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f òàê, ÷òî f(x) = x + 1 ïðè x ∈ δt ∧ x ̸= max δt.
Åñëè æå x = max δt, òî ïîëàãàåì f(x) = x.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ãèïåðïðîñòîå ìíîæåñòâî β ñ ðåãðåññèâíûì äî-
ïîëíåíèåì, íåêîòîðûé ïåðåñ÷åò êîòîðîãî ïðîñëåæèâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé âû÷èñëè-
ìîé ôóíêöèåé ψ (ïðèìåðû òàêèõ ìíîæåñòâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå
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Õ.Ðîäæåðñà [3], ãëàâà 9, ñ. 182, òåîðåìà XVI (òåîðåìà Äåêêåðà, êîòîðàÿ óòâåð-
æäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàçíîçíà÷íîé ôóíêöèè f ñ íåâû÷èñëèìîé îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà åå ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ Mf = {x|∀y(x < y ⇒
f(x) < f(y))}, ò.å. ω\Mf � ãèïåðïðîñòî; çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâîMf èç òåîðåìû
Äåêêåðà ÿâëÿåòñÿ ðåãðåññèâíûì), ñì. òàêæå óïðàæíåíèå 9-44, ñ. 206).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

β∗ = {z | ∃n[(z ∈ δn ∧ n ∈ β) ∨ z = max δn]}.

è ýêâèâàëåíòíîñòü ηβ∗ = {⟨x, y⟩ | x, y ∈ β∗} ∪ id ω, ò.å. ηβ∗ èìååò åäèíñòâåííûé
íåòðèâèàëüíûé ñìåæíûé êëàññ β∗.

Ëåììà 3.6.1. Ìíîæåñòâî β∗ � ãèïåðïðîñòîå ñ ðåãðåññèâíûì äîïîëíåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî β∗ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Äîïóñòèì, ÷òî
ω\β∗ íå ãèïåðèììóííî è σ∗

0 , σ
∗
1 , . . . � ñèëüíàÿ òàáëèöà äëÿ ω\β∗ (ò.å. σ∗

0 , σ
∗
1 , . . .

� ïåðå÷èñëèìàÿ ïî êàíîíè÷åñêèì èíäåêñàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ýëåìåíò èç
äîïîëíåíèÿ β∗). Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà α ⊆ ω ÷åðåç αδ îáîçíà÷èì îïåðàòîð,
ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó α ìíîæåñòâî âñåõ δ-íîìåðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ èç ìíî-
æåñòâà α, ò.å.

αδ =
⋃
x∈α

{n|x ∈ δn}.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî òàêîãî n, ÷òî x ∈ δn.
Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ σ0, σ1, . . . ïî

øàãàì.

Øàã 0.

σ0 =
⋃
x∈σ∗

0

{z | x ∈ δz}.

Øàã s+ 1.

σs+1 =
⋃
x∈σ∗

k

{z | x ∈ δz},

ãäå

k = min{y | (σ∗
y)
δ ∩ (σ0 ∪ · · · ∪ σs)δ = ∅}.

Êîíåö øàãà s+ 1.

Èíäóêöèåé ïî øàãàì ïîñòðîåíèÿ íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé øàã çàâåð-
øàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì êàíîíè÷åñêîãî èíäåêñà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå
ñîäåðæèò ýëåìåíò èç äîïîëíåíèÿ β è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ìíîæåñòâàìè,
ïîñòðîåííûìè äî äàííîãî øàãà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ãèïåðèììóííîñòè ω \ β.

Ïîêàæåì, ÷òî ω \ β∗ ðåãðåññèâíî. Äëÿ ýòîãî, íàçîâåì ýëåìåíò ìíîæåñòâà δn
ïðåäìàêñèìàëüíûì, åñëè îí íå ìàêñèìàëåí, íî áîëüøå âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ èç δn. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî δ0, δ1 ⊆ β∗. Îïðåäåëèì âû÷èñëè-
ìóþ ôóíêöèþ ψ∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî x íàõîäèì
òàêîå n, ÷òî x ∈ δn è ïîëàãàåì ψ∗(x) = f(x), åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìàêñè-
ìàëüíûì â δn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ ïðåäìàêñèìàëüíîãî x, ïîëàãàåì
ψ∗(x) = min δψ(n). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ψ∗ ðåãðåññèðóåò íåêîòîðûé ïåðåñ÷åò
ìíîæåñòâà ω\β∗, ò.ê. êàæäûé ýëåìåíò èç ω\β �çàìåíÿåòñÿ� ïîäõîäÿùèì îòðåç-
êîì δn è, ïî ñóùåñòâó, ðåãðåññèðóþòñÿ ýòè îòðåçêè ñ ñîõðàíåíèåì êîððåêòíîñòè
îïåðàöèè ψ∗. □



ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÍÓÌÅÐÀÖÈÈ ËÎÊÀËÜÍÎ ÔÈÍÈÒÍÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÕ ÀËÃÅÁÐ161

Ñîãëàñíî ëåììå 3.6.1 è ïðåäëîæåíèþ 2.12 ýêâèâàëåíòíîñòü ηβ∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñ èììóííîé õàðàêòèðèñòè-
÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ è ïîòîìó, ïî òåîðåìå 3.5, ëþáàÿ àëãåáðà ïðåäñòàâèìàÿ
íàä ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìà. Ïîêàæåì, ÷òî íàä
ηβ∗ ïðåäñòàâèìà íå ôèíèòíî îòäåëèìàÿ àëãåáðà.

Çàôèêñèðóåì äâà ýëåìåíòà s, t ∈ (ω \ β∗) è îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ àëãåáðó
A = ⟨ω;h⟩, ãäå

h(x, y) =

{
t, åñëè y ̸= s,
f(x), åñëè y = s.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ h ñîãëàñîâàíà ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ηβ∗ è ïîòîìó êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåíà ïîçèòèâíàÿ ôàêòîð-àëãåáðà ⟨A/ηβ∗ ;h⟩ âû÷èñëèìîé àëãåáðû
A ïî êîíãðóýíöèè ηβ∗ . Òîãäà A0 = ⟨ω/ηβ∗ \ (β∗ ∪ {s});h⟩ � ïîäàëãåáðà àëãåáðû
⟨A/ηβ∗ ;h⟩, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç èñõîäíîé ôàêòîð-àëãåáðû óäàëåíèåì äâóõ ýëåìåí-
òîâ � β∗ è s/ηβ∗ . Ïîêàæåì, ÷òî ïîäàëãåáðà A0 è ýëåìåíò β∗ íå ðàçëè÷àþòñÿ
íèêàêîé êîíãðóýíöèåé êîíå÷íîãî èíäåêñà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íà äîïîëíåíèè
ìíîæåñòâà β∗ ôóíêöèþ d : ω \ β∗ −→ ω, êîòîðóþ íàçîâåì ðàññòîÿíèåì äî β∗ è
ïîëàãàåì d(x) = min{n | fn(x) ∈ β∗}.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî n ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç äîïîëíåíèÿ β∗, ðàññòîÿíèå îò
êîòîðûõ äî β∗ áîëüøå ýòîãî n, áåñêîíå÷íî, òî âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ êîíå÷íîãî
èíäåêñà ñîäåðæèò òàêîé êëàññ êîíãðóýíòíîñòè, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ ïàðà òà-
êèõ ýëåìåíòîâ, ñêàæåì a, b, ÷òî d(a) < d(b). Èç êîíãðóýíòíîñòè ýòèõ ýëåìåíòîâ
è òîãî ôàêòà, ÷òî β∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ôóíêöèè f ,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ïî ìîäóëþ äàííîé êîíãðóýíöèè ýëåìåíòû β∗ è fd(a)(b)/ηβ∗ ðàâ-

íû, õîòÿ fd(a)(b) /∈ β∗. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ êîíå÷íîãî èíäåêñà
îòîæäåñòâëÿåò ýëåìåíò β∗ ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ïîäàëãåáðû A0. □

Çàìå÷àíèå 3.7. Ïóñòü TΣ(C) � àáñîëþòíî ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Σ-òåðìîâ ýô-
ôåêòèâíîé ñèãíàòóðû Σ îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà C ñèãíàòóðíûõ ïîðîæäàþ-
ùèõ. Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà àáñîëþòíî ñâîáîäíà, åñëè ñ ó÷åòîì ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ èç íåå åñòü ãîìîìîðôèçì â ëþáóþ àëãåáðó èç êëàñ-
ñà âñåõ Σ-àëãåáð. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà óäîáíî âîñïðèíèìàòü åå êàê
àëãåáðó ñëîâ (Σ-òåðìîâ), ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ëþáûõ Σ-òåðìîâ ðàçëè÷íû. Ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì
ïîäõîäÿùåé àáñîëþòíî ñâîáîäíîé. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ãåäåëåâñêóþ íóìå-
ðàöèþ γ ýòîé àëãåáðû. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ Σ-àëãåáðà A, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì
ñèãíàòóðíûõ êîíñòàíò C, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì àëãåáðû TΣ(C). Âû-
áåðåì òàêîé ãîìîìîðôèçì è íàçîâåì åãî φ. Òîãäà íóìåðàöèÿ νS = φγ � íóìå-
ðàöèÿ àëãåáðû A, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
íóìåðàöèè ν àëãåáðû A ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ νS ñâîäèòñÿ ê ν, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî νS = νf . Â ñëó÷àå ïîçèòèâíîñòè ν
èìååò ìåñòî òàêæå ñâîäèìîñòü ν ê νs, ò.å. ýòè íóìåðàöèè îêàçûâàþòñÿ âû÷èñ-
ëèìî ýêâèâàëåíòíûìè. Óäîáíî ñìîòðåòü íà òåðìû îò ýôôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà
ïîðîæäàþùèõ êàê íà �èìåíà� êëàññîâ êîíãðóýíòíîñòè, ñîäåðæàùèõ ýòè òåðìû
(äâà òåðìà ðàâíû, åñëè ñîâïàäàþò èõ çíà÷åíèÿ â àëãåáðå). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
òåðìû ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê íàòóðàëüíûå ÷èñëà è, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ,
òàêîé ïîäõîä êàæåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïåðåõîäà îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (ãå-
äåëåâñêîãî íîìåðà òåðìà) ê ñàìîìó òåðìó è, äàëåå, ê çíà÷åíèþ òåðìà â àëãåáðå
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ãîìîìîðôèçìå.
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Îòìåòèì ñëåäóþùèé âàæíûé ôàêò. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.6 íàä ðàâíî-
ìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ âèäà ηα ïðè ïîäõîäÿùåì êî-
èììóííîì α ïðåäñòàâèìà íå ôèíèòíî îòäåëèìàÿ àëãåáðà. Îäíàêî, ïî òåîðåìå
3.5, âñÿêàÿ ηα-àëãåáðà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìîé. Îêà-
çàëîñü, ÷òî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé ýòîãî âèäà ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ
ðàâíîìåðíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Äëÿ ëþáîãî α ⊆ ω ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(1) tr(ηα) èììóííà;
(2) âñÿêàÿ ηα-àëãåáðà ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒(2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé F ñîãëà-
ñîâàíî ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ η, åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç F ýêâèâàëåíòíîñòü
η ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé.

Ìû áóäåì áàçèðîâàòüñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, äîêàçàííîì â [12].

Ëåììà 3.8.1 ([12]). Ïóñòü F � ýôôåêòèâíîå ñåìåéñòâî âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ ηα, ãäå ω \ α èììóííî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà γ ⊂ ω \α ñóùåñòâóåò òàêîå åãî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå δ, ÷òî γ ⊂ δ ⊂
ω \ α è âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç F ñîãëàñîâàíà ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ηω\δ.

Èñïîëüçóåì ýòó ëåììó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ηα-àëãåáðó A. Ïóñòü A0 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ

ïîäàëãåáðà àëãåáðû A è ýëåìåíò a íå ëåæèò â A0, ò.å. a ∈ A \A0. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

1. a = α. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî A0 öåëèêîì ëåæèò â ω \α. Â ñèëó êîíå÷-
íîé ïîðîæäåííîñòè ýòà ïîäàëãåáðà âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìà è ïîòîìó êîíå÷íà
(ò.ê. ω \ α èììóííî). Ïóñòü ïðîîáðàç A0 (ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå çà-
äàííîì íóìåðàöèåé ν : ω −→ A, ãäå ν(x) = x/ηα) åñòü γ ⊂ ω \α. Ïî ëåììå 3.8.1
ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå δ ⊃ γ, ÷òî γ ⊂ δ ⊂ ω \ α è ýêâèâàëåíò-
íîñòü ηω\δ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé êîíå÷íîãî èíäåêñà àëãåáðû A = ⟨ω/ηα;F ⟩.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà êîíãðóýíöèÿ ðàçëè÷àåò ïîäàëãåáðó A0 è ýëåìåíò a = α.

2. a ∈ ω \α. Ïî ëåììå 3.8.1 ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå δ ⊂ ω \α, ÷òî {a} ⊂ δ
è âñå ôóíêöèè èç F ñîãëàñîâàíû ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ηω\δ. Òîãäà îáðàç a â
êîíå÷íîé ôàêòîð-àëãåáðå ⟨ω/ηω\δ;F ⟩ íå �ñêëåèâàåòñÿ� íè ñ êàêèì ýëåìåíòîì
íå òîëüêî A0, íî äàæå è A \ {a}.

(2)⇒(1). Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.3. □

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.5
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ò.å. äëÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíîìåðíûìè ýòà òåîðåìà íå èìååò ìåñòà. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 3.8 ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòåé âèäà ηα òàêèõ êîíòïðèìåðîâ
íåò. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ èììóííîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, íàä êîòîðîé ïðåäñòàâèìà íå ëîêàëüíî ôè-
íèòíàÿ àëãåáðà ñîïðÿæåíî ñ ðàññìîòðåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòåé áîëåå ñëîæíîãî
âèäà.

Òåîðåìà 3.9. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
η ñ èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäõîäÿùåé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ëîêàëüíî
ôèíèòíî îòäåëèìîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü íóæíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü è àëãåáðó â äâà
ýòàïà. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ àëãåáðó A = ⟨ω/ηα; f, g⟩, ãäå
α � ìíîæåñòâî ñ èììóííûì äîïîëíåíèåì, à çàòåì îïðåäåëèì àëãåáðó A∗ =
⟨ω/η∗α; f∗, g∗, h∗⟩, ãäå f∗, g∗ � îäíîìåñòíûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ñòðîÿùèåñÿ
ïî f, g ñîîòâåòñòâåííî, à h∗ � âû÷èñëèìàÿ áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì tr(η∗α)
áóäåò èììóííîé, à A∗ � íå ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìîé.

Â ðàáîòå [12] ïîñòðîåíà êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ηα-àëãåáðà ñ èììóííîé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç A = ⟨ω/ηα; c, f, g⟩, ãäå c �
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò, à f, g � äâå îäíîìåñòíûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò c íå ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ îáëàñòåé
çíà÷åíèé ôóíêöèé f è g. Ïðè ýòîì, êëàññ α ýêâèâàëåíòíîñòè ηα ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé ïî ìîäóëþ ηα êàê äëÿ f , òàê è äëÿ g, à ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò
c î÷åâèäíî ëåæèò â ω \ α.

Íàïîìíèì, ÷òî η∗α = {⟨x, y⟩|γx∖α = γy∖α}, ãäå γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ òàêîé íóìåðîâàííîé àëãåáðû ⟨ω/η∗α; f∗, g∗, h∗⟩,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìîé, íî, ïðè ýòîì, õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü tr(η∗α) èììóííà.

Ïóñòü γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà tr(η∗α) � èì-
ìóííîå ìíîæåñòâî (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî âû÷èñëèìî ïåðå-
÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà tr(η∗α) ïðîòèâîðå÷èò èììóííîñòè ω \α, ò.ê. êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà, γ-íîìåðà êîòîðûõ ëåæàò â tr(η∗α) íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ α). Ïîêàæåì,
÷òî íàä η∗α ïðåäñòàâèìà êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì
òðè âû÷èñëèìûå ôóíêöèè f∗, g∗, h∗:

f∗(x) = γ−1{f(n) | n ∈ γx};

g∗(x) = γ−1{g(n) | n ∈ γx};
h∗(x, y) = γ−1(γx ∪ γy).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ñîãëàñîâàíû ñ η∗α. Ïóñòü x = y (mod η∗α). Ïî îïðå-
äåëåíèþ γx \ α = γy \ α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ìíîæåñòâî γx \ α, òîãäà

f∗(x) = γ−1{f(n) | n ∈ σ} (mod η∗α),

ò.ê. f òîæäåñòâåííà íà α ïî ìîäóëþ ηα. Àíàëîãè÷íî,

f∗(y) = γ−1{f(n) | n ∈ σ} (mod η∗α),

ò.å. f∗(x) = f∗(y) (mod η∗α).
Äëÿ g∗ ðàññóæäàåì òî÷íî òàê æå.
Ïóñòü x = u (mod η∗α) è y = v (mod η∗α), ò.å. γx \ α = γu \ α è γy \ α = γv \ α.

Òîãäà γx ∪ γy \ α = γu ∪ γv \ α, ò.å. h∗ òàêæå ñîãëàñîâàíà ñ η∗α.
Ïîêàæåì, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ ôàêòîð-àëãåáðà ⟨ω/η∗α; f∗, g∗, h∗⟩ êî-

íå÷íî ïîðîæäåííàÿ. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì γ-íîìåð îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà {c}, ãäå c � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò àëãåáðû ⟨ω; f, g⟩. Ïóñòü γ−1({c}) = c∗.
×åðåç h∗(x1, . . . , xm) îáîçíà÷èì ñóïåðïîçèöèþ

h∗(x1, h
∗(x2, . . . , h

∗(xm−1, xm)) . . . ).

Åñëè n = γ−1({k0, . . . , kl}) è ki = ti(c), ãäå ti � (f, g)-òåðì, òî γ
−1({ki}) = t∗i (c

∗),
ãäå t∗i (c

∗) � ðåçóëüòàò çàìåíû â (f, g)-òåðìå ti ñèìâîëà f íà f∗, g íà g∗. Òîãäà

h∗(t∗0(c
∗), . . . , t∗l (c

∗)) = n,
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ò.å. àëãåáðà ⟨ω/η∗α; f∗, g∗, h∗⟩ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ.
Íàêîíåö, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî àëãåáðà A∗ ÿâëÿåòñÿ íå ëîêàëüíî ôèíèòíî

îòäåëèìîé. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 3.9.1. Ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ âñÿêîé êîíå÷íîé àëãåáðû êîíå÷íîé
ñèãíàòóðû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî íóìåðàöèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû íàçûâà-
åòñÿ ñòàíäàðòíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè
(êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ) íóìåðàöèé ýòîé àëãåáðû (ñì. À.È.Ìàëüöåâ [5]). Ïóñòü
êîíå÷íàÿ àëãåáðà B êîíå÷íîé ñèãíàòóðû Σ0 ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåí-
òîâ {b1, . . . , bn}. Ðàññìîòðèì àáñîëþòíî ñâîáîäíóþ Σ0-àëãåáðó TΣ0

(X) îò ñâî-
áîäíûõ ïîðîæäàþùèõX = {x1, . . . , xn} è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå φ0 : {x1, . . . , xn} −→
{b1, . . . , bn}, ïîëàãàÿ φ(xi) = bi, 1 ⩽ i ⩽ n. Òîãäà φ0 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà φ èç TΣ0(X) íà B. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ñòàí-
äàðòíàÿ �íóìåðàöèÿ� φ èç àëãåáðû TΣ0(X) íà àëãåáðó B (ñì. çàìå÷àíèå 3.7).
Îáîãàòèì Σ0 êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ C = {c1, . . . , cn} è
ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ àëãåáðó TΣ(C), ïîðîæäåííóþ ñèãíàòóðíûìè êîíñòàíòà-
ìè, â ñèãíàòóðå Σ = Σ0

⋃
C.

Ââåäåì îòíîøåíèå ≡B íà ìíîæåñòâå T 2
Σ(C), ïîëàãàÿ t1 ≡B t2 ⇔ φ(t1) =

φ(t2). Òîãäà ≡B � êîíãðóýíöèÿ àëãåáðû TΣ(C) è ôàêòîð-àëãåáðà TΣ(C)/ ≡B
èçîìîðôíà B. Ñëåäóÿ À.È.Ìàëüöåâó ([5]) îïðåäåëèì ôóíêöèþ âûñîòû òåðìà
h : TΣ(C) −→ ω èíäóêòèâíî ïî ñëîæíîñòè òåðìà:

- åñëè t êîíñòàíòà, ò.å. t = c ∈ C, òî h(t) = 0;
- åñëè t = f(t1, . . . , tn), ãäå f ∈ Σ � n-àðíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë (n ⩾ 1),

òî h(t) = max{h(t1), . . . , h(tn)}+ 1.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî Σ-àëãåáðà B êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, ïîðîæäåííàÿ ìíî-

æåñòâîì ñèãíàòóðíûõ êîíñòàíò, êîíå÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî n âñÿêèé TΣ(C)-òåðì âûñîòû n ðàâåí (â B) íåêîòîðîìó
TΣ(C)-òåðìó ñòðîãî ìåíüøåé âûñîòû. Çàôèêñèðóåì íàèìåíüøåå òàêîå n è îïðå-
äåëèì ìíîæåñòâî E âñåõ ðàâåíñòâ âèäà t1 = τ1, . . . , tm = τm (ãäå t1, . . . , tm �
âñå TΣ(C)-òåðìû âûñîòû n, à τ1, . . . , τm � ïîäõîäÿùèå TΣ(C)-òåðìû âûñîòû
ìåíüøå ÷åì n), êîòîðûå âåðíû â B. Î÷åâèäíî, ÷òî èíèöèàëüíàÿ (ò.å. ñâîáîä-
íàÿ áåç ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ â ìíîãîîáðàçèè àëãåáð, çàäàííîì êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì òîæäåñòâ E) àëãåáðà TΣ(C)/E äëÿ ñèñòåìû òîæäåñòâ E ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôíûì ïðîîáðàçîì àëãåáðû B (ýòîò ãîìîìîðôíûé ïðîîáðàç � èíèöè-
àëüíàÿ àëãåáðà â ìíîãîîáðàçèè çàäàííîì òîæäåñòâàìè E). Äîáàâèì ê E âñå
ðàâåíñòâà ìåæäó âñåìè TΣ(C)-òåðìàìè âûñîòû ìåíåå n è ïîëó÷èì êîíå÷íîå
ðàñøèðåíèå E∗ ìíîæåñòâà òîæäåñòâ E. Ò.ê. êàæäûé ýëåìåíò àëãåáðû B ïðåä-
ñòàâëåí íåêîòîðûì TΣ(C)-òåðìîì âûñîòû ìåíåå ÷åì n, òî èíèöèàëüíàÿ ñèñòåìà
äëÿ E∗ èçîìîðôíà B (åñëè t1 ̸= t2 â TΣ(C)/E, íî t1 = t2 â B, òî âûáèðà-
åì τ1 = t1, τ2 = t2, h(τ1) < n, h(τ2) < n è ïðèñîåäèíÿåì ðàâåíñòâî τ1 = τ2
ê E; ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ τ1, τ2 î÷åâèäíî, ò.ê. â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíò-
íûõ çàìêíóòûõ òåðìîâ åñòü òåðì âûñîòû ìåíåå n). Òàêèì îáðàçîì, èíèöèàëü-
íàÿ àëãåáðà äëÿ E∗ èçîìîðôíà àëãåáðå B. Â ñèëó êîíå÷íîé îïðåäåëåííîñòè â
ìíîãîîáðàçèè, çàäàííîì òîæäåñòâàìè E∗, ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ àëãåáðû B
ïîçèòèâíà, à â ñèëó êîíå÷íîñòè ýòîé àëãåáðû � âû÷èñëèìà. □



ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÍÓÌÅÐÀÖÈÈ ËÎÊÀËÜÍÎ ÔÈÍÈÒÍÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÕ ÀËÃÅÁÐ165

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ íåîäíîýëåìåíòíàÿ àëãåáðà èìååò íóìåðàöèþ, íå ÿâ-
ëÿþùóþñÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ([25]), ïîýòîìó â ëåììå 3.9.1 ñòàíäàðòíîñòü
íóìåðàöèè ñóùåñòâåííà.

Äîïóñòèì, ÷òî A∗ ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìà. Â àëãåáðå A = ⟨ω/ηα; f, g⟩
ýëåìåíò c ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì, ïðè÷åì îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ýëåìåí-
òîì, â êîòîðûé íå ïåðåâîäèòñÿ íèêàêîé ýëåìåíò íè ôóíêöèåé f , íè ôóíêöèåé g.
Â àëãåáðå A∗ = ⟨ω/η∗α; f∗, g∗, h∗⟩ êàíîíè÷åñêèé èíäåêñ ìíîæåñòâà {c} òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì äëÿ A∗. Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó A∗

0 àëãåáðû
A∗, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ω/η∗α \ {c∗}, ãäå c∗ = γ−1({c})/η∗α,
à ïîðîæäàþùèìè ÿâëÿþòñÿ γ−1({f(c)}) è γ−1({g(c)}). ßñíî, ÷òî îñíîâíîå ìíî-
æåñòâî ýòîé ïîäàëãåáðû ñîâïàäàåò ñ A∗\{c∗}. Åñëè A∗ ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäå-
ëèìà, òî â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ôàêòîð-àëãåáðå àëãåáðû A∗ îáðàç ýëåìåíòà c∗

íå ïðèíàäëåæèò îáðàçó A∗
0. Íî â ýòîì ôàêòîðå, ïî ëåììå 3.9.1, êàæäûé êëàññ

ýêâèâàëåíòíûõ çàìêíóòûõ òåðìîâ, â ò.÷. è ñîäåðæàùèé ýëåìåíò c∗, âû÷èñëèì.
Íàçîâåì òåðì, ñîñòàâëåííûé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ f, g îò ïîðîæ-

äàþùåãî ýëåìåíòà c â àëãåáðå ⟨ω/ηα; f, g⟩ (íå ïóòàòü ñ f∗, g∗-ñèìâîëàìè è γ-
íîìåðîì ìíîæåñòâà {c} â àëãåáðå ⟨ω/η∗α; f∗, g∗, h∗⟩), α-òåðìîì, åñëè åãî çíà÷å-
íèå ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî α. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî γ-íîìåð ëþáîãî α-òåðìà
ðàâåí ïî ìîäóëþ η∗α γ-íîìåðó ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî α-òåðìà
t èìååì

γ−1({c}) = h∗(γ−1({c}), γ−1({t})) (mod η∗α) ⇔ t ∈ α.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ýëåìåíò c∗ è ïîäàëãåáðà A∗
0 ðàçëè÷àþòñÿ íåêîòîðîé êîí-

ãðóýíöèåé êîíå÷íîãî èíäåêñà, òî ïî ëåììå 3.9.1 â ôàêòîð-àëãåáðå ïî ýòîé êîí-
ãðóýíöèè ýëåìåíò c∗ = γ−1({c}) âû÷èñëèì, íî òîãäà è α âû÷èñëèìî. Ïðîòèâî-
ðå÷èå. □

Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ èì-
ìóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, íàä êîòîðîé ïðåäñòàâèìà íå ôè-
íèòíî îòäåëèìàÿ àëãåáðà.

Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.5 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ êàê îò àëãåáðàè-
÷åñêîãî ñâîéñòâà ëîêàëüíîñòè äëÿ ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè (ïðåäëîæåíèå 3.6),
òàê è îò àëãîðèòìè÷åñêîãî ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîñòè äëÿ âû÷èñëèìîé îòäåëè-
ìîñòè (òåîðåìà 3.9).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íîé âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè η âñÿêàÿ η-àëãåáðà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà, ò.ê. tr(η) èììóííà.
Âîçìîæíû ëè òàêèå ýôôåêòû äëÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé?
Òåîðåìà 3.9 äàåò îòâåò.

Ñëåäñòâèå 3.10. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýôôåêòèâíî
áåñêîíå÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ÷òî âñÿêàÿ ïðåäñòàâèìàÿ íàä íåé àëãåáðà ôè-
íèòíî àïïðîêñèìèðóåìà.

Äåéñòâèòåëüíî, òàêîâîé áóäåò ýêâèâàëåíòíîñòü η∗α èç òåîðåìû 3.9, ò.ê. åå
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü èììóííà, íî, òåì íå ìåíåå, ýòà ýêâèâàëåíò-
íîñòü ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ïîëíîå ðåøåíèå äàííîãî âîïðîñà.

Ñóæàÿ êëàññ èììóííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðàíñâåðñàëåé äî ãèïåðèììóí-
íûõ è ðàñøèðÿÿ êëàññ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äî
êëàññà âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïîëó÷àåì
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Ïðåäëîæåíèå 3.11. Ïóñòü η � âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ñ ãèïåðèììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ. Òîãäà âñÿêàÿ η-àëãåáðà
êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ëîêàëüíî ôèíèòíî îòäåëèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå âñÿêàÿ η-àëãåáðà ëîêàëüíî êîíå÷íà ([6]).
Åñëè A0 � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà η-àëãåáðû A, òî A0 êîíå÷íà. Äîïó-
ñòèì, ÷òî a ∈ A\A0 è A0 = {a1, . . . , an}. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå ν-íîìåðà ýòèõ
ýëåìåíòîâ (ïîäðàçóìåâàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ ν(x) = x/η): k = ν−1(a)
è k1 = ν−1(a1), . . . , kn = ν−1(an). Òîãäà â àëãåáðå A âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
νk ̸= νki (1 ⩽ i ⩽ n). Èìååì n íåãàòèâíûõ êîíãðóýíöèé, ïåðåñå÷åíèå êîòî-
ðûõ íåãàòèâíî è ðåàëèçóåò âûøåóêàçàííîå ìíîæåñòâî íåðàâåíñòâ, ò.å. ôàêòîð
ïî ýòîé êîíãðóýíöèè ðàçëè÷àåò ýëåìåíò a è ïîäàëãåáðó A0, íî èíäåêñ ýòîé
êîíãðóýíöèè êîíå÷åí, ò.ê. tr(η) èììóííà. □

Ïðèâåäåì îäíó àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýê-
âèâàëåíòíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 3.12. Äëÿ áåñêîíå÷íîé âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè η ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) η èìååò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå;
2) ñóùåñòâóåò íå ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ η-àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1)⇒2). Îïðåäåëèì íàä ïîäõîäÿùèì âû÷èñëèìûì ðàñøèðå-
íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè η àëãåáðó ïðåäøåñòâîâàíèÿ êàê â ïðåäëîæåíèè 3.3.

2)⇒1). Äîïóñòèì, ÷òî ⟨ω/η; Σ⟩ � íå ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ η-àëãåáðà
ýôôåêòèâíîé ñèãíàòóðû Σ. Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò ïàðà ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, îòîæäåñòâëÿåìûõ ëþáîé êîíãðóýíöèåé êîíå÷íîãî èíäåêñà. Îäíàêî, ñóùå-
ñòâóåò íåãàòèâíàÿ êîãðóýíöèÿ η∗, ïî ìîäóëþ êîòîðîé ýòè ýëåìåíòû ðàçëè÷íû.
Èíäåêñ ýòîé êîíãðóýíöèè íåîáõîäèìî áåñêîíå÷åí. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2.16 ýêâè-
âàëåíòíîñòü η∗ èìååò áåñêîíå÷íîå âû÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå. □

4. Ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.6 ñëåäóåò, ÷òî èììóííîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåð-
ñàëè âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè (áîëåå òîãî � äàæå ðàâíîìåðíî
âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè ëþáîé àëãåáðû, ïðåäñòàâèìîé íàä ýòîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ. Àíàëîãè÷íî, òåîðåìà 3.9 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ýòî æå óñëîâèå íå ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ëîêàëüíî ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè âñÿêîé àëãåáðû, ïðåä-
ñòàâèìîé íàä äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ôèíèòíîé àï-
ïðîêñèìèðóåìîñòüþ. Èç òåîðåìû 1.2 î íåãàòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè ñëåäó-
åò, ÷òî âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, ïðåäñòàâèìàÿ íàä ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñ
èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìè-
ðóåìîé. Âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ. Âåðíî ëè îáðàòíîå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü áåñêîíå÷íîé âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè, íàä êîòîðîé ïðåäñòàâèìû òîëüêî ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûå
óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû, èììóííîé? Ïî òåîðåìå 3.5 äëÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî
îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ýòî òàê. Ïîêàæåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôèíèòíàÿ
àïïðîêñèìèðóåìîñòü ëþáîé àëãåáðû, ïðåäñòàâèìîé íàä çàäàííîé áåñêîíå÷íîé
âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
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äëÿ èììóííîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëè ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Äî-
êàæåì ãîðàçäî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîìó ïðåäïîøëåì íåêîòîðûå
íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàåòñÿ íåýëèìèíèðóåìîé, åñëè
÷èñëî åå ñìåæíûõ êëàññîâ êîíå÷íî è ðîâíî îäèí ñìåæíûé êëàññ áåñêîíå÷åí.

Ýêâèâàëåíòíîñòü, íå ÿâëÿþùóþñÿ íåýëèìèíèðóåìîé íàçîâåì ýëèìèíèðóå-
ìîé. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ýëèìèíèðóåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ëèáî áåñêîíå÷íà,
ëèáî ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà áåñêîíå÷íûõ ñìåæíûõ êëàññà. Ïóñòü W �
ñåìåéñòâî âñåõ íåãàòèâíûõ ýëèìèíèðóåìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé èW = {W0,W1, . . . }
� íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ïåðåñ÷åò ýòîãî ñåìåéñòâà.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü α � áåñêîíå÷íîå è êîáåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå ÷èñëî 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü η, êàæäûé η-
êëàññ êîòîðîé êîíå÷åí, ÷òî tr(η) = α è âñÿêàÿ η-àëãåáðà ôèíèòíî àïïðîê-
ñèìèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α = {0 = a0 < a1 < . . . } � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
ω ñ áåñêîíå÷íûì äîïîëíåíèåì β = {b0 < b1 < . . . }.

Äàäèì âíà÷àëå íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå. Øàã s + 1 íàøåé íåýôôåêòèâíîé
äèàãîíàëüíîé êîíñòðóêöèè áóäåò ïîñâÿùåí òîìó, ÷òî êàê ñòðîÿùàÿñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü, òàê è âñå åå ôàêòîðû (ò.å. ýêâèâàëåíòíûå ðàñøèðåíèÿ) áóäóò îò-
ëè÷íû îò òåêóùåé íåãàòèâíîé ýëèìèíèðóåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè Ws. Äëÿ ýòî-
ãî íà øàãå s + 1 ìû �ñêëåèì� ïîäõîäÿùóþ ïàðó ýëåìåíòîâ èç Ws, ñîáëþ-
äàÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ. Íà øàãå s + 1 áóäåì òàêæå ñòðîèòü êîíå÷íûé ôðàã-
ìåíò ηs+1 ýêâèâàëåíòíîñòè η, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå îáúåäèíå-
íèå ýòèõ ôðàãìåíòîâ. ×åðåç ωs áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ñåã-
ìåíò ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó÷àñòâóþùèõ â îïðåäåëåíèè ηs, ò.å.
ωs = {x | ∃y(⟨x, y⟩ ∈ ηs)}.

Øàã 0. η0 = ∅, ω0 = ∅.
Øàã s+ 1. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà x íàçîâåì ñëåäóþùèì çà íèì ÷èñëîì x+ 1.

Äëÿ ÷èñëà x+ 1 ÷èñëî x íàçîâåì ïðåäûäóùèì.
Âûáåðåì òàêóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ Ws ýëåìåíòîâ a, b, ÷òî
(1) a < b;
(2) a ∈ α, b ∈ β;
(3) maxωs < a.
Äîïóñòèì, ÷òî òàêàÿ ïàðà ⟨a, b⟩ ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïîëàãàåì

ωs+1 = {0, . . . , b},
à â êà÷åñòâå ηs+1 âûáèðàåì òàêóþ íàèìåíüøóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íà ìíîæåñòâå
ωs+1, êîòîðàÿ ðàñøèðÿåò ηs, ñîäåðæèò ïàðó ⟨a, b⟩, à òàêæå äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà
z ∈ (ωs+1 \ ωs) ∩ β, òàêîãî, ÷òî al < z < al+1 äëÿ íåêîòîðîãî l, îòíåñåì ïàðó
⟨al, z⟩ ê ηs+1, êðîìå ñëåäóþùèõ äâóõ îñîáûõ ñëó÷àåâ.

1. Åñëè m = min(ωs+1 \ ωs) åñòü ÷èñëî èç β, òî ïîëàãàåì m = maxωs
(mod ηs+1), ò.å. ìû �ñêëåèâàåì� ýëåìåíò èç β (íàèìåíüøèé â ωs+1 \ ωs) ñ íàè-
áîëüøèì ÷èñëîì èç ωs.

2. Ðàññìîòðèì îñîáûé ñëó÷àé äëÿ ïàðû ⟨a, b⟩. Ïóñòü b0 òàêîé ýëåìåíò èç β,
÷òî ïðåäûäóùèé äëÿ b0 ýëåìåíò ëåæèò â α, à âñå ñëåäóþùèå çà b0 âïëîòü äî
b ëåæàò â β, ò.å. âñå ÷èñëà èç îòðåçêà b0, b0 + 1, . . . , b ëåæàò â β. Âñå ÷èñëà èç
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ýòîãî îòðåçêà îáúÿâëÿåì ηs+1-ýêâèâàëåíòíûìè ÷èñëó a, à ÷èñëî b0 − 1 � íàè-
áîëüøåå ÷èñëî èç îòðåçêà [m, b] ëåæàùåå â α îáðàçóåò îäíîýëåìåíòíûé êëàññ
ηs+1-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà ⟨a, b⟩ ñî ñâîéñòâàìè (1)�(3), òî øàã
s + 1 êîððåêòíî çàâåðøàåòñÿ ñ çàíåñåíèåì âñåõ ÷èñåë èç α íà îòðåçêå [0, b] â
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ òðàíñâåðñàëü ýêâèâàëåíòíîñòè ηs+1 è ïðè ýòîì íèêàêîé
ýëåìåíò èç β íà îòðåçêå [0, b] â íåå íå ïîïàäàåò.

Êîíåö øàãà s+ 1.
Îïðåäåëèì

η =
⋃
s∈ω

ηs.

Ïîêàæåì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü η è áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû.
Ïðåæäå âñåãî óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü γ = {c0 < c1 < . . . } � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
ω ñ áåñêîíå÷íûì äîïîëíåíèåì δ = {d0 < d1 < . . . } è E � ýëèìèíèðóåìàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü íà ω. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå c ∈ γ è d ∈ δ, ÷òî c < d è
c ̸= d (mod E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáèðàåì ëþáîé ýëåìåíò ck èç γ è îáîçíà÷èì ÷åðåç D êëàññ
E-ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà ck. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áîëüøèõ ÷åì
ck ýëåìåíòîâ èç δ, êîòîðûå íå ðàâíû ck ïî ìîäóëþ E. Òîãäà ïî÷òè âñå ýëåìåí-
òû èç δ (çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà δ) ëåæàò â D.
Åñëè E èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ, òî ïî÷òè âñå îíè öåëèêîì
ëåæàò â γ. Áåðåì ëþáîå ÷èñëî c èç êàêîãî-òî êëàññà âíå D è âûáèðàåì â δ
(êîòîðîå ïî÷òè öåëèêîì ëåæèò â D) ÷èñëî d áîëüøåå ÷åì c. Åñëè æå êëàññîâ
êîíå÷íîå ÷èñëî, òî, â ñèëó ýëèìèíèðóåìîñòè E, íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå åùå
îäèí áåñêîíå÷íûé ñìåæíûé êëàññ E-ýêâèâàëåíòíîñòè, ñêàæåì C, â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç γ. Âûáèðàåì ëþáîå c ∈ C è áîëü-
øåå ÷åì c ÷èñëî d èç δ ⊆ D. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïàðà
ýëåìåíòîâ c, d ñî ñâîéñòâîì c ∈ γ, d ∈ δ, c < d, c ̸= d (mod E). □

Èç ëåììû 4.2.1 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî øàãà s + 1 íàéäóòñÿ
òàêèå a, b, ðàçëè÷íûå ïî ìîäóëþ Ws, ÷òî maxωs < a < b, a ∈ α è b ∈ β è
ïðè ýòîì âñå ýëåìåíòû èç α òðàíñâåðñàëüíû (íè îäèí ýëåìåíò èç β íå òðàíñ-
âåðñàëåí), ò.å. êàæäûé øàã êîíñòðóêöèè êîððåêòíî çàâåðøàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî
òðèâèàëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî åñëè ýëåìåíò íå ïðè-
íàäëåæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëè ýêâèâàëåíòíîñòè ηs, òî òàêîâûì
æå îí îñòàåòñÿ è äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ãîðàçäî áîëåå
òîíêîå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç α ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî
áûòü òðàíñâåðñàëüíûìè äëÿ ïðåäåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ η ýêâèâàëåíòíîñòåé ηs.

Ëåììà 4.2.2. tr(η) = α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîíöå øàãà s+ 1 ýêâèâàëåíòíîñòü ηs+1 íå �ñêëåèâàåò� íè-
êàêîé ýëåìåíò èç α ∩ ωs+1 íè ñ êàêèì ñòðîãî ìåíüøèì ÷èñëîì, ò.å. âñå ÷èñëà
èç α ∩ ωs+1 íå η-ýêâèâàëåíòíû íèêàêèì ìåíüøèì. Çíà÷èò α ⊆ tr(η). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, âñÿêîå ÷èñëî èç β ê êîíöó ïîäõîäÿùåãî øàãà �ñêëåèâàåòñÿ� ñ íåêîòî-
ðûì ìåíüøèì ÷èñëîì èç α. Ñëåäîâàòåëüíî, β ∩ tr(η) = ∅, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
tr(η) = α. □
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Ëåììà 4.2.3. η ̸= Ws äëÿ ëþáîãî s ∈ ω. Áîëåå òîãî, åñëè η∗ � ðàñøèðåíèå
η, òî η∗ òàêæå îòëè÷íà îò Ws.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ øàãà s+1 â ýêâèâàëåíòíîñòü η äîáàâëÿåòñÿ
ïàðà ⟨a, b⟩, ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ Ws ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ýëåìåíòû
ðàâíû ïî ìîäóëþ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ η. □

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè η âñå η-êëàññû êîíå÷íû (ò.å. η òðè-
âèàëüíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà), tr(η) = α è âñÿêîå íåãàòèâíîå ðàñøèðåíèå η
èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ. Ïî òåîðåìå 1.2 î íåãàòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè âñÿ-
êàÿ η-àëãåáðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè, íî âñÿêèé íåãàòèâíûé ôàêòîð
êîíå÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ η-àëãåáðà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà. □

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïî òåîðåìå î íåãàòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè âû÷èñëèìî
îòäåëèìûõ àëãåáð (òåîðåìà 1.2) ëþáàÿ η-àëãåáðà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíû-
ìè, ò.å. èìååò ïîëíóþ ðàçäåëÿþùóþ ñèñòåìó íåãàòèâíûõ ôàêòîðîâ. Íî âñÿêèé
íåãàòèâíûé ôàêòîð ïî η (äëÿ η èç òåîðåìû 4.2) åñòü íåýëèìèíèðóåìàÿ íåãà-
òèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü � ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñìåæíûõ êëàññîâ, èç êîòîðûõ â
òî÷íîñòè îäèí êëàññ áåñêîíå÷åí. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
� íåãàòèâíàÿ (äàæå âû÷èñëèìàÿ) ýêâèâàëåíòíîñòü êîíå÷íîãî èíäåêñà. Äàæå
åñëè áû ìû ðàññìàòðèâàëè â êà÷åñòâå W ñåìåéñòâî âñåõ íåãàòèâíûõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòåé (âêëþ÷àÿ íåýëèìèíèðóåìûå) è, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîäõîäÿùåé
ïàðû ýëåìåíòîâ a, b ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ Ws, ïðîïóñêàëè áû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé øàã, òî ðåçóëüòàò áûë áû òàêèì æå. Íåêîòîðûå íåýëèìèíèðóåìûå ýêâè-
âàëåíòíîñòè, âîçìîæíî, óäàëîñü áû �ëèêâèäèðîâàòü� â êà÷åñòâå êàíäèäàòîâ íà
íåãàòèâíûå ôàêòîðû ýêâèâàëåíòíîñòè η. Îäíàêî, áîëüøîå (ïîëíîå ðàçäåëÿþ-
ùåå) ñåìåéñòâî ýêâèâàëåíòíîñòåé ýëèìèíèðîâàòü íå óäàëîñü áû. Ýòî ñåìåéñòâî
ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ñîáñòâåííûõ ôàêòîðîâ ïîñòðîåííîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè η, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íûå èíäåêñû è îáëàäàþò ðîâíî îäíèì áåñêîíå÷íûì
ñìåæíûì êëàññîì. Ýòîò ôàêò îáóñëàâëèâàåò âàæíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòåé òè-
ïà ηα äëÿ êîèììóííûõ α, ò.ê. íåãàòèâíûå ôàêòîðû òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è íåýëèìèíèðóåìûìè.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü η ñ âû÷èñëèìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, ÷òî
âñÿêàÿ η-àëãåáðà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñ âû÷èñëèìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ, âñÿêîå íåãà-
òèâíîå ðàñøèðåíèå êîòîðîé êîíå÷íî è èìååò ðîâíî îäèí áåñêîíå÷íûé êëàññ.

References

[1] Yu.L. Ershov, The Theory of Enumerations [in Russian], Nauka, Moscow, 1977.
[2] A.I. Mal'tsev, Algebraic Systems [in Russian], Nauka, Moscow, 1970.
[3] H.D.Rogers, Theory of Recursive Functions and E�ective Computability [in Russian], Mir,

Moscow, 1972.
[4] S.S. Goncharov, Yu.L. Ershov, Constructive Models, Ser. Siberian School of Algebra and

Logic, Kluwer Academic/Plenum Publishers, New York, etc., 2000.
[5] A.I. Mal'tsev, Constructive algebras. I, Russian Math. Surveys, 16:3 (1961), 77�129.
[6] N.Kh. Kasymov, Recursively separable enumerated algebras, Russian Math. Surveys, 51:3

(1996), 509�538.



170 Í.Õ. Êàñûìîâ

[7] N.Kh. Kasymov, R.N. Dadazhanov, F.N. Ibragimov, Separable Algorithmic Representations
of Classical Systems and Their Applications, Contemporary Mathematics. Fundamental
Directions, 67:4 (2021), 707�754.

[8] N.Kh. Kasymov, Positive algebras with congruences of �nite index, Algebra and logic, 30:3
(1991), 190�199.

[9] N.Kh. Kasymov, Positive algebras with Noetherian congruence lattices, Siberian
Mathematical Journal, 33:2 (1992), 338�341.

[10] N.Kh. Kasymov, Positive algebras with countable congruence lattices, Algebra and logic, 31:1
(1992), 12�23.

[11] J.A. Bergstra, J.V. Tucker, A characterization of computable data types by means of a �nite,
equational speci�cation method, Lecture Notes in Comput.Sci., 85 (1980), 76�90.

[12] N.Kh. Kasymov, Algebras with �nitely approximable positively representable enrichments,
Algebra and logic, 26:6 (1987), 441�450.

[13] N.Kh. Kasymov, Enumerated algebras with uniformly recursive-separable classes, Siberian
Mathematical Journal, 34:5 (1993), 869�882.

[14] N.Kh. Kasymov, Homomorphisms on negative algebras, Algebra and logic, 31:2 (1992), 81�
89.

[15] N.Kh. Kasymov, Separation axioms and partitions of the set of natural numbers, Siberian
Mathematical Journal, 34:3 (1993), 468�471.

[16] N.Kh. Kasymov, Homomorphisms onto e�ectively separable algebras, Siberian Mathematical
Journal, 57:1 (2016), 36�50.

[17] N.Kh. Kasymov, R.N. Dadazhanov, Negative dense linear orders, Siberian Mathematical
Journal, 58:6 (2017), 1015�1033.

[18] A.S. Morozov, J.K. Truss, On computable automorphisms of the rational numbers, J.
Symbolic Logic, 66:3 (2001), 1458�1470.

[19] N.Kh. Kasymov, A.S. Morozov, De�nability of linear orders over negative equivalences,
Algebra and logic, 55:1 (2016), 24�37.

[20] R.N. Dadazhanov, N.Kh. Kasymov, I.A. Khodzhamuratova, Uniformly computably separable
algebras with e�ectively splittable families of negative congruences,Siberian Mathematical
Journal, 63:3 (2022), 466�475.

[21] N.Kh. Kasymov, Algebras over negative equivalences, Algebra and logic, 33:1 (1994), 46�48.
[22] N.Kh. Kasymov, A.S. Morozov Lower semilattices of separable congruences of numbered

algebras, Siberian Mathematical Journal (in print)
[23] N.Kh. Kasymov, A.S. Morozov, I.A. Khodzhamuratova, T1-separable enumarations of

subdirectly indecomposable algebras, Algebra and logic, 60:4 (2021), 263�278.
[24] N.Kh. Kasymov, The number of Q-congruences in positive algebras, Algebra and logic, 31:3

(1992), 182�187.
[25] N.Kh. Kasymov, F.N. Ibragimov, Separable enumerations of division rings and e�ective

embeddability of rings therin, Siberian Mathematical Journal, 60:1 (2019), 62�70.

Nadimulla Khabibullaevich Kasymov
National University of Uzbekistan,
University st., 4,
100174, Tashkent, Uzbekistan
Email address: nadim59@mail.ru


