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О СОПРЯЖЕНИИ ТОНКИХ ВКЛЮЧЕНИЙ ТИМОШЕНКО В
УПРУГИХ ТЕЛАХ ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕЩИНЫ

Н. А. НИКОЛАЕВА

Abstract. The paper concerns a junction problem for Timoshenko
elastic inclusions plased in an elastic body with a crack. It is assumed that
the crack crosses the thin inclusion at some point. This point is a mutual
contact point. Inequality type boundary conditions are imposed at the
point of contact and on the crack faces to prevent a mutual penetration
between of the inclusion parts and crack faces, respectively. Theorems of
existence and uniqueness are established. We present differential formulation
in the form of a boundary value problem, which contains the junction
boundary conditions. Passage to the limit is investigated as the rigidity
parameter of the elastic inclusion goes to infinity.

Keywords: junction conditions, nonlinear boundary conditions, Timoshenko
inclusion, crack, variational inequality.

1. Введение

Изучение задач равновесия упругих тел, содержащих тонкие включения и
трещины, является перспективным направлением исследования. Это вызва-
но широким применением композиционных материалов с тонкими волокнами
при создании различных конструкций и изделий. При эксплуатации данных
конструкций наличие инородных включений приводит к образованию трещин.
При этом существенную роль играет выбор краевых условий на берегах тре-
щины. Существует два подхода для описания задач теории трещин. Первый
подход – это классический, который характеризуется линейными краевыми
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условиями на берегах [1]. В данном подходе допускается взаимное проникание
берегов трещины, что является недостатком модели. Второй подход описыва-
ется нелинейными краевыми условиями вида системы равенств и неравенств,
которые обеспечивают взаимное непроникание берегов трещины (см. библио-
графию [2–3]). Поскольку отслоение означает существование трещины между
включением и материалом матрицы, здесь также имеет место рассматривать
описанные выше подходы. На протяжении последних лет с использованием
указанных нелинейных краевых условий при описании отслоения тонких вклю-
чений были проведены многочисленные исследования [4–28]. Широкий класс
задач данного направления можно разделять по способу моделирования тон-
ких включений, расположенных в упругих телах. В представленной работе при
моделировании упругих тонких включений используются модели типа Тимо-
шенко. Математические модели тонких упругих включений Тимошенко с воз-
можным отслоением в упругом теле впервые были сформулированы в работах
[5–6]. Впоследствии по указанному направлению были исследованы различ-
ные задачи о тонких упругих включениях Тимошенко [7–13]. Математические
модели тонких жестких включений при наличии отслоения в упругих телах
рассматривались в работах [13–22], а модели упругих включений Бернулли-
Эйлера – в работах [11, 20–27].

В представленной работе рассматривается задача о равновесии двумерного
упругого тела с трещиной и с тонким упругим включением. Упругое вклю-
чение моделируется балкой Тимошенко. На берегах трещины задаются крае-
вые условия взаимного непроникания берегов. Предполагается, что трещина
точкой пересечения делит включение на две части. Таким образом, возникает
контакт частей включения в одной точке. Указанная точка является точкой
сопряжения. В этом случае, исходя из геометрии расположения трещины и
включения, условие непроникания учитывается и в точке сопряжения. Нали-
чие данного краевого условия исключает взаимное проникание частей вклю-
чения друг в друга и является естественным с точки зрения механики. Целью
данной работы является отыскание краевых условий в точке сопряжения для
дифференциальной постановки, доказательство разрешимости соответствую-
щей краевой задачи и проведение анализа сходимости решений при стремлении
параметров жесткости тонких включений к бесконечности.

За последние годы были опубликованы значительное количество работ [10,
11, 13, 19, 22, 23, 25, 27, 28], в которых были исследованы задачи сопряже-
ния тонких упругих, жестких, полужестких включений в упругих телах при
наличии отслоения с нелинейными краевыми условиями на берегах. Также от-
метим работы [29–38], где рассмотрены разнообразные задачи о сопряжении
двух линейно-упругих пластин и структур, системы двух балок (стержней),
линейных включений и трещин и др.

2. Задача равновесия.

2.1. Постановка задачи. В данном разделе мы сформулируем задачу о рав-
новесии двумерного упругого тела, которая содержит трещину и тонкое упру-
гое включение. Предполагается, что трещина пересекает включение в неко-
торой точке, тем самым разбивает включение на две части. В точке пересе-
чения части включения находятся в контакте. В рассматриваемой модели на
берегах трещины и в контактной точке будут заданы граничные условия типа
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неравенств, которые не допускают взаимного проникания берегов трещины и
частей включения.

Рис. 1.
Пусть Ω – ограниченная область в пространстве R2 с гладкой границей Γ,

а γ ⊂ Ω, Γc ⊂ Ω – гладкие кривые без самопересечений, такие что γ ∩ Γc =
{(0, 0)}, γ = γ1∪γ2∪{(0, 0)}, γ1 = (0, 1)×{0}, γ2 = (−1, 0)×{0}. Будем предпо-
лагать, что кривые Γc и γ можно продолжить до пересечения границы Γ, раз-
бивая при этом область Ω на четыре подобласти D1, D2, D3, D4 с липшицевыми
границами ∂Di таким образом, чтобы выполнялось условие meas(Γ ∩ ∂Di) >
0, i = 1, 2, 3, 4. Обозначим через ν = (ν1, ν2) единичный вектор нормали к
Γc, а τ = (ν2,−ν1), через n = (0, 1) – единичный вектор нормали к γ, также
s = (1, 0). Для удобства нормаль в точке (0, 0), которая совпадает с направле-
нием нормали ν к Γc, обозначим через ν0. Положим Ωc

γ = Ω \ (γ ∪ Γc) (см. рис.
1).

В рассматриваемой модели область Ωc
γ будет соответствовать упругому телу

в естественном состоянии, Γc – трещине, а γ1 и γ2 – тонким упругим включе-
ниям с заданными свойствами. В частности, считаем, что поведение упругих
включений γ1 и γ2 описываются моделью балок Тимошенко (см. например [39]).
Пусть A = {aejkl} , e, j, k, l = 1, 2 – заданный тензор модулей упругости с обыч-
ными свойствами симметрии

aejkl = ajekl = aklej , aejkl ∈ L∞(Ω)

и положительной определенности

aejklξklξej > c0|ξ|2, ∀ ξej = ξje, c0 = const > 0.

Всюду в работе все величины с двумя нижними индексами предполагаются
симметричными по этим индексам. По повторяющимся индексам проводится
суммирование.

В качестве неизвестных функций выступают поле перемещений u = (u1, u2),
тензор напряжения σ = {σej} упругого тела Ωc

γ и функции v(i), w(i), φ(i), опре-
деленные на тонких включениях γi, i = 1, 2. Функции v(i), w(i) описывают вер-
тикальные и горизонтальные перемещения, а φ(i) – углы поворота нормального
сечения γi, i = 1, 2 и рассматриваются как функции одной переменной x1. Так-
же введем некоторые обозначения: [v] = v+ − v− – скачок функции v на Γc,
где v± соответствуют значениям v на положительном и отрицательном берегах
кривой Γc по отношению к нормали ν. Компоненты тензоров малых деформа-

ций ε = {εej} определяются следующим образом: εej(u) =
1

2

(
∂ue

∂xj
+

∂uj

∂xe

)
;
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σν = (σ1jνj , σ2jνj), σν = σejνjνe, στ = σejνjτe, uν = uν, uτ = uτ, un =
un, us = us, где e, j = 1, 2.

2.2. Случай без отслоения. Далее в этом пункте для поставленной задачи
равновесия будет приведена вариационная формулировка, доказано существо-
вание решения и будет представлена дифференциальная формулировка.

Приведем вариационную постановку задачи. Введем для этого множество
допустимых функций

K1 = {(u, v(i), w(i), φ(i)) | u ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2, (v(i), w(i), φ(i)) ∈ H1(γi)
3, v(i) = un,

w(i) = us на γi, i = 1, 2; [uν ] > 0 на Γc; ((w
(1), v(1))(0+)−(w(2), v(2))(0−))ν0 > 0},

где H1
Γ(Ω

c
γ) – подпространство пространства Соболева H1(Ωc

γ):

H1
Γ(Ω

c
γ) =

{
v ∈ H1(Ωc

γ) | v = 0 на Γ
}
.

Приведем значение условий, которые входят в определение множества K1.
Условия v(i) = un, w(i) = us на γi означают совпадение вертикальных (по
оси x2) и горизонтальных (по оси x1) перемещений упругого тела с пере-
мещениями включений на γi, i = 1, 2. Неравенство [uν ] > 0 представляет
собой условие непроникания берегов трещины Γc. Условие ((w(1), v(1))(0+) −
(w(2), v(2))(0−))ν0 > 0 обеспечивает непроникание включений γ1 и γ2 в точке
(0, 0).

Введем функционал энергии

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) =
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x )2+(φ(i)
x )2+(v(i)x +φ(i))2

}
.

Здесь и далее везде в тексте i = 1, 2. Также для краткости мы используем

обозначения: σ(u)ε(u) = σej(u)εej(u), fu = feue; vx =
dv

dx
, x = x1, (x1, x2) ∈ Ω.

Теорема 1. Задача минимизации:
найти (u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1, так что Π(u, v(i), w(i), φ(i)) = inf

K1

Π

имеет единственное решение, удовлетворяющее вариационному неравенству

(u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1,

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

x (w̄(i)
x − w(i)

x ) + φ(i)
x (φ̄(i)

x − φ(i)
x )

}
+

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i))

(1) (v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i)) > 0 для всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1, i = 1, 2.

Доказательство. Множество K1 в силу выпуклости и замкнутости являет-
ся слабо замкнутым в рефлексивном пространстве H1

Γ(Ω
c
γ). Функционал Π

является слабо полунепрерывным снизу; аналогичные рассуждения доказа-
тельства можно найти в [2]. Поэтому для доказательства существования ре-
шения нам достаточно установить коэрцитивность функционала Π. Итак, при



148 Н. А. НИКОЛАЕВА

(u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1, α > 0 и β > 0 имеем

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) =
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x )2 + (φ(i)
x )2

}
+

+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i))2 ± α

∫
γ1

((v(1))2 + (w(1))2)± β

∫
γ2

((v(2))2 + (w(2))2).

В области Ωc
γ справедливо неравенство Корна. Следовательно, существует c1 >

0 такая, что справедливо неравенство:

(2)
∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u) > c1 ∥u∥2H1
Γ(Ω

c
γ)

2 .

По неравенству Коши существует константа c2 > 0, такая, что

(3)
∫
Ωc

γ

fu 6 c2 ∥u∥H1
Γ(Ω

c
γ)

2 .

В силу неравенства Корна, непрерывности вложения пространства H1
Γ(Ω

c
γ) в

L2(γi) и условий un = v(i), us = w(i) на γi при малых α > 0, β > 0 справедливы
следующие неравенства:

1

8

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)− α

∫
γ1

((v(1))2 + (w(1))2) > 0,

1

8

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)− β

∫
γ2

((v(2))2 + (w(2))2) > 0.

(4)

Кроме того, воспользовавшись леммой, доказанной в [7], получим, что суще-
ствуют константы c3 > 0, c4 > 0, не зависящие от функций, такие, что∫

γ1

{
(w(1)

x )2 + (φ(1)
x )2 + (v(1)x + φ(1))2

}
+ α

∫
γ1

((v(1))2 + (w(1))2) >

> c3

∥∥∥(v(1), w(1), φ(1))
∥∥∥
H1(γ1)

3
,∫

γ2

{
(w(2)

x )2 + (φ(2)
x )2 + (v(2)x + φ(2))2

}
+ β

∫
γ2

((v(2))2 + (w(2))2) >

> c4

∥∥∥(v(2), w(2), φ(2))
∥∥∥
H1(γ2)

3
.

(5)

В силу оценок (2)–(5) получаем

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) → +∞
при

∥u∥H1
Γ(Ω

c
γ)

2 +
∥∥∥(v(1), w(1), φ(1))

∥∥∥
H1(γ1)

3
+
∥∥∥(v(2), w(2), φ(2))

∥∥∥
H1(γ2)

3
→ ∞,

(u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K1. Таким образом, коэрцитивность функционала Π на мно-
жестве K1 доказана. Следовательно, задача минимизации имеет решение, удо-
влетворяющее вариационному неравенству (1).



О СОПРЯЖЕНИИ ТОНКИХ ВКЛЮЧЕНИЙ ТИМОШЕНКО В УПРУГИХ ТЕЛАХ 149

Докажем единственность решения методом от противного. Допустим, что
задача (1) имеет два решения (u, v(i), w(i), φ(i)) и (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Посколь-
ку неравенство справедливо для всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1, в неравенство для
первого решения (u, v(i), w(i), φ(i)) в качестве пробного элемента (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i))
возьмем второе решение (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Также в неравенство для второго ре-
шения (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) подставим (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)). Далее
сложим полученные при этом неравенства. Тогда с одной стороны, верно со-
отношение:∫

Ωc
γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) +

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x − w̃(i)
x )2 + (φ(i)

x − φ̃(i)
x )2

}
+

+
2∑

i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i) − ṽ(i)x − φ̃(i))2 6 0.

C другой стороны, из рассуждений, аналогичных рассуждениям доказатель-
ства коэрцитивности функционала Π, имеем неравенство:∫

Ωc
γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) +

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x − w̃(i)
x )2 + (φ(i)

x − φ̃(i)
x )2

}
+

+
2∑

i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i) − ṽ(i)x − φ̃(i))2 > 0.

В результате получим∫
Ωc

γ

σ(u− ũ)ε(u− ũ) +
2∑

i=1

∫
γi

{
(w(i)

x − w̃(i)
x )2 + (φ(i)

x − φ̃(i)
x )2

}
+

+

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i) − ṽ(i)x − φ̃(i))2 = 0.

Отсюда следует, что (u, v(i), w(i), φ(i)) = (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Таким образом, ре-
шение задачи (1) единственно. Теорема 1 полностью доказана. �

Существует дифференциальная постановка задачи. Данная постановка со-
стоит в следующем. Для заданных внешних сил f = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2 требуется
найти поле перемещений u = (u1, u2), тензор напряжения σ, определенные в
Ωc

γ , и функции v(i), w(i), φ(i), определенные на γi, i = 1, 2, такие, что

(6) −div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ ,

(7) u = 0 на Γ,

(8) [uν ] > 0, σν 6 0, [σν ] = 0, σ±
τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc,

(9) −v(i)xx−φ(i)
x = [σn], −w(i)

xx = [σs], −φ(i)
xx+v(i)x +φ(i) = 0 на γi, i = 1, 2,

(10) v(i) = un, w(i) = us на γi, i = 1, 2,
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φ(1) + v(1)x = w(1)
x = φ(1)

x = 0 при x = 1,

φ(2) + v(2)x = w(2)
x = φ(2)

x = 0 при x = −1,
(11)

(12) ((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 > 0,

φ(1)
x (0+) = φ(2)

x (0−) = 0, w(1)
x (0+) = w(2)

x (0−),

(φ(1) + v(1)x )(0+) = (φ(2) + v(2)x )(0−),
(13)

(14) (w(1)
x , φ(1) + v(1)x )τ0 = 0, (w(1)

x , φ(1) + v(1)x )ν0 6 0 при x = 0+,

(w(2)
x w(2))(0−) + (φ(2) + v(2)x )v(2)(0−)− (w(1)

x w(1))(0+)−

−(φ(1) + v(1)x )v(1)(0+) = 0.
(15)

Здесь (6) – суть уравнения равновесия упругого тела и линейный закон Гука,
(9) – уравнения равновесия тонких включений γ1 и γ2, которые в точности
соответствуют моделям упругих балок Тимошенко. При этом в уравнениях (9)
правые части [σn], [σs] описывают силы, действующие на включения со стороны
упругого тела. Краевые условия (8) являются типичными для данного класса
задач (см. [3]). Соотношения (10) прокомментированы выше при определении
множества K1. Первая группа краевых условий (11) соответствуют нулевой
перерезывающей силе, нулевой деформации растяжения (сжатия) и нулевому
моменту тонкого включения γ1 в точке x = 1; вторая группа краевых условий
(11) определяет аналогичное в точке x = −1. Оставшиеся условия (12)–(15)
представляют собой условия сопряжения тонких включений γi в точке (0, 0).
А именно, если в заданной точке (0, 0) отсутствует контакт тонких включений
γ1 и γ2, то есть выполняется

((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 > 0,

получаем условие свободных концов включений γi:

(16) w(1)
x (0+) = w(2)

x (0−) = 0, (φ(1) + v(1)x )(0+) = (φ(2) + v(2)x )(0−) = 0.

Покажем это. В силу второго, третьего равенства из (13) и первого равенства
из (14) равенство (15) можем записать в виде

w(1)
x (0+)

(
(w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0

)
= 0.

Отсюда, ввиду условия отсутствия контакта, получаем равенство нулю дефор-
мации растяжения (сжатия) включения γ1: w

(1)
x (0+) = 0. Также из последнего

равенства в силу равенств (13), (14) следует равенство нулю деформации рас-
тяжения (сжатия) включения γ2 и перерезывающих сил γi. Итак, получили
справедливость равенств (16).
С другой стороны, если выполнено

(w(1)
x , φ(1) + v(1)x )ν0 < 0 при x = 0+,

то имеем условие контакта тонких включений γi в точке (0, 0):

((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 = 0.

Это следует из равенства(
(w(1)

x , φ(1) + v(1)x )(0+)ν0

)(
(w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0

)
= 0,
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которое можем получить из (15) применяя второе, третье равенство из (13) и
первое равенство из (14).

Теорема 2. Дифференциальная постановка (6)–(15) эквивалентна вариаци-
онной задаче на классе достаточно гладких решений.

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим получение полной системы кра-
евых условий (6)–(15) из вариационного неравенства. Пусть выполнено (1).
Возьмем в (1) элементы (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i))± (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i))
в качестве пробных функций, где (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K1 такие, что

[ũν ] = 0 на Γc,

(17) ((w̃(1), ṽ(1))(0+)− (w̃(2), ṽ(2))(0−))ν0 = 0.

Получим

(18)
∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ũ)−
∫
Ωc

γ

fũ+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)

x w̃(i)
x +φ(i)

x φ̃(i)
x +(v(i)x +φ(i))(ṽ(i)x +φ̃(i))

}
= 0.

Подставляя в равенство (18) функции (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) = (θ, 0, 0, 0), где θ ∈
C∞

0 (Ωc
γ)

2, получим уравнения равновесия (6) для точек упругого тела Ωc
γ , вы-

полненные в смысле обобщенных функций. Вывод краевых условий (8) на кри-
вой Γc мы опустим. Аналогичную схему доказательства можно найти, напри-
мер, в [22]. Далее, интегрируя тождество (18) по частям с учетом уравнения
равновесия (6) и условий (8), запишем

−
2∑

i=1

∫
γi

[σn]ũ−
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

xxw̃
(i) + (φ(i)

xx − v(i)x − φ(i))φ̃(i) + (v(i)xx + φ(i)
x )ṽ(i)

}
+

+w(1)
x w̃(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ̃(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))ṽ(1) |x=1
x=0+ +w(2)

x w̃(2) |x=0−
x=−1 +

(19) +φ(2)
x φ̃(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))ṽ(2) |x=0−
x=−1= 0.

Выбирая в получившееся тождество (19) тестовые функции, обладающие свой-
ствами

ṽ(i) = w̃(i) = φ̃(i) = 0 при x = 0+, 0−, 1,−1,

найдем

−
2∑

i=1

∫
γi

([σn]ũn+[σs]ũs)−
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

xxw̃
(i)+(φ(i)

xx−v(i)x −φ(i))φ̃(i)+(v(i)xx+φ(i)
x )ṽ(i)

}
= 0.

Отсюда в силу условий ṽ(i) = ũn, w̃(i) = ũs на γi получим справедливость
уравнений (9).

Вернемся к равенству (19), которое справедливо для всех указанных выше
функций (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)). Применяя доказанные уравнения (9) получим

w(1)
x w̃(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ̃(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))ṽ(1) |x=1
x=0+ +

(20) +w(2)
x w̃(2) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x φ̃(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))ṽ(2) |x=0−
x=−1= 0.

Из этого равенства в силу отсутствия ограничений на функции ṽ(1), w̃(1) при
x = 1, ṽ(2), w̃(2) при x = −1 и φ̃(i) при x = 0+, 0−, 1,−1 получим справедливость
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краевых условий (11) и равенства φ
(1)
x (0+) = φ

(2)
x (0−) = 0 из (13). Тогда (20)

примет вид
(21)
−w(1)

x w̃(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))ṽ(1)(0+) + w(2)
x w̃(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))ṽ(2)(0−) = 0.

Если сделать предположение, что ṽ(1)(0+) = ṽ(2)(0−) = 0, из условия (17)
вытекает равенство: w̃(1)(0+) = w̃(2)(0−). В таком случае из (21) следует

w̃(1)(0+)(−w(1)
x (0+) + w(2)

x (0−)) = 0.

Так как функция w̃(1)(0+) произвольно по определению, то получим справед-
ливость второго равенства из (13):

w(1)
x (0+) = w(2)

x (0−).

Предполагая теперь, что w̃(1)(0+) = w̃(2)(0−) = 0, аналогично из (21) можно
получить третье равенство из (13):

(φ(1) + v(1)x )(0+) = (φ(2) + v(2)x )(0−).

Далее допустим, что w̃(2)(0−) = ṽ(2)(0−) = 0. Тогда из (17) и (21) при x = 0+
следуют равенства

(22) w̃(1)ν
(1)
0 + ṽ(1)ν

(2)
0 = 0,

(23) −w(1)
x w̃(1) − (v(1)x + φ(1))ṽ(1) = 0.

В случае, когда ν0 = (ν
(1)
0 , ν

(2)
0 ) = (1, 0) из (22) и (23) получим (v

(1)
x +φ(1))(0+) =

0. Тогда в силу доказанного выше третье равенство из (13) при ν0 = (1, 0) имеем

(24) (φ(1) + v(1)x )(0+) = (φ(2) + v(2)x )(0−) = 0.

В других случаях умножим равенство (23) на ν
(1)
0 ν

(2)
0 и в силу (22) будем иметь

w(1)
x (0+)ν

(2)
0 − (v(1)x + φ(1))(0+)ν

(1)
0 = 0.

Последнее равенство означает справедливость первого условия из (14).
Рассмотрим теперь функции (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈ K1 такие, что [ũ] = 0 на Γc,

(25) ((w̃(1), ṽ(1))(0+)− (w̃(2), ṽ(2))(0−))ν0 > 0.

Подставим (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)) + (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) в вариаци-
онное неравенство (1). Получим∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ũ)−
∫
Ωc

γ

fũ+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)

x w̃(i)
x + φ(i)

x φ̃(i)
x + (v(i)x + φ(i))(ṽ(i)x + φ̃(i))

}
> 0.

С помощью формул интегрирования по частям, а также с учетом доказанных
краевых условий (6), (9)–(11), получаем
(26)
−w(1)

x w̃(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))ṽ(1)(0+) + w(2)
x w̃(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))ṽ(2)(0−) > 0.

Положим ṽ(1)(0+) = ṽ(2)(0−) = 0. Тогда (25) примет вид

(27) w̃(1)(0+) > w̃(2)(0−),

а неравенство (26) с учетом второго условия (13) вид:

w(1)
x (0+)(w̃(2)(0−)− w̃(1)(0+)) > 0.
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Из последнего неравенства в соответствии с (27) получим

(28) w(1)
x (0+) 6 0.

Вернемся к неравенству (26). Предположим, что w̃(1)(0+) = w̃(2)(0−) = 0.
Тогда из (25) и (26) следуют соотношения:

(29) ṽ(1)(0+)ν
(2)
0 > ṽ(2)(0−)ν

(2)
0 , (v(1)x + φ(1))(0+)(ṽ(2)(0−)− ṽ(1)(0+)) > 0.

Здесь заметим, что в частном случае при ν0 = (1, 0) мы выше доказали спра-
ведливость равенств (24), поэтому дальнейшие рассуждения имеют место для
общего случая ν0 = (ν

(1)
0 , ν

(2)
0 ) ̸= (1, 0). Итак, умножим второе неравенство

из (29) на (ν
(2)
0 )2. Принимая во внимание первое неравенство из (29), можно

сделать вывод, что

(30) (φ(1) + v(1)x )(0+)ν
(2)
0 6 0.

Из неравенств (28) и (30) следует второе неравенство из (14).
Докажем справедливость равенства (15). Для этого в вариационное нера-

венство (1) последовательно выберем в роли пробных элементов функции:
(ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (0, 0, 0, 0) и (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = 2(u, v(i), w(i), φ(i)). Будем
иметь∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

x w(i)
x + φ(i)

x φ(i)
x + (v(i)x + φ(i))(v(i)x + φ(i))

}
= 0.

Отсюда, интегрируя по частям и применяя полученные выше условия (6), (8)–
(11) и (13), получим (15). Таким образом, теорема в одну сторону доказана.

Достаточность. Пусть теперь справедлива (6)–(15). Возьмем тестовые функ-
ции (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1. Умножим (6) на (ū− u), первое равенство в (9) на
(v̄(i) − v(i)), второе – на (w̄(i) − w(i)), третье – на (φ̄(i) − φ(i)), проинтегрируем
по Ωc

γ и γi соответственно. Интегралы сложим:∫
Ωc

γ

(−div σ − f)(ū− u) +

2∑
i=1

∫
γi

(−v(i)xx − φ(i)
x − [σn])(v̄

(i) − v(i))+

+
2∑

i=1

∫
γi

(−w(i)
xx − [σs])(w̄

(i) − w(i)) +
2∑

i=1

∫
γi

(−φ(i)
xx + v(i)x + φ(i))(φ̄(i) − φ(i)) = 0.

Интегрируя по частям тождество выше, находим∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

x (w̄(i)
x −w(i)

x )+φ(i)
x (φ̄(i)

x −φ(i)
x )+(v(i)x +φ(i))(v̄(i)x +φ̄(i)−v(i)x −φ(i))

}
=

−
∫
Γc

[σν(ū−u)]−
2∑

i=1

∫
γi

[σn(ū−u)]+
2∑

i=1

∫
γi

[σn](v̄
(i)−v(i))+

2∑
i=1

∫
γi

[σs](w̄
(i)−w(i))+

+w(1)
x (w̄(1)−w(1)) |x=1

x=0+ +φ(1)
x (φ̄(1)−φ(1)) |x=1

x=0+ +(v(1)x +φ(1))(v̄(1)−v(1)) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x (w̄(2)−w(2)) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x (φ̄(2)−φ(2)) |x=0−

x=−1 +(v(2)x +φ(2))(v̄(2)−v(2)) |x=0−
x=−1 .
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Для получения вариационного неравенства (1) нам достаточно показать, что
правая часть последнего равенства неотрицательна. Действительно, в силу
(10), (11), (15), первого равенства из (13) и последних трех условий из (8)
последнее равенство можем переписать:∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)

x (w̄(i)
x −w(i)

x )+φ(i)
x (φ̄(i)

x −φ(i)
x )+(v(i)x +φ(i))(v̄(i)x +φ̄(i)−v(i)x −φ(i))

}
=

−
∫
Γc

σν [ūν ]− w(1)
x w̄(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))v̄(1)(0+)+

(31) +w(2)
x w̄(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))v̄(2)(0−).

Первое слагаемое правой части (31) неотрицательно в силу второго неравенства
(13) и условия [ūν ] > 0. Рассмотрим сумму оставшихся слагаемых правой части
(31). Учитывая второе и третье равенства из (13), можно записать

−w(1)
x w̄(1)(0+)− (v(1)x + φ(1))v̄(1)(0+) + w(2)

x w̄(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))v̄(2)(0−) =

= −w(1)
x (0+)(w̄(1)(0+)− w̄(2)(0−))− (v(1)x + φ(1))(0+)(v̄(1)(0+)− v̄(2)(0−)).

Таким образом, нам нужно доказать, что

(32) −w(1)
x (0+)(w̄(1)(0+)−w̄(2)(0−))−(v(1)x +φ(1))(0+)(v̄(1)(0+)− v̄(2)(0−)) > 0.

Сначала докажем для частного случая ν0 = (1, 0). Используя равенства (24),
которые доказаны выше при ν0 = (1, 0), получим

−w(1)
x (0+)(w̄(1)(0+)− w̄(2)(0−)) > 0.

Последнее неравенство справедливо в силу (28) и условия непроникания:

((w̄(1), v̄(1))(0+)− (w̄(2), v̄(2))(0−))ν0 =

= ((w̄(1), v̄(1))(0+)− (w̄(2), v̄(2))(0−))(1, 0) = w̄(1)(0+)− w̄(2)(0−) > 0.

Теперь докажем выполнимость неравенства (32) для общего случая. Пусть вы-
полнено ν0 = (ν

(1)
0 , ν

(2)
0 ) ̸= (1, 0). В этом случае, умножая (32) на (ν

(1)
0 ν

(2)
0 )2 и

применяя последнее равенство из (13), получим

−w(1)
x (0+)ν

(1)
0 ((w̄(1), v̄(1))(0+)− (w̄(2), v̄(2))(0−))ν0(ν

(2)
0 )2 > 0.

Справедливость последнего неравенства следует из второго неравенства (14) и
условия непроникания ((w̄(1), v̄(1))(0+) − (w̄(2), v̄(2))(0−))ν0 > 0. Следователь-
но, (32) верно. Поэтому правая часть (31) неотрицательна. Отсюда следует
вариационное неравенство (1).

Теорема 2 полностью доказана. �
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2.3. Случай с отслоением. В данном разделе для поставленной выше задачи
будет исследован случай, когда на положительном берегу γ1 имеется отслое-
ние. Наличие отслоения означает наличие трещины между включением γ1 и
упругим телом. Обозначения останутся прежними.

Приведем вариационную постановку задачи. Введем для этого множество
допустимых функций

K2 = {(u, v(i), w(i), φ(i)) | u ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2, (v(i), w(i), φ(i)) ∈ H1(γi)
3, v(2) = un,

w(2) = us на γ2; v(1) = u−
n , w(1) = u−

s на γ1; [un] > 0 на γ1; [uν ] > 0 на Γc;

((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 > 0, i = 1, 2},
и запишем функционал энергии:

Π(u, v(i), w(i), φ(i)) =
1

2

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(u)−
∫
Ωc

γ

fu+
1

2

2∑
i=1

∫
γi

{
(w(i)

x )2+(φ(i)
x )2+(v(i)x +φ(i))2

}
.

Теорема 3. Задача минимизации:
найти (u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K2, так что Π(u, v(i), w(i), φ(i)) = inf

K2

Π

имеет единственное решение, удовлетворяющее вариационному неравенству

(u, v(i), w(i), φ(i)) ∈ K2,

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

x (w̄(i)
x − w(i)

x ) + φ(i)
x (φ̄(i)

x − φ(i)
x )

}
+

2∑
i=1

∫
γi

(v(i)x + φ(i))

(33) (v̄(i)x + φ̄(i) − v(i)x − φ(i)) > 0 для всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K2, i = 1, 2.

Теорема 3 доказывается тем же путем, что и теорема 1 из предыдущего
раздела, поэтому мы здесь выкладки приводить не будем.

Дифференциальная постановка для данного случая состоит в следующем.
Найти u, σ, определенные в Ωc

γ , и v(i), w(i), φ(i), определенные на γi, i = 1, 2,
такие, что

(34) −div σ = f, σ = Aε(u) в Ωc
γ ,

(35) u = 0 на Γ,

(36) [uν ] > 0, σν 6 0, [σν ] = 0, σ±
τ = 0, σν [uν ] = 0 на Γc,

(37) −v(i)xx−φ(i)
x = [σn], −w(i)

xx = [σs], −φ(i)
xx+v(i)x +φ(i) = 0 на γi, i = 1, 2,

(38) v(1) = u−
n , w(1) = u−

s на γ1, v(2) = un, w(2) = us на γ2,

φ(1) + v(1)x = w(1)
x = φ(1)

x = 0 при x = 1,

φ(2) + v(2)x = w(2)
x = φ(2)

x = 0 при x = −1,
(39)

(40) [un] > 0, σ+
n 6 0, σ+

s = 0, σ+
n [uν ] = 0 на γ1,

(41) ((w(1), v(1))(0+)− (w(2), v(2))(0−))ν0 > 0,
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φ(1)
x (0+) = φ(2)

x (0−) = 0, w(1)
x (0+) = w(2)

x (0−),

(φ(1) + v(1)x )(0+) = (φ(2) + v(2)x )(0−),
(42)

(43) (w(1)
x , φ(1) + v(1)x )τ0 = 0, (w(1)

x , φ(1) + v(1)x )ν0 6 0 при x = 0+,

(w(2)
x w(2))(0−) + (φ(2) + v(2)x )v(2)(0−)− (w(1)

x w(1))(0+)−

−(φ(1) + v(1)x )v(1)(0+) = 0.
(44)

Теорема 4. Формулировки (33) и (34)–(44) эквивалентны на классе доста-
точно гладких решений.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено (33). Прежде всего, обыч-
ным образом докажем выполнение в обобщенном смысле уравнений равнове-
сия из (34). Также отметим, что краевые условия (40) являются типичными
для данного класса задач; их справедливость можно установить стандарт-
ными рассуждениями (см., например, [3–4]). Далее поставим в (33) функции
(ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (u, v(i), w(i), φ(i)) ± (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)), где (ũ, ṽ(i), w̃(i), φ̃(i)) ∈
K2, ((w̃(1), ṽ(1))(0+) − (w̃(2), ṽ(2))(0−))ν0 = 0, [ũν ] = 0 на Γc, [ũn] = 0 на γ1.
Будем иметь∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ũ)−
∫
Ωc

γ

fũ+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

x w̃(i)
x + φ(i)

x φ̃(i)
x + (v(i)x + φ(i))(ṽ(i)x + φ̃(i))

}
= 0.

Интегрирование по частям, а также применение условий (34), (36), здесь дает

−
∫
γ1

[(σn)ũ]−
∫
γ2

[σn]ũ−
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

xxw̃
(i)+(φ(i)

xx−v(i)x −φ(i))φ̃(i)+(v(i)xx+φ(i)
x )ṽ(i)

}
+

w(1)
x w̃(1) |x=1

x=0+ +φ(1)
x φ̃(1) |x=1

x=0+ +(v(1)x + φ(1))ṽ(1) |x=1
x=0+ +

(45) +w(2)
x w̃(2) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x φ̃(2) |x=0−

x=−1 +(v(2)x + φ(2))ṽ(2) |x=0−
x=−1= 0.

Заметим, что для первого слагаемого соотношения (45) в силу (40) справедливо

−
∫
γ1

[(σn)ũ] = −
∫
γ1

[σnũn]−
∫
γ1

[σsũs]±
∫
γ1

σ+
n ũ

−
n −

∫
γ1

σ+
s ũ

−
s = −

∫
γ1

[σn]ũ
−
n −

∫
γ1

[σs]ũ
−
s .

Учитывая это и равенства ṽ(1) = ũ−
n , w̃(1) = ũ−

s на γ1, ṽ(2) = ũn, w̃(2) = ũs

на γ2, также предполагая, что ṽ(i) = w̃(i) = φ̃(i) = 0 при x = 0, 1,−1, из
равенства (45) получим

−
2∑

i=1

∫
γi

([σs]+w(i)
xx)w̃

(i)−
2∑

i=1

∫
γi

([σn]+v(i)xx+φ(i)
x )ṽ(i)−

2∑
i=1

∫
γi

(φ(i)
xx−v(i)x −φ(i))φ̃(i) = 0.

Отсюда следуют все уравнения (37). Таким образом, из равенства (45) получим
справедливость соотношений (39) и (42). Остальные краевые условия получа-
ются аналогично предыдущей модели. Итак, теорема в одну сторону доказана.
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Достаточность. Докажем теперь, что из (34)–(44) следует (33). Выберем
произвольную функцию для (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1. Из (34), (37) после инте-
грирования и сложения интегралов получим∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+

2∑
i=1

∫
γi

{
w(i)

x (w̄(i)
x −w(i)

x )+φ(i)
x (φ̄(i)

x −φ(i)
x )+(v(i)x +φ(i))(v̄(i)x +φ̄(i)−v(i)x −φ(i))

}
=

= −
∫
Γc

[σν(ū− u)]−
∫
γ1

[σn(ū− u)]±
∫
γ1

σ+
n (ū

−
n − u−)±

∫
γ1

σ+
s (ū

−
s − u−

s )−

−
∫
γ2

[σn(ū− u)] +
2∑

i=1

∫
γi

[σn](v̄
(i) − v(i)) +

2∑
i=1

∫
γi

[σs](w̄
(i) − w(i))+

+w(1)
x (w̄(1)−w(1)) |x=1

x=0+ +φ(1)
x (φ̄(1)−φ(1)) |x=1

x=0+ +(v(1)x +φ(1))(v̄(1)−v(1)) |x=1
x=0+ +

+w(2)
x (w̄(2)−w(2)) |x=0−

x=−1 +φ(2)
x (φ̄(2)−φ(2)) |x=0−

x=−1 +(v(2)x +φ(2))(v̄(2)−v(2)) |x=0−
x=−1 .

Очевидно, что для доказательства справедливости вариационного неравенства
(33) достаточно показать неотрицательность правой части равенства выше.
Действительно, применяя краевые условия (36), (38)–(40), (42) и (44) получим∫

Ωc
γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫
Ωc

γ

f(ū− u)+

+
2∑

i=1

∫
γi

{
w(i)

x (w̄(i)
x −w(i)

x )+φ(i)
x (φ̄(i)

x −φ(i)
x )+(v(i)x +φ(i))(v̄(i)x +φ̄(i)−v(i)x −φ(i))

}
=

= −
∫
γ1

σ+
n [ūn]−

∫
Γc

σν [ūν ]− w(1)
x w̄(1)(0+)−

(46) −(v(1)x + φ(1))v̄(1)(0+) + w(2)
x w̄(2)(0−) + (v(2)x + φ(2))v̄(2)(0−).

Первое и второе слагаемые правой части (46) неотрицательны в силу (36), (40)
и условий: [ūn] > 0 на γ1, [ūν ] > 0 на Γc. Неотрицательность суммы оставшихся
слагаемых правой части (46) получим согласно условиям (42), (43); схема дока-
зательства аналогична доказательству теоремы 2. Таким образом, из (34)–(44)
получаем (33).

Теорема 4 полностью доказана. �

3. Предельный переход к бесконечности.

Целью этого раздела является исследование предельного перехода по па-
раметру жесткости в задаче (1). Введем в модель положительный параметр
λ > 0, который будет характеризовать жесткость тонких включений γ1 и γ2.
Для каждого фиксированного λ существует единственное решение задачи

(u, v(iλ), w(iλ), φ(iλ)) ∈ K1,

∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(ū− uλ)−
∫
Ωc

γ

f(ū− uλ)+
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+λ
2∑

i=1

∫
γi

{
w(iλ)

x (w̄(i)
x − w(iλ)

x ) + φ(iλ)
x (φ̄(i)

x − φ(iλ)
x )

}
+ λ

2∑
i=1

∫
γi

(v(iλ)x + φ(iλ))

(47) (v̄(i)x + φ̄(i) − v(iλ)x −φ(iλ)) > 0 для всех (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) ∈ K1, i = 1, 2,

где множество K1 определено в первом разделе. Как видно, параметр жестко-
сти равен λ для включений γi.

Сначала получим априорные оценки в задаче (47). Подставим пробные функ-
ции вида (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = 2(uλ, v(iλ), w(iλ), φ(iλ)), (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) = (0, 0, 0, 0)
в (47), при α > 0 найдем∫

Ωc
γ

σ(uλ)ε(uλ)−
∫
Ωc

γ

fuλ + λ
2∑

i=1

∫
γi

{
(w(iλ)

x )2 + (φ(iλ)
x )2 + (v(iλ)x + φ(iλ))2

}
±

(48) ±α
2∑

i=1

∫
γi

((v(iλ))2 + (w(iλ))2) = 0.

В силу неравенства Корна (2), непрерывности вложения пространства H1
Γ(Ω

c
γ)

в L2(γi) и условий un = v(i), us = w(i) на γi при малых α имеем неравенство:

1

2

∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(uλ)− α
2∑

i=1

∫
γi

((v(iλ))2 + (w(iλ))2) > 0.

Учитывая последнее неравенство из (48) получаем равномерно по λ оценку:

(49) ∥uλ∥2H1
Γ(Ω

c
γ)

2 6 c5.

Применяя рассуждения, использованные при доказательстве коэрцитивности
функционала из первого раздела, при λ > λ0 будем иметь оценки:

(50)
∥∥∥(v(1λ), w(1λ), φ(1λ))

∥∥∥
H1(γ1)

3
6 c6,

∥∥∥(v(2λ), w(2λ), φ(2λ))
∥∥∥
H1(γ2)

3
6 c7.

Из полученных оценок (49), (50) при λ → ∞ следует, что

(51) uλ → u слабо в H1
Γ(Ω

c
γ)

2,

(52) (v(iλ), w(iλ), φ(iλ)) → (v(i), w(i), φ(i)) слабо в H1(γi)
3.

Также из (48) получим равномерные по λ оценки:

λ

∫
γi

{
(w(iλ)

x )2 + (φ(iλ)
x )2 + (v(iλ)x + φ(iλ))2

}
6 c8.

Из последнего неравенства получим равенства:

(53) w(i)
x = 0, φ(i)

x = 0, v(i)x + φ(i) = 0.

Следовательно, существуют постоянные bi1, bi2, bi3 ∈ R такие, что

w(i)(x1) = bi1, φ(i)(x1) = bi2, v(i)(x1) = −bi2x1 + bi3 на γi.

Это означает, что u|γi = ρi, ρi ∈ R(γi), где R(γi) пространства инфинитези-
мальных жестких перемещений:

R(γi) = {ρi = (ρi1, ρi2)| ρi(x1, x2) = bi(−x2, x1) + (ci1, ci2);
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bi, ci1, ci2 = const, (x1, x2) ∈ γi}.
Введем множество допустимых перемещений для предельной задачи

K3 = {u ∈ H1
Γ(Ω

c
γ)

2 | u|γi ∈ R(γi); [uν ] > 0 на Γc; (ρ1(0+)− ρ2(0−))ν0 > 0}.
На основе (51)–(53) можем перейти к пределу в (47). Для этого возьмем

произвольную тестовую функцию ū ∈ K3. Тогда ū|γi = ρ̄i = (c̄i1, b̄ix1 + c̄i2).
Положим v̄(i) = b̄ix1+ c̄i2, w̄(i) = c̄i1, φ̄(i) = −b̄i. В этом случае (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i))
принадлежит множеству K1. Подставим элемент (ū, v̄(i), w̄(i), φ̄(i)) в неравен-
ство (47). Получим∫

Ωc
γ

σ(uλ)ε(ū)−
∫
Ωc

γ

f(ū− uλ) >
∫
Ωc

γ

σ(uλ)ε(uλ)−

−λ
2∑

i=1

∫
γi

{
w(iλ)

x (w̄(i)
x − w(iλ)

x ) + φ(iλ)
x (φ̄(i)

x − φ(iλ)
x )

}
−

−λ
2∑

i=1

∫
γi

(v(iλ)x + φ(iλ))(v̄(i)x + φ̄(i) − v(iλ)x − φ(iλ)).

Далее, переходя к нижнему пределу в обеих частях последнего неравенства в
силу (51)–(53) при λ → ∞ получим неравенство:

(54) u ∈ K3,

∫
Ωc

γ

σ(u)ε(ū− u) >
∫
Ωc

γ

f(ū− u) ∀ ū ∈ K3.

Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 5. Решения задачи (47) сходятся при λ → ∞ в смысле (51), (52) к
решению задачи (54).

Полученная предельная задача (54) описывает равновесие упругого тела с
трещиной Γc, пересекающей тонкое жесткое включение γ = γ1 ∪ γ2 ∪ {(0, 0)}.
В работе [22] можно найти исследование задачи (54): доказательство суще-
ствования и единственности решения, эквивалентную дифференциальную по-
становку. С другой стороны, обоснование предельного перехода в задаче (47)
обеспечивает доказательство разрешимости задачи (54).

Заключение

В настоящей работе изучена задача о сопряжении тонких упругих включе-
ний, которые помещены в двумерное упругое тело с трещиной. Мы рассмотрели
два случая: случай без отслоения, где включения не имеют отслоения, а также
случай с отслоением, где одно из сопрягающихся включений отслаивается на
одном из берегов.

Получены следующие результаты:
1. Доказаны теоремы существования и единственности решения задачи рав-

новесия для каждого случая.
2. Для каждого случая получены эквивалентные дифференциальные поста-

новки задач, включающие в себя условия сопряжения в точке контакта.
3. Обоснован предельный переход по параметру жесткости упругого вклю-

чения в случае включений без отслоения.
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