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Abstract. Generic-case approach to algorithmic problems studies be-
havior of an algorithm on typical (almost all) inputs and ignores the
rest of inputs. The method of generic ampli�cation was proposed by
A.Myasnikov and A.Rybalov for constructing of generically undecidable
problems. The main ingredient of this method is a technique of cloning,
which unites inputs of the problem together in the large enough sets
of equivalent inputs. Equivalence is understood in the sense that the
problem is solved similarly for them. In this paper we present a generali-
zation of this method. Also we construct a decidable in the classical sense
problem, which is not generically decidable in polynomial time. We use
another methods for this than the generic ampli�cation method, because
generic ampli�cation, highly likely, is not applicable for this.

Keywords: generic ampli�cation, undecidability, hardness.

1. Ââåäåíèå

Ãåíåðè÷åñêèé ïîäõîä [3] � ýòî îäèí èç ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ àëãîðèòìè÷å-
ñêèõ ïðîáëåì äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ. Èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ íà÷àëîñü â 1970-80-õ ãîäàõ, ïîñëå òîãî êàê áûë
âûäåëåí îãðîìíûé ïëàñò òðóäíîðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì � NP-
ïîëíûõ ïðîáëåì, äëÿ êîòîðûõ íå óäàëîñü íàéòè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ,
ðàáîòàþùèõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ âñåõ âõîäîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè
íåìíîãî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè � ðàññìàòðèâàòü íå âñå âõîäû, à
¾ïî÷òè âñå¿ èëè ñëó÷àéíûå âõîäû, òî èíîãäà ìîæíî áûñòðî ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ
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òàêèõ òèïè÷íûõ âõîäîâ. Ýòî èìååò ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, êîãäà àëãîðèòì äîë-
æåí ðåøàòü áûñòðî çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ: åñëè âåðîÿòíîñòü
¾íàòêíóòüñÿ¿ íà ¾ïëîõîé¿ âõîä ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî àëãîðèòì áóäåò áûñò-
ðî ðàáîòàòü ïðàêòè÷åñêè âñåãäà. Â ðàìêàõ ãåíåðè÷åñêîãî ïîäõîäà èçó÷àåòñÿ
ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ íà ìíîæåñòâå ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ (ýòî ìíîæåñòâî íà-
çûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì), èãíîðèðóÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìà íà îñòàëüíûõ âõîäàõ,
íà êîòîðûõ àëãîðèòì ìîæåò ðàáîòàòü ìåäëåííî èëè âîîáùå íå îñòàíàâëèâàòü-
ñÿ. Ïîíÿòèå ¾ïî÷òè âñå¿ ôîðìàëèçóåòñÿ ââåäåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòè
íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ äàííûõ.

Â èññëåäîâàíèÿõ ïî ãåíåðè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé
ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì
ãåíåðè÷åñêèõ (ïîëèíîìèàëüíûõ) àëãîðèòìîâ äëÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåðàçðåøèìûìè èëè òðóäíîðàçðåøèìûìè â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå. Âòîðîå íàïðàâëåíèå êîíöåíòðèðóåòñÿ íà ïîèñêå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-
áëåì, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåðàçðåøèìûìè èëè òðóäíîðàçðåøèìûìè è â ãåíåðè-
÷åñêîì ñìûñëå. Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâà-
íèé.

Ïåðâûå ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû áûëè íàé-
äåíû À. Ã. Ìÿñíèêîâûì è À.Í.Ðûáàëîâûì â [4]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãåíåðè÷å-
ñêîé íåðàçðåøèìîñòè èìè áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî ïðîáëåìå, íåðàçðåøèìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ñòðî-
èòü ïðîáëåìó, êîòîðàÿ áóäåò ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìîé. Äàííûé ìåòîä áûë
óñïåøíî ïðèìåíåí ê ñëåäóþùèì àëãîðèòìè÷åñêèì ïðîáëåìàì: ïðîáëåìà îñòà-
íîâêè äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà [5], ïðîáëåìà ðàâåíñòâà äëÿ ïîëóãðóïï [4], ïðî-
áëåìà ðàçðåøèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé [4, 6], äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåð-
òà [7]. Îäíàêî ôîðìàëèçàöèÿ ìåòîäà, ïðåäëîæåííàÿ â [4], îêàçàëàñü íå ñîâñåì
óäîáíîé: íàïðÿìóþ åå óäàåòñÿ ïðèìåíèòü òîëüêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî îïðå-
äåëåííîé ïîëóãðóïïû ñ ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà, à â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåôîðìàëüíî.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ áîëåå îáùåé ñõåìû ãåíåðè÷åñêîé
àìïëèôèêàöèè, êîòîðàÿ ðàáîòàåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåíåíèå ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåíåðè÷åñêè òðóä-
íîðàçðåøèìûõ ïðîáëåì ñòàëêèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íåîá-
õîäèìîñòüþ êîíòðîëèðîâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòîò
ìíîæåñòâà ¾ïëîõèõ¿ âõîäîâ. Ïîýòîìó òóò óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü ðåçóëüòàòû
îá îòñóòñòâèè ñèëüíî ãåíåðè÷åñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ðå-
øàþò ïðîáëåìó áûñòðî íà ìíîæåñòâå âõîäîâ, îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû êîòîðûõ
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìÿòüñÿ ê 1. Íàïðèìåð, â òàêîì âèäå ãåíåðè÷åñêàÿ
àìïëèôèêàöèÿ ïðèìåíèìà äëÿ àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà [8]. Â äàííîé ðàáî-
òå, ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ, ñòðîèòñÿ ïðèìåð ðàçðåøèìîé â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ãåíåðè÷åñêîãî
àëãîðèòìà.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,
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ãäå In � ìíîæåñòâî âõîäîâ ðàçìåðà n, à Sn = S ∩ In � ìíîæåñòâî âõîäîâ èç S
ðàçìåðà n. Çäåñü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ÷åðåç |A| îáîçíà÷åíî ÷èñëî åãî
ýëåìåíòîâ. Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ S íàçîâåì ïðåäåë (åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(S) = 1 è ïðåíåáðåæèìûì, åñëè
ρ(S) = 0. Íàçîâåì ìíîæåñòâî S ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì, åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ρn(S) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê 0, ò. å. ñóùåñòâóþò êîíñòàí-
òû σ, 0 < σ < 1, è C > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

ρn(S) < Cσn.

Òåïåðü S íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè åãî äîïîëíåíèå I \ S ñèëüíî
ïðåíåáðåæèìî.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I íàçûâàåòñÿ (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèì, åñëè
ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) ↓} (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêîå. Çäåñü A(x) ↓ îçíà÷àåò, ÷òî
àëãîðèòì A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå x. Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò
ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) ↓ ⇒ f(x) = A(x).
Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì p(n) òàêîé, ÷òî

∀x ∈ I A(x) ↓ ⇒ tA(x) < p(size(x)),

ãäå size(x) � ðàçìåð âõîäà x, à tA(x) � âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäå x.
Åùå òàêèå àëãîðèòìû ìû áóäåì åùå íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûìè ãåíåðè÷åñêè-
ìè.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðåøà-
þùèé êîíêðåòíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ, óäîáíåå
ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû ñëåäóþùåãî òèïà [1]. Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì îñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ, íà âõîäàõ èç íåêîòîðîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, à íà ïðåíåáðåæèìîì ìíîæåñòâå îñòàëüíûõ âõîäîâ
âûäàåò ñïåöèàëüíûé îòâåò ¾?¿ � ¾Íå çíàþ¿.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J ∪ {?} (? /∈ J)
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

(1) ∀x ∈ I A(x) ↓,
(2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) =?} (ñèëüíî) ïðåíåáðåæèìî.

Ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I A(x) 6=? ⇒ f(x) = A(x).
Ìíîæåñòâî S ⊆ I è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) (ýô-

ôåêòèâíî) (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìû (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ), åñëè
ñóùåñòâóåò (ýôôåêòèâíî) (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèé (ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì,
âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ S.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýôôåêòèâíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ãå-
íåðè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýôôåêòèâíûé ãåíåðè÷åñêèé
àëãîðèòì ìîæíî ëåãêî ïåðåäåëàòü â ãåíåðè÷åñêèé çàìåíèâ âûäà÷ó îòâåòà ¾?¿
íà áåñêîíå÷íîå çàöèêëèâàíèå. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íåâåðíî � ñì., íàïðè-
ìåð, òåîðåìó 2.22 è ñëåäñòâèå 2.24 â [2]. Îäíàêî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíî-
ñòè âåðíî è îáðàòíîå: èç ïîëèíîìèàëüíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò
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ïîëèíîìèàëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïî-
ëèíîìèàëüíàÿ îöåíêà p(n) íà âðåìÿ ðàáîòû ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå,
êîãäà îí îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî ìîæíî çàâåñòè ñ÷åò÷èê T ÷èñëà øàãîâ, è, â ñëó-
÷àå, åñëè T > p(n), ìîæíî îáðûâàòü âû÷èñëåíèå è âûäàâàòü îòâåò ¾?¿, � â
ýòîì ñëó÷àå ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì óæå íå îñòàíîâèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïî-
ëó÷àåòñÿ ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó
æå ïðîáëåìó.

3. Ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ

Îïèøåì ñíà÷àëà ñõåìó, îáîáùàþùóþ êîíñòðóêöèþ ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôè-
êàöèè, ïðåäëîæåííóþ â [4].

Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âõîäîâ. Êëîíèðîâàíèå ìíîæåñòâà I � ýòî ôóíêöèÿ C :
I → P (I), ãäå P (I) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà I. Áóäåì
íàçûâàòü êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) ýôôåêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò âñþäó
îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ E : I ×N→ I òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ I

C(x) = {E(x, 0), E(x, 1), . . . , }.
Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà E ìîæíî ýôôåêòèâíî ïåðå÷èñëÿòü âñå
ýëåìåíòû êàæäîãî êëîíà C(x). Êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) íàçûâàåòñÿ íåïðå-
íåáðåæèìûì (ñîîòâåòñòâåííî, íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì), åñëè äëÿ ëþáîãî
x ∈ I ìíîæåñòâî C(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñèëüíî
ïðåíåáðåæèìûì).

Ïóñòü S ⊆ I. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî S, åñëè

• ∀x ∈ S C(x) ⊆ S,
• ∀x /∈ S C(x) ⊆ I \ S.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âõîäîâ, S ⊆ I è C : I → P (I) � ýôôåêòèâ-
íîå êëîíèðîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå S. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

(1) Åñëè C íåïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå è ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I)
ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) ðàçðåøèìà.

(2) Åñëè C íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå è ïðîáëåìà ðàñïîçíà-
âàíèÿ (S, I) ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâà-
íèÿ (S, I) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïóíêò 1. Ïóñòü A � ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì, ðàñ-
ïîçíàþùèé S òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî

G(A) = {x ∈ I : A(x) ↓}
ãåíåðè÷åñêîå. Ïîñòðîèì àëãîðèòì B, êîòîðûé áóäåò ðåøàòü ïðîáëåìó ðàñïî-
çíàâàíèÿ S äëÿ âñåõ âõîäîâ. Íà âõîäå x ∈ I àëãîðèòì B ðàáîòàåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

(1) Óñòàíîâèòü i = 0.
(2) Ñäåëàòü iøàãîâ âû÷èñëåíèÿ àëãîðèòìàA íà E(x, 0), E(x, 1), . . ., E(x, i).
(3) Åñëè â ðåçóëüòàòå ýòîãî àëãîðèòì A îñòàíîâèëñÿ íà êàêîì-òî E(x, k),

k ≤ i, è âûäàë îòâåò, îñòàíîâèòüñÿ è âûäàòü ýòîò îòâåò.
(4) Èíà÷å, ïîëîæèòü i = i+ 1 è âåðíóòüñÿ íà øàã 2.

Òàê êàê C(x) íåïðåíåáðåæèìî, òî C(x) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæå-
ñòâîì G(A). Ïîýòîìó, ïàðàëëåëüíî çàïóñêàÿ àëãîðèòì A íà ýëåìåíòàõ E(x, 0),
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E(x, 1), . . ., ìû íàéäåì ýôôåêòèâíî çàâèñÿùåå îò x, ÷èñëî ix òàêîå, ÷òî x′ =
E(x, ix) ∈ G(A). Î÷åâèäíî, x ∈ S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x′ ∈ S è òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A âûäàåò îòâåò ÄÀ äëÿ x′. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ýôôåêòèâ-
íî ðåøàòü, âûïîëíåíî ëè x ∈ S, è ïóíêò 1 äîêàçàí. Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2
àíàëîãè÷íî. �

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ãåíåðè÷åñêîé
íåðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âõîäîâ, S ⊆ I è C : I → P (I) � ýôôåêòèâ-
íîå êëîíèðîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå S. Òîãäà åñëè ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I)
íåðàçðåøèìà, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

(1) Åñëè C � íåïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ
(S, I) íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

(2) Åñëè C � íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïî-
çíàâàíèÿ (S, I) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ìåòîäà ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè, ïðåäëî-
æåííîãî â [4]. Íàçîâåì êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) ðàçäåëÿþùèì, åñëè

∀x, y ∈ I (x 6= y)⇒ C(x) ∩ C(y) = ∅.

Äëÿ ìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì êëîí C(S) êàê îáúåäèíåíèå âñåõ êëîíîâ ýëå-
ìåíòîâ èç S:

C(S) =
⋃
x∈S

C(x).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî S ⊆ I ðàçäåëÿþùåå êëîíèðîâàíèå C : I → P (I)
ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî C(S). Ïîýòîìó, íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû
2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èç [4].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âõîäîâ, S ⊆ I è C : I → P (I) � ýôôåê-
òèâíîå ðàçäåëÿþùåå êëîíèðîâàíèå. Òîãäà åñëè ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I)
íåðàçðåøèìà, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

(1) Åñëè C � íåïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ
(C(S), I) íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

(2) Åñëè C � íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïî-
çíàâàíèÿ (C(S), I) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Îòìåòèì, ÷òî â êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ êëîíèðîâàíèå ðåäêî ïîëó÷àåòñÿ ðàç-
äåëÿþùèì. Íàïðèìåð, â äîêàçàòåëüñòâàõ ãåíåðè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðî-
áëåìû îñòàíîâêè äëÿ íîðìàëèçîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà [5] è òåîðèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà äëÿ íîðìàëèçîâàííûõ ôîðìóë [6] êëîíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå êëîíèðîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ðàññìàòðèâàå-
ìûå ìíîæåñòâà, à ïîòîìó, ïî òåîðåìå 2, ýòè ïðîáëåìû íå ÿâëÿþòñÿ ãåíåðè÷åñêè
ðàçðåøèìûìè.

4. Ãåíåðè÷åñêè òðóäíîðàçðåøèìûå ïðîáëåìû

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàøèíû Òüþðèíãà, êîòîðûå ðàñïîçíàþò ïîäìíîæå-
ñòâà äâîè÷íûõ ñòðîê {0, 1}∗. Òàêèå ìàøèíû èìåþò äâà çàâåðøàþùèõ ñîñòîÿ-
íèÿ qa � äîïóñêàþùåå ñîñòîÿíèå è qr � îòâåðãàþùåå ñîñòîÿíèå. Çàêàí÷èâàòü
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ðàáîòó îíè ìîãóò òîëüêî â îäíîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ìà-
øèíû ìîãóò âûäàâàòü òîëüêî îòâåòû ÄÀ èëè ÍÅÒ. Ïîä ðàçìåðîì ñòðîêè w
ïîíèìàåòñÿ åå äëèíà |w|, ïîýòîìó ÷èñëî âõîäîâ ðàçìåðà n åñòü 2n.

Ïîä ýôôåêòèâíîé íóìåðàöèåé âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàøèí Òüþðèíãà áó-
äåì ïîäðàçóìåâàòü ýôôåêòèâíóþ íóìåðàöèþ âñåõ ïàð {(Mi, pk(n))}i∈N,k∈N, ãäå
Mi � ìàøèíà Òüþðèíãà ñ íîìåðîì i, à pk(n) = nk + k. Òàêàÿ ïàðà íà âõîäå x
ìîäåëèðóåò ðàáîòó íåêîòîðîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(Mi, pk(n))(x) =

{
Mi(x), åñëè Mi(x) ↓ çà ≤ pk(|x|) øàãîâ,
ÍÅÒ, èíà÷å.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà âñòðåòèòñÿ â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ãåíåðè÷å-
ñêè ðàçðåøèìûì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ìà-
øèí Òüþðèíãà P1, P2, P3, . . .. Îáðàçóåì èç íèõ ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Mi, i = 1, 2, 3, . . .} = {P1, P1, P2, P1, P2, P3, P1, P2, P3, P4, P1, P2, . . .}.
Â íåé êàæäûé ðàç, ïîñëå òîãî, êàê áûëè âûïèñàíû ìàøèíû P1, . . . , Pk, âûïèñû-
âàþòñÿ ìàøèíû P1, . . . , Pk+1. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà
Pi âûïèñûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.

Ïîñòðîåíèå íóæíîãî ìíîæåñòâà S áóäåò ïðîõîäèòü ïî øàãàì. Ñòàðòóÿ ñ
ìíîæåñòâà âñåõ äâîè÷íûõ ñòðîê {0, 1}∗ íà íóëåâîì øàãå, ìû áóäåì íà øàãå
i âû÷åðêèâàòü èëè îñòàâëÿòü íåêîòîðûå ÷èñëà â çàâñèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ
ìàøèíû Mi. Îïèøåì ïîäðîáíî øàã i > 0. Çàïóñêàåì ìàøèíó Mi íà êàæäîì
âõîäå ðàçìåðà i è ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî îòâåòîâ ÄÀ è êîëè÷åñòâî îòâåòîâ ÍÅÒ.
Åñëè îòâåòîâ ÄÀ ïîëó÷èëîñü áîëüøå ïîëîâèíû, òî âû÷åðêèâàåì âñå âõîäû
ðàçìåðà i, èíà÷å âñå èõ îñòàâëÿåì. Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â ýòîì ïðîöåññå è
åñòü èñêîìîå ìíîæåñòâî S.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàøèíû M ìíî-
æåñòâî âõîäîâ, íà êîòîðûõ M äàåò íåïðàâèëüíûé îòâåò, èìååò âèä

E(M) =

∞⋃
i=1

Ai,

ãäå

Ai = {w ∈ {0, 1}∗ : |w| = mi},mi > mi−1,

ïðè÷åì |Ai| ≥ 2mi/2 äëÿ ëþáîãî i. Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

ρn(E(M)) =
|E(M)n|

2n
, n = 1, 2, 3, . . . ,

òî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ρn(E(M)) ≥ 1
2 äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà çíà÷åíèé

n. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî E(M) íåïðåíåáðåæèìî.
Òåïåðü, äîïóñòèì ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A,

ðàñïîçíàþùèé ìíîæåñòâî S. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A
� ïîëèíîìèàëüíûé ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì. Ïî íåìó ëåãêî ïîëó-
÷èòü ïîëèíîìèàëüíóþ ìàøèíó M , êîòîðàÿ íà ëþáîì âõîäå x ðàáîòàåò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:



ÃÅÍÅÐÈ×ÅÑÊÈ ÍÅÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ È ÒÐÓÄÍÎÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ 7

(1) Âû÷èñëÿåò A(x).
(2) Åñëè A(x) = 1, âûäàåò 1.
(3) Åñëè A(x) = 0, âûäàåò 0.
(4) Åñëè A(x) =?, âûäàåò 0.

Î÷åâèäíî, ÷òîM , ðàñïîçíàâàÿ ýëåìåíòû S, îøèáàåòñÿ íà ïðåíåáðåæèìîì ìíî-
æåñòâå. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà S.

Ðåêóðñèâíîñòü ìíîæåñòâà S ñëåäóåò èç àëãîðèòìè÷åñêîé ïðèðîäû ïðîöåäó-
ðû åãî ïîñòðîåíèÿ. �
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