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Ïðåäñòàâëåíî Â.È. Âàõòåëåì

Abstract: We study properties of the CUSUM procedure in a
change point problem. This procedure proposes an algorithm for
the fastest detecting change in the distribution of observations. We
obtain estimates in the form of inequalities for the average delay
time in reacting to a change in distribution and for the average
time to a false alarm.

Keywords: random walk with delay at origin, CUSUM procedure,
change point problem, probabilistic inequalities.

1 Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðåäâàðèòåëüíûå
ñâåäåíèÿ

ÏóñòüX,X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå,

Sn =
n∑

k=1

Xk, n ≥ 1, S0 = 0. (1)
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Ïóñòü òàêæå

Wn+1 = max{0, Wn +Xn+1}, n ≥ 0, W0 = 0. (2)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6, �72, ëåììà 1]), ÷òî ýòèì ñîîòíîøåíèÿì
óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Wn = Sn − γn, ãäå

γn = min{0, S1, S2, . . . , Sn}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà b > 0 ââåä¼ì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó T , ðàâíóþ
ìîìåíòó ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Wn, n ≥ 1} óðîâ-
íÿ b:

T = T (b) = inf{n ≥ 1 : Wn ≥ b}. (3)

Ïîëàãàåì T = ∞, åñëè Wn < b ïðè âñåõ n.
Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè äâóñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ET .
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (2) âîçíèêàåò â ðÿäå ïðèëî-

æåíèé. Ñðåäè íèõ âûäåëèì êëàññè÷åñêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä ñêî-
ðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè, èçâåñòíûé êàê ïðîöåäóðà êóìóëÿòèâ-
íûõ ñóìì (CUSUM procedure). Îñòàíîâèìñÿ íà íåì áîëåå ïîäðîáíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî îäíî çà äðóãèì ïðîèçâîäÿòñÿ íåçà-

âèñèìûå íàáëþäåíèÿ Y1, Y2, . . ., ïðè÷åì äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè
m îíè èìåþò îáùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F1, à ñ ìîìåíòà m ðàñïðå-
äåëåíèå íàáëþäåíèé ìåíÿåòñÿ íà F2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè
F1 è F2 èçâåñòíû. Ìîìåíòm ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîìåíòîì ðàçëàäêè, è îí
íåèçâåñòåí. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáëþ-
äåíèÿì ìàêñèìàëüíî áûñòðî îáíàðóæèòü íàëè÷èå ðàçëàäêè, åñëè îíà
ïðîèçîøëà. Äëÿ ýòèõ öåëåé ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ñëó÷àéíîå áëóæ-
äàíèå {Sn, n ≥ 1}, â êîòîðîì ïîëàãàåòñÿ

Sn = X1 + . . .+Xn, Xi = log
f2(Yi)

f1(Yi)
. (4)

Çäåñü f1 è f2 � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé F1 è F2 ñîîòâåòñòâåííî îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìåðû µ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F1 è F2 àáñîëþòíî
íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ýòî îáåñïå÷èâàåò, â ÷àñòíîñòè,
êîíå÷íîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . ..
Äî ðàçëàäêè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå èìååò îòðèöàòåëüíûé ñíîñ, ýòî

ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

EXn =

∫
log

f2
f1
f1dµ =

∫
log

(
1 +

f2
f1

− 1

)
f1dµ <

∫ (
f2
f1

− 1

)
f1dµ = 0.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñíîñ áëóæäàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ðàçëàäêè.
Äàííûé ýôôåêò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè. E. Page [1]

ïðåäëîæèë àëãîðèòì, êîòîðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå ïðîöåäóðû êóìóëÿòèâ-
íûõ ñóìì. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðåøåíèå î òîì, ÷òî ðàçëàäêà èìåëà
ìåñòî, ïðèíèìàåòñÿ â òîò ìîìåíò âðåìåíè T , êîãäà òðàåêòîðèÿ ââåäåííî-
ãî â (4) ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {Sn} ïîñëå äîñòèæåíèÿ ñâîåãî ìèíèìóìà
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ïðîäâèíåòñÿ ââåðõ íà çíà÷èòåëüíóþ âåëè÷èíó. Áîëåå òî÷íî,

T = T (b) = min{n ≥ 1 : Sn − min
0≤k≤n

Sk ≥ b}

ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ÷èñëà b > 0. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå òðàåêòîðèè
âíèç íàñ íå äîëæíî áåñïîêîèòü, òî êàæäûé ðàç íà n-ì øàãå Sn ñðàâ-
íèâàåòñÿ ñ óæå äîñòèãíóòûì ìèíèìóìîì òðàåêòîðèè. Ýòî ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî êàæäûé ðàç ïðè äîñòèæåíèè ìèíèìóìà òðàåêòîðèè íà÷àëî êî-
îðäèíàò ïåðåìåùàåòñÿ â ýòó óæå äîñòèãíóòóþ òî÷êó ìèíèìóìà, è îòíî-
ñèòåëüíî íåå îòñëåæèâàåòñÿ äâèæåíèå ââåðõ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå,
ìîìåíò T ìîæíî çàäàâàòü â ýêâèâàëåíòíîé ïîñòàíîâêå (2)�(3). ×èñëî b
ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì, ÷òîáû â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ðàçëàäêè âåëè÷è-
íà ET (ñðåäíåå âðåìÿ äî îáúÿâëåíèÿ ëîæíîé òðåâîãè) áûëà äîñòàòî÷íî
áîëüøîé, à ïðè íàëè÷èè ðàçëàäêè ñðåäíåå âðåìÿ çàäåðæêè ñ îáúÿâëåíè-
åì òðåâîãè (ïî ïîâîäó âîçíèêøåé ðàçëàäêè) äîëæíî áûòü ìàëûì. Ïîëåç-
íî òàêæå ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî àëãîðèòìà. Òåì
ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷àòü õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ b òðàåêòîðèÿìè ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ ñ çàäåðæêîé â íóëå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â öåëîì ìåòîäû ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàç-

ëàäêè àíàëèçèðîâàëèñü â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò, îòìåòèì ñðåäè íèõ
ñòàòüè [2]�[4], ìîíîãðàôèè [5], [6], ñì. òàêæå öèòèðîâàííóþ ëèòåðàòóðó
â ýòèõ ìîíîãðàôèÿõ.
Äàëåå âåçäå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå îáùåãî âèäà, ââå-

äåííîå â (1).
Èçâåñòíî, ÷òî íàõîæäåíèå ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ðàç-

íîãî ñîðòà ãðàíè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé äîñòóï-
íî òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê
èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ T è ET . Ïî ýòîé ïðè÷èíå àêöåíò â èññëåäîâà-
íèÿõ îáû÷íî ïåðåìåùàåòñÿ íà ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ôîðìóë,
è, â ÷àñòíîñòè, íà èçó÷åíèå àñèìïòîòèêè èçó÷àåìûõ âåëè÷èí â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç âîçìîæåí. Â [7] ïðèâåäåíû àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ET ïðè b → ∞, ñïðàâåäëèâûå ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèÿ Êðàì�åðà íà ðàñïðåäåëåíèå X. Ðÿä àñèìïòîòè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ ET ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåäóðû êóìóëÿòèâíûõ ñóìì â
çàäà÷å î ðàçëàäêå ïîëó÷åí â [8]. Âåñüìà äåòàëüíûé àíàëèç àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ýòîé ïðîöåäóðû ñîäåðæèò ìîíîãðàôèÿ [6]. ßñíî, ÷òî ëþ-
áûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íåèçáåæíî ñîäåðæàò îñòàòî÷íûå ÷ëå-
íû. Îáû÷íî óêàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê óáûâàíèÿ ýòèõ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ,
îäíàêî îöåíêà èõ ðåàëüíîé âåëè÷èíû òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ðàññìîò-
ðåíèé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííûì äîïîëíåíèåì ê èìåþùèìñÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêèì ðåçóëüòàòàì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå íåðàâåíñòâ äëÿ ET â ñàìîì îá-
ùåì ñëó÷àå ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà EX. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû ïîçâîëÿò õàðàêòåðèçîâàòü ñâîéñòâà ïðîöåäóðû êóìóëÿòèâíûõ ñóìì
â çàäà÷å î ðàçëàäêå.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î íåðàâåíñòâàõ äëÿET ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 1,
4, 5 è 7. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2, 3 è 6 âçÿòû èç [9] è [10], èõ ôîðìóëèðîâêè
ïðèâîäÿòñÿ çäåñü äëÿ îáëåã÷åíèÿ ÷òåíèÿ.
Äëÿ ââåäåííîé â (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Sn} ïî-

ëîæèì

N = N(b) = inf{n ≥ 1 : Sn /∈ [0, b)}.
Èçâåñòíî (ñì. [1, ôîðìóëà (9)]), ÷òî

ET =
EN

P(SN ≥ b)
. (5)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíèâàíèÿ ET îòäåëüíî íóæíî ïîëó÷èòü íåðà-
âåíñòâà äëÿ EN è P(SN ≥ b).
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèåì. Åñëè òðàåêòîðèÿ

áëóæäàíèÿ âïåðâûå âûõîäèò èç ïîëîñû ñêà÷êîì, ïðåâûøàþùèì ïî ðàç-
ìåðó øèðèíó ïîëîñû, òî óæå íå âàæíî, íàñêîëüêî âåëèêî ýòî ïðåâû-
øåíèå. Ïðèâåäåííàÿ íèæå ëåììà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé ýòîãî ñîîá-
ðàæåíèÿ: îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà ET íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìå-
ñòî {Sn} ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ïîñòðîåííîå ïî ñðåçêàì
S′
n = X ′

1 + · · ·+X ′
n, ãäå

X ′
i = XiI{−c1<Xi<c2} − c1I{Xi≤−c1} + c2I{Xi≥c2}

ïðè ïðîèçâîëüíûõ ci ≥ b, i = 1, 2. Â äàëüíåéøåì çíà÷åíèÿ ýòèõ êîí-
ñòàíò áóäóò âûáèðàòüñÿ òàêèìè, ÷òîáû ïðè ïåðåõîäå îò {Sn} ê {S′

n} íå
ìåíÿëñÿ çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñêà÷êîâ áëóæäàíèÿ.
Ïîëîæèì

S′
0 = 0, N ′ = inf{n ≥ 1 : S′

n /∈ [0, b)},

T ′ = T ′(b) = min{n ≥ 1 : S′
n − min

0≤k≤n
S′
k ≥ b}.

Ëåììà 1. (ñì. òàêæå ëåììó 1 â [10]). Ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà N = N ′,
à òàêæå P(SN ≥ b) = P(S′

N ′ ≥ b).

Ðàçóìååòñÿ, ñîâïàäàþò òàêæå âåðîÿòíîñòè

P(SN < 0) = 1−P(SN ≥ b) = 1−P(S′
N ′ ≥ b) = P(S′

N ′ < 0).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äî ìîìåíòà N ðàçìåðû ñêà÷êîâ ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ {Sn} íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû èíòåðâàëà [0, b), çíà÷èò òðà-
åêòîðèè {Sn} è {S′

n} ñîâïàäàþò äî ìîìåíòà N . Ïóñòü N = m è Sm ≥ b.
Òîãäà, î÷åâèäíî, Xm > 0. Åñëè ïðè ýòîì Xm < c2, òî X ′

m = Xm, çíà÷èò
Sm = S′

m ≥ b è N ′ = N . Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî Sm ≥ b è Xm ≥ c2, òî
è S′

m ≥ b, òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå N ′ = N . Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
N = m è Sm < 0. Åñëè îêàçàëîñü ïðè ýòîì, ÷òî Xm > −c1, òî â ýòîì ñëó-
÷àå îïÿòü X ′

m = Xm è òðàåêòîðèè {S′
n} è {Sn} ñîâïàäàþò äî ìîìåíòà N

âêëþ÷èòåëüíî. Åñëè æå Xm ≤ −c1, òî, î÷åâèäíî, S′
m < 0 è N ′ = m = N .

Ëåììà äîêàçàíà.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ET íàðÿäó ñ ôîðìóëîé (5) ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

ET =
EN

P(SN ≥ b)
=

EN ′

P(S′
N ′ ≥ b)

è äàëåå ðàáîòàòü ñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì, ïîñòðîåííûì ïî ââåäåííûì
â ëåììå 1 ñðåçêàì ïðè ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèÿõ c1 è c2.
×òîáû èçáåæàòü äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé, âåçäå â äàëüíåéøåì

áóäåì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óæå ïðîèçîøåë ïåðåõîä ê ñðåçêàì è äëÿ
ââåäåííîãî â (1) ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {Sn} âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, P(Xi ∈ [−c1, c2]) = 1. (6)

Çäåñü cj ≥ b, j = 1, 2, è çàìåòèì òàêæå, ÷òî áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ
cj íå èñêëþ÷àþòñÿ.

2 Äâóñòîðîííèå îöåíêè äëÿ ET ïðè ïîëîæèòåëüíîì
ñíîñå

Âåëè÷èíà çàäåðæêè ñ ðåàãèðîâàíèåì íà íàëè÷èå ðàçëàäêè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ òîé ÷àñòüþ òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðîé ìîìåíò ðàçëàäêè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàðòîâîé òî÷êîé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ðàç-
ëàäêè ñêà÷êè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ èìåþò ïîëîæèòåëüíîå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì èñêàòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ ET ,
ïðåäïîëàãàÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà, ÷òî EX > 0. ×åì ìåíüøå çàäåðæêà, òåì
ëó÷øå.
Íèæå ïðèâåäåíû íåñêîëüêî âåðñèé òàêèõ îöåíîê. Ïðîñòåéøàÿ èç íèõ

âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì

η+ = min{n ≥ 1 : Sn ≥ b}, χ+ = Sη+ − b.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a = EX > 0, òîãäà

ET ≤ b

a
+

Eχ+

a
. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òîWn ≥ Sn ïðè êàæäîì n ≥ 1, èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî T ≤ η+, è â ñèëó òîæäåñòâà Âàëüäà

aET ≤ aEη+ = ESη+ = b+Eχ+.

Äëÿ îöåíêè Eχ+ äàëåå ìîæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ëîðäåíà [11]

Eχ+ ≤ E(X+)2

a
.

Îöåíêà (7) ïðîñòà, îäíàêî åå òî÷íîñòü íå âñåãäà óäîâëåòâîðèòåëüíà.
Ïîÿñíèì, ÷òî èìååòñÿ â âèäó.
Èçâåñòíî, ÷òî â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ ãðàíèöàìè äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé

îñîáóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ó÷åò âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò ïåðåñêîêîâ
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÷åðåç ãðàíèöû. Äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {Sn} èõ äâà: ïåðåñêîê ÷åðåç
âåðõíþþ ãðàíèöó è ÷åðåç íèæíþþ. Çàäà÷è ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ, åñ-
ëè ïåðåñêîêè îòñóòñòâóþò èëè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ïðåíåáðåæåíèå ýôôåêòîì ïåðåñêîêà îáû÷íî âåäåò ê ïîòåðå òî÷íîñòè â
òåõ èëè èíûõ çàäà÷àõ.
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñíîñà áëóæäàíèÿ òðàåêòîðèÿ {Sn} áûñòðî

óõîäèò ââåðõ, ðàñõîæäåíèå ìåæäó T è η+ íåâåëèêî è îöåíêà (7) ÿâëÿåò-
ñÿ ïîýòîìó äîñòàòî÷íî òî÷íîé â ýòîì ñëó÷àå. Â òî æå âðåìÿ ñîîòíîøåíèå
(5) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå ET çàâèñèò îò îáîèõ ïåðåñêîêîâ ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ {Sn} ïðè âûõîäå èç èíòåðâàëà [0, b). Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè
(7) íå ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ìíîãîêðàòíûå óõîäû òðàåêòîðèè {Sn}
âíèç ïîñëå äîñòèæåíèÿ ñâîåãî ìèíèìóìà, à ïåðåñêîê òðàåêòîðèè {Wn}
÷åðåç óðîâåíü b ìàæîðèðóåòñÿ ïåðåñêîêîì {Sn} â îäíîãðàíè÷íîé çàäà-
÷å, êîòîðûé èíòåãðèðóåòñÿ ïî âñåì âîîáùå òðàåêòîðèÿì, à íå òîëüêî ïî
òåì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âûõîäó èç ïîëîñû ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó.
Åñëè æå çíà÷åíèå ñíîñà áëóæäàíèÿ íåâåëèêî, òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî
ýôôåêò âîçìîæíîãî âûõîäà òðàåêòîðèè {Sn} ÷åðåç íèæíþþ ãðàíèöó
òàêæå èìååò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâëå-
íèå â äàííîé ðàáîòå ïîñëåäóþùèõ òåîðåì 4�5 ïðîäèêòîâàíî æåëàíèåì
ó÷åñòü âëèÿíèå îáîèõ ïåðåñêîêîâ.
Â ñèëó ôîðìóëû (5) äëÿ îöåíèâàíèÿ ET ñâåðõó äîñòàòî÷íî îöåíèòü

ñíèçó P(SN ≥ b) è îöåíèòü ñâåðõó EN .
Íà÷íåì ñ P(SN ≥ b). Íàì áóäåò óäîáíî ïåðåéòè ê äîïîëíèòåëüíîé

âåðîÿòíîñòè
P(SN < 0) = 1−P(SN ≥ b),

êîòîðóþ áóäåì îöåíèâàòü ñâåðõó. Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì áóäóò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûå èç [9] îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ àíàëîãè÷íîé
âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷åííûå äëÿ áëóæäàíèé ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

X̃ = −X, X̃i = −Xi, i ≥ 1, S̃n = −Sn.

Òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ EX̃i = −EXi < 0, è ïóñòü, êàê è ðàíåå,

Ñ = inf{n ≥ 1 : S̃n /∈ (−b, 0]}.

ßñíî, ÷òî N = Ñ è P(SN < 0) = P(S̃
Ñ
> 0). Îáîçíà÷èì

S̃ = sup
n≥0

S̃n = − inf
n≥0

Sn, P(S̃ > x) = P( inf
n≥0

Sn < −x) = Q(x), x ≥ 0.

Çäåñü p := Q(0) = 1−P(infn≥0 Sn = 0) < 1.
Â [9, òåîðåìû 1, 2] ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíî-

ñòè âûõîäà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì èç èíòåð-
âàëà (−a, b) ÷åðåç åãî âåðõíþþ ãðàíèöó, ãäå a > 0, b > 0. Àíàëèçè-
ðóÿ äîêàçàòåëüñòâà, íåòðóäíî îáíàðóæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ýòèõ òåîðåì
îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè âìåñòî èíòåðâàëà (−a, b) ðàññìàòðèâàòü
(−b, 0], b > 0, è èñïîëüçîâàòü çíàê ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà â îïðåäåëåíèè
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ôóíêöèè Q(x). Ïîäïðàâëåííûå òàêèì îáðàçîì òåîðåìû 1 è 2 èç [9] äàþò
â íàøåì ñëó÷àå ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òàê êàê EX̃ < 0, òî

P(S̃
Ñ
> 0) ≥ p−Q(b)

1−Q(b)
.

Åñëè ïðè c2 = ∞ äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû E(X+)2 < ∞ è
ôóíêöèÿ Q(x) ÿâëÿëàñü âûïóêëîé âíèç ïðè x > 0, òî

P(S̃
Ñ
> 0) ≤ p−Q(b+ d)

1−Q(b+ d)
, d :=

E(X+)2

EX
,

ãäå X+ = max{X, 0}.
Ïåðåôîðìóëèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {Sn}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (6) ïðè íåêîòîðûõ c1 ≥ b, c2 ≥ b,
è EX > 0. Òîãäà

P(SN ≥ b) = 1−P(S̃
Ñ
> 0) ≤ β(b) :=

1− p

1−Q(b)
. (8)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî E(X+)2 < ∞ è ôóíêöèÿ Q(x) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
âíèç ïðè x > 0, òî

P(SN ≥ b) ≥ α(b) :=
1− p

1−Q(b+ d)
. (9)

Èòàê, îöåíêè äëÿ P(SN ≥ b), ïîëó÷åííûå â (8) è (9), âûðàæàþòñÿ
â òåðìèíàõ ôóíêöèè Q(x) = P(supn≥0(−Sn) > x). Êàê èçâåñòíî, ÿâ-
íûå ôîðìóëû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà òðàåêòîðèè äîñòóïíû äà-
ëåêî íå âñåãäà. Â òî æå âðåìÿ, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ïðè c1 = ∞ ëåâûé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàì�åðà, òî ôóíêöèÿ Q(x) îêàçûâàåòñÿ çàæàòîé
ìåæäó äâóìÿ ýêñïîíåíòàìè èçâåñòíîãî âèäà. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì
ψ(λ) := Eeλ(−X) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ψ(λ+) <∞ äëÿ íåêîòîðîãî λ+ > 0, ψ(λ+) ≥ 1. (10)

Ôóíêöèÿ ψ âûïóêëà âíèç, ψ′(0) < 0 è ψ(µ) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî µ > 0.
Î÷åâèäíî, óñëîâèå (10) òàêæå âûïîëíåíî, åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2
èìååò ìåñòî c1 <∞. Ïîëîæèì

s−1 = sup
0<t<c

E(e−µ(X+t)|X < −t),

ãäå c = inf{t > 0 : P(−X ≤ t) = 1}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî s ≤ 1. Òîãäà
(ñì. [13, òåîðåìà 15.3.5])

se−µx ≤ Q(x) ≤ e−µx, x > 0. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàìåíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Q â ôîðìó-
ëàõ (8)�(9) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè èç (11), ïî-
ëó÷èâ ïðè ýòîì áîëåå íàãëÿäíûå, íî íåñêîëüêî ìåíåå òî÷íûå îöåíêè



994 Â.È. ËÎÒÎÂ, À.Ñ. ÒÀÐÀÑÅÍÊÎ

äëÿ P(SN ≥ b). Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè Q â òåîðå-
ìå 2 óæå íå ïîòðåáóåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå (9) îñíîâàíî íà
òåîðåìå 2 èç [9], äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî ïåðåïèñàòü, çàìåíèâ â
ôîðìóëàõ (2) è (3) ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Q íà ïðåäëî-
æåííûå ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè (11). Ýêñïîíåíòû óæå îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè âûïóêëîñòè è äîïóñêàþò äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà
Éåíñåíà, ÷òî è ïðîèñõîäèëî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 â [9].
Òåì ñàìûì ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (6) è äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî
óñëîâèå (10) ïðè c1 = ∞, ëèáî óñëîâèå c1 < ∞. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî E(X+)2 <∞ è EX > 0. Òîãäà

α(b) ≥ 1− p

1− se−µ(b+d)
, β(b) ≤ 1− p

1− e−µb
, d =

E(X+)2

EX
. (12)

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíèâàíèåì ñâåðõó âåëè÷èíû EN . Ïóñòü τ � âåëè-
÷èíà ïåðåñêîêà òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ {Sn} ÷åðåç ãðàíèöó
ïîëîñû, òî åñòü

τ =

 SN , åñëè SN < 0,

SN − b, åñëè SN ≥ b.

Îáîçíà÷èì a = EX è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì Âàëüäà:

ESN = aEN = E (τ ; SN < 0) +E (b+ τ ; SN ≥ b)

= −E (|τ |; SN < 0) + bP(SN ≥ b) +E (τ ; SN ≥ b),

òî åñòü

aET =
aEN

P(SN ≥ b)
= b+

E (τ ; SN ≥ b)

P(SN ≥ b)
− E (|τ |; SN < 0)

P(SN ≥ b)
. (13)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñâåðõó E (τ ; SN ≥ b), âîñïîëüçóåìñÿ ââåäåí-
íûìè âûøå îáîçíà÷åíèÿìè

η+ = min{n ≥ 1 : Sn ≥ b}, χ+ = Sη+ − b,

è çàïèøåì

E (τ ; SN ≥ b) = E (χ+; SN ≥ b) = Eχ+I{SN≥b}.

Äàëåå ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà: ïðè ëþáîì δ > 0

E (τ ; SN ≥ b) ≤
(
Eχ1+δ

+

)1/(1+δ)(
P(SN ≥ b)

)δ/(1+δ)
.

Âûáîðîì ìàëîãî ÷èñëà δ ìîæíî ïðèáëèçèòü ê åäèíèöå ïîêàçàòåëü ñòåïå-

íè ó χ+, à òàêæå ïðèáëèçèòü ê åäèíèöå ìíîæèòåëü
(
P(SN ≥ b)

)δ/(1+δ)
.

Äëÿ îöåíêè Eχ1+δ
+ ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ëîðäåíà [11], êîòîðîå â íàøåì

ñëó÷àå óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå. Åñëè E(X+)2+δ < ∞, òî ðàâíîìåðíî ïî
b > 0

Eχ1+δ
+ ≤ l :=

3 + δ

2 + δ
· E(X+)2+δ

EX
.
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Òàêèì îáðàçîì,

E (τ ; SN ≥ b)

P(SN ≥ b)
≤

(
l

P(SN ≥ b)

)1/(1+δ)

. (14)

Íóæíûå íàì îöåíêè ñíèçó äëÿ P(SN ≥ b) ñîäåðæàòñÿ â (9) è (12) ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè c2 < ∞ â óñëîâèè (6), òî ïåðåñêîê ÷åðåç âåðõíþþ

ãðàíèöó îãðàíè÷åí ÷èñëîì c2, ÷òî äàåò ïðîñòóþ, íî ìåíåå òî÷íóþ îöåíêó

E (τ ; SN ≥ b)

P(SN ≥ b)
≤ c2. (15)

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (13) äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü
îöåíêó ñíèçó äëÿ E (|τ |; SN < 0) è âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå ïîëó÷åííûìè â
(8) è (12) îöåíêàìè ñâåðõó äëÿ P(SN ≥ b).
Äëÿ îöåíèâàíèÿ ñíèçó E (|τ |; SN < 0), êàê è â [9], ââåäåì ñîáûòèÿ

A1 = {X1 < 0}, A2 = {0 ≤ X1 < b, X1 +X2 < 0}, . . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

{SN < 0} =
∞⋃
i=1

Ai.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ n ≥ 1,

E
(
|τ |;SN < 0

)
=

∞∑
i=1

E
(
|τ |;Ai

)
≥ m(n) :=

n∑
i=1

E
(
|τ |;Ai

)
. (16)

Â ÷àñòíîñòè,

m(1) =

∫
(−∞,0)

|y|P(X1 ∈ dy),

m(2) = m(1) +

∫
[0,b)

∫
(−∞,0)

|y|P(z +X2 ∈ dy)P(X1 ∈ dz),

è òàê äàëåå. ×åì áîëüøå ÷èñëî n, òåì òî÷íåå áóäåò îöåíêà ñíèçó (16).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (16) íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ

äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè (14) è (16) â ïðåäñòàâëåíèè (13), äëÿ

ëþáîãî n ≥ 1 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäâàðèòåëüíîìó íåðàâåíñòâó:
åñëè E(X+)2+δ <∞, òî

aET ≤ b+

(
l

P(SN ≥ b)

)1/(1+δ)

− m(n)

P(SN ≥ b)
. (17)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8) è (9), ïîëó÷àåì èç (17) îöåíêó ñâåðõó äëÿ
ET . Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (6),
a = EX > 0 è E(X+)2+δ < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 èìååò ìåñòî
îöåíêà

aET ≤ b+

(
l

α(b)

)1/(1+δ)

− m(n)

β(b)
. (18)

Âåëè÷èíû α(b) è β(b) îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî â (8) è (9), çíà÷åíèÿ
m(n) îïðåäåëåíû â (16). Íåðàâåíñòâî (18) ñîõðàíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü
α(b) è β(b) èõ îöåíêàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
òåîðåìû 3.

Çàìå÷àíèå 1. Â îöåíêàõ (11) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóïðåìóìà òðà-
åêòîðèè îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò ïàðàìåòð µ ïðè âûïîëíåíèè îä-
íîñòîðîííåãî óñëîâèÿ Êðàì�åðà íà ðàñïðåäåëåíèå ñêà÷êîâ ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ. Åñëè æå óñëîâèå Êðàì�åðà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå
òåîðåìà 3 ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü ñðåçêó ðàñïðåäåëåíèÿ X íà óðîâíå
−c1 > −∞. Ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì ó÷àñòâóþùèå â (11) ÷èñëà µ è s ñòàíî-
âÿòñÿ çàâèñèìûìè îò c1 ≥ b, è ýòà çàâèñèìîñòü âëèÿåò íà êîíå÷íûé
ðåçóëüòàò. Îòìåòèì, ÷òî â [10] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ çàâèñèìîñòè âåëè÷èí µ è s îò íåîãðàíè÷åííî óäàëÿþùå-
ãîñÿ óðîâíÿ ñðåçêè. Â êîíöå äàííîé ðàáîòû áîëåå ïîäðîáíî îòðàæåíû
ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè, êîãäà ñðåçêà
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà óðîâíå c2 = b→ ∞.
Çàìå÷àíèå 2. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâ Ëîðäåíà äëÿ îöåíèâàíèÿ

ìîìåíòîâ âåëè÷èíû ïåðåñêîêà χ+ ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàâûøåííûì îöåí-
êàì äëÿ ET , åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X+ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ â óäàëåííîì ìíîæåñòâå, ÷òî íåèçáåæíî âëå÷åò áîëüøèå
çíà÷åíèÿ è äëÿ ìîìåíòîâ X+. Â ëåììå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ñêà÷êè ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ, ðàçìåð êîòîðûõ ïðåâûøàåò øèðèíó ïîëîñû, íå äîëæíû
âëèÿòü íà ET . Ââåäåíèå ñðåçêè íà óðîâíå c2 < ∞ ïîçâîëÿåò îòñå÷ü
áîëüøèå çíà÷åíèÿ X+ (ðàçóìååòñÿ, ïðè ñîõðàíåíèè óñëîâèÿ EX > 0).
Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ïðè ýòîì ïåðåñêîê ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó áóäåò
îãðàíè÷åí ÷èñëîì c2, ÷òî äàåò ïðîñòóþ îöåíêó (15).
Äëÿ îöåíèâàíèÿ ET ñíèçó îáðàòèìñÿ îïÿòü ê ôîðìóëå (13), èç êîòî-

ðîé ñëåäóåò, ÷òî íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíèòü ñíèçó E (τ ; SN ≥ b), îöåíèòü
ñâåðõó P(SN ≥ b) è E (|τ |; SN < 0).
Îöåíêà ñâåðõó P(SN ≥ b) ≤ β(b) óæå ïîëó÷åíà â (8). Äëÿ îöåíèâàíèÿ

ñíèçó E (τ ; SN ≥ b), êàê è âûøå, ââåäåì ñîáûòèÿ

B1 = {X1 ≥ b}, B2 = {0 ≤ X1 < b, X1 +X2 ≥ b}, . . . ,

òàê ÷òî {SN ≥ b} =
∞⋃
i=1

Bi. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ n ≥ 1,

E
(
τ ;SN ≥ b

)
=

∞∑
i=1

E
(
τ ;Bi

)
≥M(n) :=

n∑
i=1

E
(
τ ;Bi

)
. (19)
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Çäåñü

M(1) =

∫
[b,∞)

(y − b)P(X1 ∈ dy),

M(2) =M(1) +

∫
[0,b)

∫
[b,∞)

(y − b)P(z +X2 ∈ dy)P(X1 ∈ dz),

è òàê äàëåå.
Îñòàëîñü îöåíèòü E (|τ |; SN < 0) ñâåðõó.
Ââåäåì

η− = min{n ≥ 1 : Sn < 0}, χ− = Sη− ,

ïîëàãàÿ η− = ∞, åñëè Sn ≥ 0 ïðè âñåõ n. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà χ−
îñòàåòñÿ íå îïðåäåëåííîé. Îáîçíà÷èì

U(y) = P(|χ−| ≥ y | η− <∞), p = P(η− <∞),

òîãäà

E (|τ |; SN < 0) = E (|χ−|; SN < 0) ≤ E (|χ−|; η− <∞)

= p

∫
(0,∞)

yP(|χ−| ∈ dy | η− <∞) = p

∫
(0,∞)

U(y)dy.

Ïîëîæèì

g(y) = P(−X ≥ y), G(y) =

∫
(y,∞)

g(t) dt, y > 0,

è ïóñòü ∫
(0,∞)

G(y) dy <∞. (20)

Â [12, ãë. 4, òåîðåìà 10] óêàçàíû ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå α è β
òàêèå, ÷òî

pU(y) ≤ α g(y) + β G(y), y > 0.

Ïîýòîìó

E (|τ |; SN < 0) ≤ γ := α

∫
(0,∞)

g(y)dy + β

∫
(0,∞)

G(y)dy. (21)

Èòàê, îöåíèâàÿ ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (13) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ
(8), (9),(19) è (21), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 âûïîëíåíî (20). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî n ≥ 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

aET ≥ b+
M(n)

β(b)
− γ

α(b)
, (22)

âåëè÷èíû β(b) è α(b) îïðåäåëåíû â (8) è (9), ÷èñëî γ îïðåäåëåíî â (21),
çíà÷åíèÿM(n) îïðåäåëåíû â (19). Íåðàâåíñòâî (22) ñîõðàíÿåòñÿ â ñèëå,
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åñëè çàìåíèòü âåëè÷èíû β(b) è α(b) íà èõ îöåíêè â ñîîòâåòñòâèè ñ (12)
ïðè äîïîëíèòåëüíîì âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 âûïîëíÿåòñÿ c1 < ∞, òî
âìåñòî îöåíêè (21) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòóþ, íî ìåíåå òî÷íóþ
îöåíêó

E (|SN |; SN < 0) ≤ c1P(SN < 0) = c1(1−P(SN ≥ b)) ≤ c1(1− α(b)),

è äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ α(b) èç (12), åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 3.

3 Îöåíêà ñíèçó äëÿ ET ïðè îòðèöàòåëüíîì ñíîñå

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a = EX < 0 è âûïîëíåíî óñëî-
âèå (6), â êîòîðîì ïîëàãàåì c2 = b. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (5) äîñòàòî÷íî
îöåíèòü ñâåðõó P(SN ≥ b) è îöåíèòü ñíèçó EN .
Íà÷íåì ñ P(SN ≥ b). ßñíî, ÷òî äëÿ X âûïîëíåíî ïðàâîñòîðîííåå

óñëîâèå Êðàì�åðà:

φ(λ) := EeλX <∞ ïðè ëþáîì λ > 0.

Êðîìå òîãî, φ(λ) → ∞ ïðè λ → ∞. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî ν > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó φ(ν) = 1.
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 5 èç [10], êîòîðàÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè

P(SN ≥ b) äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü EX < 0, E(X−)2 < ∞ è ïðàâûé õâîñò ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàì�åðà (â ÷àñò-
íîñòè, ýòî âûïîëíåíî ïðè c2 = b â óñëîâèè (6)). Òîãäà

P(SN ≥ b) ≤ e−νb(1− re−νh)

1− re−ν(b+h)
, h :=

E(X−)2

|EX|
, (23)

ãäå

r−1 = sup
0<t<b

E(eν(X−t)|X > t) ≥ 1.

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ îöåíêè ñíèçó äëÿ EN . Â ñèëó òîæäåñòâà
Âàëüäà èìååì

−ESN = |a|EN = E(|SN |;SN < 0)−E(SN ;SN ≥ b). (24)

Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî îöåíèòü ñíèçó E(|SN |;SN < 0), íàéòè
ïîäõîäÿùóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ E(SN ;SN ≥ b) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîäåð-
æàùåéñÿ â òåîðåìå 5 îöåíêîé äëÿ P(SN ≥ b).
Äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ Sn ñêà÷êè ââåðõ îãðàíè÷åíû ÷èñëîì b,

ïîýòîìó âåëè÷èíà ïåðåñêîêà ÷åðåç âåðõíþþ ãðàíèöó íå ïðåâîñõîäèò b è

E(SN ;SN ≥ b) = E(b+ τ ;SN ≥ b) ≤ 2bP(SN ≥ b). (25)
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Îöåíêà E(|SN |;SN < 0) ≥ m(n) íàéäåíà â (16) áåçîòíîñèòåëüíî ê
çíàêó ÷èñëà a. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì n ≥ 1

|a|EN ≥ m(n)− 2bP(SN ≥ b). (26)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü (5), (24)�(26) è ñôîðìóëèðîâàííóþ â òåîðåìå 6 îöåíêó
ñâåðõó äëÿ P(SN ≥ b), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü EX < 0, è ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (6), â êîòîðîì
c2 = b, è E(X−)2 <∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ≥ 1

|a|ET ≥ m(n)

P(SN ≥ b)
− 2b ≥ m(n)eνb(1− re−ν(b+h))

1− re−νh
− 2b, (27)

÷èñëà ν, r è h îïðåäåëåíû â òåîðåìå 6.

Âåðíåìñÿ ê ìåòîäó ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ðàçëàäêè ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóðû êóìóëÿòèâíûõ ñóìì. Ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû 1, 4 è 5
ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó ñðåäíþþ âåëè÷èíó çàäåðæêè ñ îáíà-
ðóæåíèåì ðàçëàäêè, à òåîðåìà 7 äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ñíèçó ñðåä-
íåå âðåìÿ äî ëîæíîé òðåâîãè.
Îòìåòèì, ÷òî ó÷àñòâóþùèå â (23) è (27) âåëè÷èíû ν è r ïî îïðåäåëå-

íèþ çàâèñÿò îò b, ν = ν(b), r = r(b). Â [10] èçó÷àëîñü èõ àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ b â ñèòóàöèè, êîãäà X = min(Y, b), ãäå
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y èìååò òÿæåëûé ïðàâûé õâîñò, ò. å. E eλY = ∞ äëÿ
ëþáîãî λ > 0. Âûÿñíèëîñü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè b→ ∞

ν(b) → 0, ebν(b)P(Y ≥ b) → 0, r(b) = 1 + ν(b)
E(Y ; Y ≤ 0)

P(Y > 0)
+ o(ν(b)).

Åñëè æå äëÿ Y âûïîëíåíî ïðàâîñòîðîííåå óñëîâèå Êðàì�åðà, ò. å. ïðè
íåêîòîðîì λ+ > 0

EeλY <∞, λ ≤ λ+,

è Eeλ+Y ≥ 1, òî äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = min(Y, b) â òåîðåìå 6
÷èñëî ν îòäåëåíî îò íóëÿ, è â ýòîì ñëó÷àå íèæíÿÿ îöåíêà â (27) ðàñòåò
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ áàðüåðà b.
Àâòîðû áëàãîäàðíû Â.È. Âàõòåëþ è àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó çà ïîëåç-

íûå çàìå÷àíèÿ.
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