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А8УМРТОТ1С ЕХРАК810Ш ГОК ТНЕ СШ11М РКОСЕБ11КЕ 
IX А СНАКСЕ РОЮТ РКОВЬЕМ

У.1.ЬоЮ \

АЬкЬгас!

Ье( {  ( п }  Ье а &«]иепсе оГ и.<1 гапйош лгапаЫез, N  ”  пип {  п г  1: +  ... +  %п Й [ 0, Ь ) }  . 
Ахушрюис осрапмопх а! Ь -* ос аге оЫатей Гог 1Ье <Н$1пЬи1юп ал<1 ехресШюп оГ 5^ ипйег Сгатбг 
(уре сопсШюпх. ТЬехе гехи115 аге аррИеЛ (о (Ье ыийу оГ азушрюИс ргорегйез оГ |Ьс СЫЗЫМ 
ргосейиге ш а сЬап^е роии ргоЫсш.

Кеу ъютдз ап4 рНгазез: сНапрт рсмМ ргоЫсш, С1Л51Ш ргосЫиге, гапйот даа1к \уцЬ №о Ьагпеп, 
ГасЮпгаЦоп теИюй.

1. ПЧТШМШСПСЖ

Зиррозе Ша1 \уе оЬхег/е ^иепйаНу Ше тйерепйеп! гапйот уапаЫез х1 ,х2 , . . . ,  

ш а зпиаиоп \уЬеге Ше (ИхтЪийоп Гипсйоп оГ х,- 15 кпо\уп ц> едиа1 Р г Гог 
* =  1, . . . ,  тп — 1, апй Р 2 1Г / ^  т  . ТЬе сЪап§е рош1 т 15 ипкпошп. (\Уе рш т =  1 1Г а11 
Ше оЬхегуайопз Ьауе (ИзтЬииоп Р2 , апй т =  <» й по сЬап§е5 ш (ИхгпЪийоп оссиг, ье., 
Р (х, 5 у )  =  Р г ( у )  Гог а11 1^ 1 ) .

ТЬе ргоЫет 15 ю с1е1есг 1Ье сЬап^е ш йвгпЬиаоп аз «юп а» розздЫе. II 15 гур1са1 
оГ тапу аррИсаиопх (циаНгу соп1го1, гаЛюкхэдюп, Ьуйгоасошгйз).

ТЬеге 15 а согоШегаЫе пишЬег оГ рарегз сопсетш§ Ше юр1с ($ее, е.§., [1] -  [10]; 
яее а150 [11] Гог тоге йегаИей геГегепсез). 1п Ше ске<1 раретс &оте теШойз оГ йе1есиоп 
чуеге ргоровей апб 8ШШей.

Ье1 г Ье Ше 8Юррш(; Нте \уЬеп а1апп 15 са11е<1 ассог(1т§ ю а вресШс а ^ о т Ь т  оГ 
ОДесИоп. II 15 пашга1 ю 1гу ю таке Ше (ШГегепсе г — т пишта1 т  ю те &епве у/Ьеп 
а сЬап§е т  сИхтЬийоп Ьах оссиггей апд г ^  т . Оп Ше оШег Ьапй, Ше уа1ие оГ I тш ( 
Ье 1аг̂ е епои§Ь чуЬеп Шеге 15 по сЬапде. ТЫ5 гедшгетепгз лла11 Ъе ГогтаИгей Ье1о^ Ьу 
Ше йигойиаюп оГ Ше ^иап^Ше$ ( г ) апй т2 ( ^) •

ТЬе ргоретез оГ гЬе во-саИей сиЗЦМ (сити1айуе хит) ргосейиге аге хтсИей 
Ьеге. ТЫз ргосейиге Ьай Ьееп 1П1гос1исес1 ш [1]; 11 сопхШегей аЬо т  а питЬег оГ 
оШег рарегз. У/е геттй Ьеге 115 таш Геагигез. §ирро$е гЬаг Ше Й151пЬииоп8 Р, аге 

тиша11у аЬ8о1и1е!у сот1пиош апй 1е1 /)• Ье Ше Йеп511у оГ Р-, \уйЬ ге8рес1 ю а ст-ГтИе 
теазиге. Ри1

/2, (.хк ) ^  . _____ (1)
Чк =  А  ( *к ) ’ =  71 ■*' ’ ”

Кесе1У«1 Мау, 1991
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ТЬе тШа! зе^тет У2,. . . ,  Ут _  2 оГ Ше гапйот \уа1к Ьаз пе^апуе йгШ Ьу Ше тециаНгу

(ециаНгу 15 роззМе Ьеге оп1у И /2 =  /2 ). А1 Ше вате йте, Ше 1га]есюгу 51атп§ аг йте  

т  Ьаз розШуе йгШ. ТЫз Гаа 15 Ше Ъазе оГ Ше теШсх! \Уе йесШе ю §1Уе а1агт а1 йте  
Ть , «'Ьеге

ТЬе розшуе питЬег Ь 18 сЬовеп 1п айуапсе. ТЬе и̂а1̂ у̂ оГ а 8юрр1п§ йте г 111 Ш15 
ргоЫет сап Ье сЬагасгетей Ьу Ше циапййез

(вее [1], [4], [8]), \уЬеге Ше зиЬзспр! 1п Ше пошюп Е, зйри1а1ез Ша1 Ше са1си1айоп 

8Ьои1с1 Ье йопе ипйег сопШйоп т =  г . II \уаз гетагкей т  [4] Ша1 т2 ( г ) сотсШез дуйЬ 

Ше тах1та1 роззйЯе теап уа1ие оГ Ше йе1ау т  геасгт^ ю а сЬап§е 1п (И51пЬи1юп. И 
Шгпз оиг [8] Ша( г2 ( г ) аиа1пз 115 гштта1 уа1ие оуег Ше с1а58 оГ а11 зюррш^ йтез г 
висЬ Ша1 т1 ( г ) > т > 0  \уЬеп I =  Ть ипйег ап арргорпасе сЬоке оГ Ь =  Ь ( т ). 1п Иш 

саве [4] Гог т -* <®

ТЬе зЮррт§ йте Ть сап Ье йейпей т  ап е9шуа1еш у/ау ш т §  а гапйот у/а1к \уИЬ 

Йе1ау а! Ше оп§т. То йо во, \уе тоуе Ше оп§т оГ оиг соогйта1е зу51ет ю Ше гтш тит  
ро1Ш оГ Ше гапйот у/а!к тцесюгу еуегу йте \уЬеп Ше тшипит 18 апашей. Ри1

\Уе 8Ьа11 Го11о\у 1Ж) сПгесйопз оГ зшйу т  Ше зедие1.
1. (01гес1 ргоЫет). ТЬе йпсИп̂  оГ ( Ть ) ,  т2 ( Ть ) §1Уеп Ъ.
2. (Сопуегзе ргоЫет). Рш(Ип§ Ше уа1ие оГ Ъ зисЬ Ша1 ( Ть ) =  т апй са1си1айп§ 

т2 ( Ть ) а$ а Гипсгюп оГ т 111 Ш15 сазе.
А8 дуШ Ье 8Ьоу-т1 Ье1о\у, Ше зо1и1юп оГ Шезе Паю ргоЫетз гейисез ю йпйт^ Ше 

ргоЬаЬШгу Ша1 а гапйот «га1к 51апт§ Ггот гего асМеуез Ше 8в1 [ Ь , <® ) еагНег Шап Ше 
8в1 ( -  оо, 0 )  апй ю са1си1агт§ Ше ехресгаНоп оГ Ше зюррш^ гйпе Ть . ТЬе 8о1и1юп 

оГ 1Ье 1аиег ргоЫет 15 ауаПаЫе 111 ап ехрНсп Гогт оп1у Гог зоте раЩси1аг зНиагюпз 
(зее [12]). ТЬегеГоге, тоз{ риЬНса1юп5 111 1Мз йеШ йеа1 «аШ арргохйпаиоп Гогти1ае 111 
сИЙегет «гауз. Опе оГ Ше арргоасЬез соп51$15 т  Ше зшйу оГ азутрюИсз оГ Ше 
аЬоуе-теп1юпей яиапииез 1п Ше 1папди1аг аггау зеит^ \уЬеге Ше сотпЬииоп оГ ап 
1П(И\а(1иа1 ]итр 1еп<1з ю Ьесоте 1пйпйе5ша1 (зее, е.§., [13]). АпоШег арргоасЬ йеа1з улШ 
питепса1 зоЫИопз оГ Ше Йш1е-т1егуа1 1П1едга1 е̂ иа1̂ оп5 заНзбей Ьу Ше яиатШез оГ 
1П1егез1. ТЫз 1аиег арргоасЬ сап ргоуШе запзГасгогу ассигасу, Ъи1 Ше са1си1апопз тау 
Ье тоз1 ситЬегзоте. 1п Ш15 соппесиоп, а Шт1 сИгеспоп Ьав Ьесоте дуШе!у зргеай; й

Ть =  т т  ] п >  1: Уп -  т т  Ук >  Ъ

Т1 (О  =  Еоог, Т2 ( г) =  Е! г ,

ТЬеп Ть — т1п { п >  1: У„ >  ь } .
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СОП5К15 ш йепУ1п§ Гог т, ( Ть ), Ь -* оо, азутргогк арргохтаиопз ^Ьозе т а т  гегтз сап 

Ье са1си1агей т  а ге1а11Уе1у з1тр1е \уау. ТЬе гезиИ оГ Ьогйеп [4] тепгюпей аЬоуе Ье1оп§8 
ю гЫз сНгесиоп аз \уе11 аз рарегз [9], [10]. А  ГиггЬег йеуе1ортепг оГ гЫз арргоасЬ 15 го 
оЬгат, ш ЬогЬ гЬе {Цгесг апй сопуегзе ргоЫетз, азутрюйс ехрапзюпз гЬаг ргстйе Ы§Ь 
ассигасу ипйег \«<1е сопбШош. 1г 13 с1еаг Ша( гЬе изеГи1 азутргоггс ехрапзюпз Гог 
Ь ■* оо оМатей т  гЫз \уау соиШ Ье гЬозе Гог ^иат^^^е5 ге1агед го гЬе йгзг ехй гхте оГ 
а гапйот \уа1к &от гЬе шгегуа1 [ 0, Ь ) (зее, е.§., [14]).

ТЬе зо-са11е<1 Гасготагюп тегЬо<1 оГ 81ийуш§ азутрюгкз оГ гЬе ФзгпЬигюпз ге1агей 
го гЬе йгзг ехи г!те &от ап шгегуа1 \уаз йеуе1оре<1 ш аигЬог’з еагНег рарегз [15]— [17]. 
Ву гЫз тегЬой, у/е ргоуе Ье1о^ ТЬеогет 1 оп гЬе азутрюйс гергезепгагюпз Гог гЬе 
йигпЬигюп оГ гЬе розшоп оГ а гапйот мга1к аг Иге Йгзг елг Ите Ггот гЬе 1пгег/а1 
[ 0, Ь ) .  115 ргооГ тсЛийез ап 1с1епг11у Гог гЬе сЬагастепзгк Гипсгюп оГ гЬе ййгпЬигюп 
зг:и<Ие<1; гЫз а11о\уз опе го гейисе гЬе ргоЫет го гЬаг оГ згийуод зирегрозШопз оГ гепе^а1 
ргосеззез. \Уе арр1у гЬеп зоше азутргоггс ехрапзюпз т  гЬе гепе^а! гЬеогет ипйег 
Сгатбг’з сопйшоп. ТЬе азутрюгй: ехрапзюпз Гог гЬе ехресгагюп оГ гЬе йгзг ехй гхте 
Ггот ап тгег/а1 Го11о̂  Ггот ТЬеогет 1 апй ЛЛ/аШ’з 1йепИгу (ТЬеогет 2). ТЬезе гези1гз 
зеет го Ье оГ тйерепйепг шгегезг; гЬеу сап Ье аррКей ш огЬег ЬгапсЬез оГ 8е̂ иеп̂ а̂1 
апа]уз1з, зюга§е ргоЫетз, егс. Азутрюгй: ехрапзюпз Гог тл( Т ь )  ГоНоу/ Ггот гЬезе 
гЬеогетз; гЬеу Гогт гЬе сопгепгз оГ ТЬеогет 3 апй рагг 1 оГ СогоИагу 1. Азутрюйс 
ехрапзюпз Гог г2 ( Ть ) аге оЬгатей т  гЬе зате чгау (ТЬеогет 4 апй рап 2 оГ Сого11агу
1). Рта11у, зоте азушрго11С ехрапз10пз Гог гЬе сопуегзе ргоЫет аге ргезепгей ш ТЬеогетз 
5 ап<1 6.

ТЬиз, ш зо1уш§ азутргог1са11у ЬогЬ ргоЫетз, гЬе §гаУ11у сепгге 15 1гапзГегге(1 го гЬе 
са1си1агюп оГ соеГГклепгз ш гЬе ехрапз1опз йетеД Ьеге. Рог а11 гЬе ргоЫетз ге1аге<1 го 
гЬе Пгзг-ех1г г1те гКгои^Ь а згга1§Ьг-Цпе Ьоипйагу, гЬе сЬагааепзЦс Геашге 15 гЬаг гЬе 
аЬоуе соеШаепгз аге те^гаЫу зоте Гипсйопа1з оГ гЬе Йгзг 1ай(1ег-Ье1§11г сИзгпЬигюп Гог 
а гапбош \уа1к. ТЬе Гасг хтрИез зоте сотришюпа1 (ИШсиШез. ТЬе сотригагюпа! азресгз 
оГ сопзггисгшЁ ехрапз!Опз аге (Изсиззей 1п § 4; зоте ехрНск Гогти1ае Гог Шей- соеГ&аепгз 
аге ргезепгей т  гЬе сазе оГ Сашз1ап зечиепсез.

ТЬе аигЬог 13 §га1еГи1 го РгоГ. О.М.СЫЫзоу Гог атласе цуЫсЬ рготогей тргоуетепг 
оГ гЬе гехг.

2. МАШ КЕ5ГЬТ8: ТНЕ БШЕСТ РКОВЬЕМ

У/е зЬа11 сопз1(1ет гЬе §епега1 зсЬете оГ а гапс1от «а1к ^епегагей Ьу гЬе зе4иепсе 

{ } Г-  1 гап^от  УапаЫез. Ьег из шггойисе гЬе ГоИо\йп§ С0П<1П10Ш.

I. Е^1 < 0 .

II. ТЬе Гипсгюп / ( Л )  =  Е е ^ 1 сап Ье апа1у11са11у сопгшией тго гЬе згпр
— у <  Ке X <  уЗ Гог зоте у >  0,/} >  0, апй 11 15 соп!шиоиз оп гЬе Ьоипйагу оГ гЫз згпр. 
ТЬе уа1иез оГ / ( А ) ш гЬе згпр аге гЬозе гези1гш§ Ггот гЫз (ит^ие) апа1уйс сопгшиагюп.

III. Зиррозе гЬаг /(/3) >  1; \̂ е геяи1ге т  айййюп гЬаг

»
Р (| !  е ф )  <  «.

о

адЬепеуег /(уЗ ) =  1 .
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Шйег 1Ье$е сопсШопз, 1Ьеге ех1818 а ипЦие ро8Шуе 8о1иИоп Д =  <7 оГ СЬе е^иа^^оп
/ ( А )  =  1, 0 < 9 </3.

IV. ТЪе Гипсиоп г (А ) =  1 — / ( А )  Ьа8 по гегоа ехсер! А =  0 апй А =  <7 т  1Ье 81пр
— у <  Ке А <  /3.

Ри!

V. Оепо1е Ьу ( у ) 1Ье 8ит о? 1Ье (И8сге1е апй 8Ш{;и1аг сотропетз оГ 

С; ,7 =  1,2;  1Ьеп

ТЪезе сопйтопз пеей соттет. 1Г риг %к =  г]к , к =  1,2, . . . ,  ипсЗег сопйтопз 
оС 1Ье сЬап§е рспт ргоЫет («ее (1)), апй й Е | | <  ® Гог т =  1 апй (от т =  во, 1Ьеп 

сопйтопз I— III 1ю1й аиЮшапсаИу; Ьеге /3 > 1, 1. ТЬе гецшгететз у >  0 апй 
/3 >  1 аге, аз а ги1е, ГиШИей т  сопсге1е зйиапопз. СопсИпоп IV 18 нигойисей Ьеге ю 
шаке геасПщ» еа81ег. ТЬе тегЬой ехровей Ье1о\у регпни опе ю сопзШег 1Ье сазе оГ а 
Гипсгюп г (А ) Ьаут§ о1Ьег гегоз 111 айсШюп ю 0 апй ^ (гЬезе о1Ьег гегоз тиз1 песеззагИу 
Ье сотр1ех), Ьи1 а11 1Ье зшететз Ъесоте тоге сотрНсагей ш Низ сазе. СошШюп V 
зИриЫез ЙИ1 гЬе аЬ8о1и1е1у сотшиоиз сотропет оГ 1Ье сНзтЪийоп оГ |1 зЬоиШ Ье 

“та58№е” епои§Ь, апсЗ 115 “зйе” зЬоиШ сЗерепй оп /3 апсЗ у. Боте зиШает сопйШопз 
иМсЬ 1тр1у сопйтоп V  сап Ье Гоипй т  [15].

И 18 «е11 кпо\"/п (8ее, е.§., [19]) Лаг г+ ( А ) г _ ( А )  =  г ( А ) .  Рог 11118 геазоп, ГипсИопз (2) 
аге изиаПу саИей Гасгошагюп сотропетз. ТЬе1г ргорегйез Ьауе Ьееп ехгеп8№е1у зшсИей 
Ьу по™. II 1ип18 ои1 Шэ1 Лезе йшсгюпз р1ау ап тропам  го1е т  воМп^ ргоЫетз ге1агес1 
ю Ше ЙГ81 1еуе1-сго881П§ итез. ТЪеге ех1з1з апойюг &>гр1 оГ Гаслопгайоп сотропетз:

1-1

<̂ 1 (>’ ) =  Р ( Х ± < У , ’? + < “ ) »  & г (У ) ■ * ( - * -  < У ) -

00

о о

Оепоге

г± (А ) =  1 -  Е ( е Хх* ; у] ± < 0 0 ) - (2)

(3)

Шйег СОПЙ1ПОП5 I—V  \уе \уШ изе Ше ГоЦотп^ пошюпз:

Ье1, ш айсШюп, Йге теазигез С ± Ье опез йе&пей Ьу 1Ье ге1аиопз
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' ■ - (Л )  г ^=  ^ ХуС _ ( а у ) ,  К е Д ^ - у .
Д г _ ( 0 )

(5)

II 15 еазПу зееп Ша1 Шезе теазигез аге аЪзо!и1е1у сотшиоиз >мШ гезреа ю Ше ЬеЪез^ие 
шеазиге. Рта11у, деНпе Ше Йгз1 ехн пше N  (гот 1Ье ш1егуа1 [ 0, Ь ) Ьу Ше ге1айоп

N  =  т т  { п > 1 : 5 „ € [ 0 , 6 )  } .

ТЬеогет 1. Ь а  сопйшопв I—V  Ье зайфей. ТИеп /ог еасН х >  0 апД Ь -* »

рт_ { а ) е ~ чЬС + ( [ * , “ ) )
Р ( 5 „ > Ь + х ) = ?- ---------~ ^ 5 ------—  +  Я г ( х , Ь ) ,

1 - Я 1Яге 49
(6)

ч Рг- { Ч ) Ч \ е ~ ф С _ { { - с о , - х ) )
Т { 5 Ы< - х ) = р Р ( х - <  - х ) ------------------:------------- -------------------- +  К2( х , Ь ) ,  (")

1 - Ч\Ч2е~ 4

к'Неге

Уаг Кг ( у , Ь ) - о ^ е  ^  7* ' ) + о ( е  ^  + ~ гх  ̂$%пх +  о {̂ е ~ (?  + ,

^УагЯ, ( у , Ь ) = о  ( е ~ Р ( Ь + х '>) + о  ( е -<>' + 2«>ь - ^ )  ,

Я =  ( 1 - Р ( * _ = 0 ) ) -  1 ехр
п *  1

1Чо1е цпте(Иа1е1у Шаг Ше 1а&1 е̂ иа1̂ у̂ Го11о\уз &от сотрапп§ (2) апй (3). Роппи1ае 
(6), (7) \и1] Ье изеё ГипЬег Гог х  =  0; ШегеГоге по1е Ша1

С + ( ( 0 , - ) ) - ? ! ,  С _ ( ( - « , 0 ) ) - 1 .

ТЬе аЬоуе ГоИо^з Ггот (4) апй (5); т  аййшоп, азсегат гЬа1 рР ( х ~  <  0 ) =  1 Ьу 

рииш^ Д — 0 т  (2).
\Уе оЫат оиг пехх гезик са!си1апп§ Ше азутрюИс гергезепшюп Гог Е5дг тоШ 

Ше Ье1р оГ (6), (7), апё \УаИ’з Шепигу, Е5Л, =  Е |1 Е N .
ТЬеогет 2. Цгккг соп&попз I—V /ог Ь — а>

ЕЛГ =  | Е$, |-1 Ь + 4  +
1 . 2г+ ( 0 )  Е||
д +  г+ ( й )  -1 Е Т Г

(8)+  о ( Ь е ~ Р ь )  + о  + .

Ье( из по^ зшйу гапдот од1к$ тШ  ёе1ау а! Ше опрп. Ри1 

2 0 =  0,  2„ =  тах { 0 , 2 ^ _ 1 + $ „ } ,  п 2 1, Г =  т т  |п >  1: 2п >  Ь } .

II \уа5 посей т  [1] (Ьаг

Е Г = Е ^ [ Р ( 5 Дг 2 Ь ) ] - 1 . (9)

Тпйеей, сопзгёег Ше зециепсе оГ зюррш^ йтез
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Г  =  # г +  ... +  # „ , Р (^  =  Л ) =  [ Р ( 5 дг< 0 ) ] ^ - 1 Р ( 5 дг& ^ ) ;

зоте згапйагй са1си1агюп5 йпр1у гЬе ге1агюп Е Г  =  Е ^ Е г .  БиЪзгкиге ехрапзюпз (8) апй 
(6) ш(о (9) Гог х =  0; айег хоте 5йпр1е ггат&эппагювд тые оЫаш (Ье 1Ы1о\лап§ гехиИ. 

ТЬеогет 3. Ье1 сопЛтопз I—V Ье запфей. Ткеп /от Ь -* »

КесаИ Шаг а1\уау$ /3 >  <7 ; Н ц < @ < 2 д , ехрапзюп (10) у1е1й5 оп1у гЬе та1п 1егт. 
А11 1епп5 т  (10) аге 8иЬШпаа1 И [5 > 2 $ .  И \уаз зЬоу/п т  [17] 1Ьа1 гЬе циапгшез /3, у 
тсгеазе \уЬеп ТГ1 , Р2 Ье1оп§ го а ГатПу оГ йгзгпЬигюпз { Рв | ро$5е88т§  сенат ге§и1ап1у 

ргореплез \*тЬ гезресг ю в, апй гЬе дгзгапсе Ьегмуееп Р 1 апй Р2 гепйз го гего.
У/Ьеп гЬе йгШ 13 розЩуе, 1Ье згиду оГ азутргогкз оГ Е Т  гейисез ю гЬаг оГ гЬе 

ехресгагюп Е Г, у/Ьеге

СогоНагу 1. Ь а  { г\к } Ье гке зедиепсе йе/тей 1п (1), апй аззите (Ней сопсШопз 
I— V  аге заафей /ог т =  » .  Ткеп

1) /ог тх ( Тъ ), ехрапзюп (10) й \аМ т м/Ыск =  т]( , ц =  1, апй а111ке са1си1апопз 
аге сагпей ош ипйег аззитрпоп т =  » ;

2) ехрапзюп (11) коЫз /ог т2 ( Т ь )  (ргоуШй Iкш опе ршз =  -  щ , д =  1, т =  1 
апЛ шегскап^ез @ апЛ у +  1).

ТЬе 1аз1 аззеггюп ГоИотуз &от гЬе геШюп

81псе сопйтопз I—V  Ьо1й а1зо Гог гЬе <ИзгпЬигюп оГ гЬе гапбот уапаЫе -  щ  {ог 
т  =  1 айег гЬе тгегуа! [ — у , @ ]  к гер1асе<1 Ьу [ 1 — /3,1 + у]  - СопйШоп V  сЬап§ез 
зИ§Ы1у т  гЬе ргосезз: %+ ои§Ьг го йепоге гЬе уа!ие оГ гЬе йгзг поп-пе^аг^е вит апй 

X -  ои§Ьг го Ье гЬе йгзг згпсИу пе^аг^е опе; Ьо\уеуег, гЫз йоез пог тПиепсе гЬе ге$и1г.

Е Т =  |Е|г |
2 2г'+ { 0 )  | Е|?

(10)

Т  — гшп | л > 1 : 2 „ 5  — Ь|,

20 =  0,2„ = т т { 0 , 2 „ _ 1  + { „  } ,

апй, аз ЬеГоге, Е ̂  <  0.
ТЬеогет 4. 1,ег сопйшопз 1—V  НоШ. Ткеп /ог Ь ■* »

Е . е ^  = е 1с (Д_1) 1̂ ,
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ТЪеогеш 3 апй 4 а11о̂  опе ю са1си1а1е Е Ть а1зо т  Ше сазе \уЬеп а11 Ше оЬзегуаиопз 

х1,х2, . - - ,  аге ШепИсаПу (КзгпЬшей апй Ше1г ШзгпЬийоп Гипсиоп Р  1$ кпо\*/п аИЬои^Ь 
11 (НГГегз {тот ТГ1 апй Р2. ОГ соигзе, Ше сошШюпз оГ Ше Шеогетз тизг Ье заИзбей.

3. ТНЕ ССИЧУЕКЗЕ ТНЕОКЕМ8 

Аз вшей аЬоуе, 1Ье чиапшу тг ( Ть ) Ьаз, ипйег соп<Шюпз I— V, 1Ье Гогт

т 1( Т ь ) — с1е/> +  с2Ь + с з  +  о + о  [ е ~ гЬ^. ( ^ )

ТЬе соеГГйлепгз с,-, I =  1 , 2 , 3 ,  аге йе&пей ш ТЪеогеш 3; ц«11 по! зресЦу гЬегг уа1иез 
Ьеге. ЕциаНгу (12) сап Ье зоКей азутр1ойса11у \л1Ь гезрес! ю Ь .

ТЬеогет 5. Ьег тИе сопЛтопз с$ СогоШиу 1 Ье запфей, апЛ аззите 1Ие питЬег Ь ю 
Ье хисН гНа т1 (  Ть ) =  т. ТНеп /ог т -* оо

2 2с21п т с21п — с3 с21п т 
Ь =  1п т — 1п с: ------ ——  + --------  ̂ —

+   ̂сх с2 — 2 с2 с3 +  2 с2 1п сг ̂   ̂2 с2 с31п с1 — с\ — с\ 1п2

- С1с21пс^ ^ -  +  ... +  о (т1 - ^ )  + о  ( т - 1 _ > ' ) .  (13)

Ргоо/. II 13 с1еаг гЬаг т ■* »  Гог Ь -* оо апй, ласе уегза, Ь -* <*> Гог т -* » ;  тогеотег,

о + о  —о (т2 - ^ )  + о  ( Т _ У ) '

1г ГоПото Ггош (12) Ша1

1пт =  1 п [ ^  ^ 1 + ^ . - »  +  ^ * - *  + о ( е < ' - / > » )  +  о ( е ~  <у + 1»  )  ) '

=  1п + о ( е ~ ^  + ^ )

- ^ - * + а . - + в ( . с - « ) + . ( . - ( г + . » )

г̂ * е - 2Ь +  . . . + о ( е ^ - ^ )  + о ( е - « + 1 » )

2

+  ...

2
2 - 2 Ь е

_  С2С3 и_ - 2 Ь

Непсе
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1п аййШоп, Ше ге1аиоп

е- ь  = с_\_ + сг Ье Ь . сг е Ь1  +  ^ 1 _  +  ^ _  +  о ^ ( 1 - ^ | + с  ^ - ( г  + 1 )^  (15)

Го11о\у5 Ггога (12). 8иЬ5111ийп§ ш Ше п§М-Ьапй згёе оГ (14) Ше ехргеззюпз Гог Ь апй

е ~ ь §гуеп хп (14) апй (15), оЬгаш а гесиггепсе ргосезз 1еайш§ Ю (13). ТЬе ргооГ 15 
сотр1егей.

Шйег сопйкюпз оГ Сого11агу 1, (Ье азутрюИс ехрапзюп Гог т2( Т ь )  Ьаз 1Ье Гогт

т 2 ( Т ь )  =  с4Ь +  с5 +  с6е ~ ь +  о  + о  [ Ъе~  ^  + 1 . ( ^ )

ТЬе пех1 ге&иИ Го11олу$ Ьу зирегрозШоп оГ (16) апй (13).
ТЬеогет 6. 11пЛег гНе сопЛтопв о/ Ткеогет 5, /ог т — оо

_  с2 с. 1п т  сл с6 +  с л ( с21п с, — с*) 
г2 ( Г * ) = с 41пг +  ( с5 - с 41п С1) - - ^ -----+  -± -$ ------ ^ ----- 1------11

- С4С2 -^ Г - +  { С4 [ с ^ г - г с г с з  +  г с ^ т с ^  +  с1с2с6 ) ^

+  [с 4 - е ^ - ф п ^ - с ^ Ш с ^  +  сг с3 с6 -  сх с2 с61п ̂

+  ... +  о ( г 1 - ^ )  +  °  ( т - 1 ~ у 1п т )  .

4. ЕХАМРЦЕ5

1п 1Ы8 зесйоп ^е й1зсиз8 Ше сотриШюпа1 азресгв оГ Ше аЬоуе-оЫатей гезиИз 
апй сопмйег хоте ехатр1ез.

Опе сап йпй Ше питЬег ц (Ше розШуе зо1ииоп оГ Ше е^иа^^оп Е е ^ 1 =  1 ) тоШ 
арргорпа1е ассигасу Ьу 8иссез81Уе арргохтайопз ш Ше сазе и'Ьеп ап ехр1йл[ Гоппи1а 15
по( ауаНаЫе. ТЬе йе(егтша(юп оГ Ше зтр  — у ^ К е Л ^ / З т  чуЫсЪ Е е^г *  1 еуегу\уЬеге 
ехсер! к =  0 апй X = ^  гейисез ю апа1уап§ Ше сотр!ех 8о1и(юпз оГ 1Ыз е^иа^^оп. ТЬе 
апа1уз18 ргезепгз по ШГйсиШез, Ьи1 са1си1аиоп оГ соеййпетз оГ Ше ехрапзюпз 18 тоге 
сотрНса1ей. А11 оГ Шет гейисе ю Ше са1си1аИоп оГ уа1иез оГ 1Ье Гасюптайоп сотропеп15 
апй Шей Йгз1 йепуаНуез а1 сенат ройиз. ЕхрИсй ехргеззюпз Гог Ше ГасюптаНоп 
сотропетз аге оЛеп ипкпо\га. Ап арргохшшюп Гог Ше аЬоуе-тетюпей циатШез сап 
Ье соп&1гис1ей Ьу зШ1811са1 зшш1агюп теШой хтсе Ьу (2) Ше уа1иез оГ ГасюпгаИоп 
сотропетз апй Шей- йепуаИуез а( бхей ройиз сошайе *ЙШ Ше ехреОаПопз оГ зоте 
кпо\*и Гш1С1юш оГ Ше йгз( розШуе (ог поп-розШуе) 8ит. КергезетаИоп (3) сап Ье 
изеГи1 ш тапу сазез (зее ехатр1ез Ьекго).

Ье1 из сопз1йег а§ат Ше сЬап^е ройи ргоЫет.
Е х а т р 1 е  1. Ри1

У 5 ( у )  =  ^ е х р { - ^  ( у - б у ) 2 } ,  е2 > е 1 ,
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ап<1 зиррозе 1Ьа1 Ше оЬзегуаиопз х1,х2 , . . . ,  аге погта11у <Н$1пЬше<1 «лШ рагатегегз 

( 6 , 1 ) ,  ^Ьеге в 1$ по1 песеззагЛу ециа1 ю вх ог в2. ТЬеп

Чк =  ( е 2 - в 1) х к - \ { б г2 - в \ у  Е тц =  { е2 - 6 Х) 6 е \ у

е ^  =ехР { л [ \ е 2 - е 1) 0 - ^ - е ^  | + ^ . ( е 2 _ е^

СопйШопз I— V  аге заИз&ей Гог в <  +  в2  ̂ ; \»е Ьауе т  (Ью сазе Я — ^Ьеге

V =  в2 -  вх, и = в 1 + в 2 — ТВ. Боте §1тр 1е са1си1а(юпз зЬо\у Ша1 1 -  Е е Хт1' =  О а1зо 

Гог А =  гк ±  гук , к ±  1, ±  2, . . . ,  чуЬеге

1/2 1/2

1.е., /5 тау Ье сЬозеп ециа1 ю г х — е Гог агЫ1гагу зиШаепйу 5та11 уа1иез оГ 

е >  0, — у = г  _  I  +  с . \Уе Ьауе г х =  г х (  у )  - *  «> Гог в  =  апй у - »  0 ; г х (  у )  - »  1 Гог 
у -  ® , апй г х (0.1)  =  25.569, г х (0.5 ) =  5.526, г1( 1 )  =  3.032, г х (2  ) =  1.804. ТЫз 
рошгз ю Ы{»Ь ассигасу оГ (Ье аЬоуе-оЫатей ехрапыопз Гог 8ша11 V.

ТЪе соеГйаетз оГ 1Ье ехрапзюпз Ьеге сап Ье са1си1а1ей и$ш§ ге1аИоп (3) (шс1ийш§ 
1Ье сазе оГ в *  в1 ).

Ье1 из арр1у гЬе аЬоуе сопзШегагюпз ю 1Ье ехрапзюпз Гог г,- ( Т ь )  сопшпей ш 

СогоПагу 1. 11 \иаз зшей т  [15] 1Ьа( т  оиг сазе

Я г - Ч 2 ~ 3 - ехР( 6 2 - в г У

Мгеге Ф 13 №е згапйагй погта! ШзгпЬиЦоп Гипсйоп. Е>епо1е (Ье ехресшюп Ьу

о =  -  Е *  VI =
Ф г - Ъ Г ; гЬеп В а,т}г =  2а, апй яте оЬшп Ггот (3) 1Ье ГоШжте ге!аИопз:

т (1  ^
(Ьеге г (А ) =  1 — Е ^ е * 4*). То йпй  ̂^ , по1е 1Ьа( Гог т  *  1 гЬе <Из1пЬииоп оГ 1Ье 

гапйот уапаЫе 13 к1епИса1 ю Шаг оГ т]х Гог т — <*>. Непсе, г ( А ) *

я  1 -  Е ! е ~ =  г ( А ) .  Оп йгс о1Ьег Ьапй,

1 - Е ^ - ^  =  г ( 1 - А ) = г + ( 1 - А ) г _ ( 1 - А ) = г + ( А ) г _ ( А ) ,
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1.е., г;!;( А )  =  г _ ( 1 - А )  апй

г _ ( 1 ) г+ ( 0)

Ехашр1е  2. Ьег

г . ( 1 )  г , ( 0 ) '

20)
„ г  . „ г  
°1 а2 ’

2 2
2 1 2 "" 1̂гЪеп т]к = ах% +  1п в , \уЬеге а  = -----^—г  > б =  ~ 2  - Зиррозе гЬаг 1йе оЪзел/агюш Ьауе

2 а2 а1

погта1 (НзгпЬигюп \уйЪ рагатегегз ( 0 ,а  ) ,  гЬеп

Е е я’7» =  0А/2(1 -2аАст2) - 1 / 2

о 1
Ьег ст Ье зисЪ 1йа1 Е ^ 1 =  а о  +  ^ [ п в  <  0.  \уе туезг^аге 1йе 9 иезгюп \уйегЬег гЬе

е^иа^^оп 1 -  2а Ха * — 0Л =  0 Ъаз сотр1ех гоогз. ОепоИщ; * =  в Ке>, г =  -  1т А 1п в , 

а =  — 2 а о 2/ 1пв, у/е оЬгат гЬе зузгет

{ 2 С0 8 Г =  1 +  а  1п 2 
г  з т I =  а.1

апй айег гЬаг гЬе ециагюп

а 1С1%1 =  1 +  а  1п дГ
8т I

чуЫсЬ Ъаз ап шсгеазш2> зециепсе оГ гоогз гл е  (2к п ,  2кл +  п/2 ) ,  к >  1. 5шсе 

2л * ( 1 п 0 ) - 1 1п 1к /зш 1к ̂  < 0 ,  \уе сап сЬоозе — у = 21 + е  Гог ап агЬкгагу 8та11 

питЬег е >  0 апй зег /3 =  ( 2а а 2 )  ~ 1 -  е . Ьег о  =  о г . 1г 15 еазу ю 8ее гЬаг 

уЗ -* оо , у  -* оо Гог а 2/ а 2 - *  1 . Ьег из са1си1аге гЬе 9иапгШез т  гЬе ехрапзюпз Гог 

г,- ( Ть ) .  Риг 1 - г ( А )  =  Е <я аз аЪоуе. ТЬеп гЬе ге!а(юп

г+ (0 )  =  ехр
00 00 

-  2 ^ Р » ( У " > 0 )  = еХР -  X  ^ С п ( п я 1 - “ )
п *  1 п *  1

Го11о>у$ Й'огп (3); \уе ше пошюпз

° ” ( у4’В ) -  ^  2 "/2 Г ( л/2) 2а ст,

Риг г ( А )  =  1 — Е а , гЬеп г± ( А -  1 ) =  г± (Л ) апй 

~ г +  ( 1 )  =  — г+ ( 0 )  =  -  =  Е ! » ? ! ехр
' • - (О ) п -  1
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=  ( а а 22 +  ^ )  ехр| 2 Д с и ( ° , и в 2)

с1ете т  а 81гш1аг \уау Ше ехрге$$юп$

ТЬегеГоге,

г _ ( 1 ) =  г _ ( 0 ) е х р | -  2 Д с п (0 ,л а2)

г : ( 0 )  = ^ )  = _  ( ас712 + 11г ) ехр

« 1 = ( а а 2 + т ]  еХР 2  И 1 С п ( л а 2 » л а 1 ) - Ч  
V / л »  1

 ̂ 2 , 1п 0 \ / 2 ,1п 0 \ ~ 1 
Яг -  -  Ч\ \а о 2 +  I I а  а1 +  I «

Г+ ( Д ) _  1 Л „  / V  с- Л. \
Т̂ Г^ ~  Л г п { > Р “ (У" е ^ ' )

00  ̂ ^

=  2  I а а 12 с п + 2 ( иа1 . 00) + ^ с п ( па1*“ ) I *

Ф )
_ М 1 > _  Г - ( 0 )  I I »

“ 2  [ в о 2 <- ' л + 2 ( 0 ' по2)  +  ^ 3 ^ и ( 0 * паг )1  ■

ТЬе са1си1апоп5 Гог Ше сазе оГ ехропеп1ш1 ШзиПшИопз Р; аге 8Ш1р1ег (зее [15]). 
ТЬе ге$и11$ оЫашей Ьеге сап Ье шей а1$о «гЬеп Ше ехрИск Гогт оГ Ше (ИзтЬийопз 

Р 1 апй Р2 18 ипкподуп.
Ьес, е.§., Ше оЪ$егуаиоп5 Ье погтаЛу (Ш1пЪи1е<1 «лШ гего теап апб ипкпо^  

уапапсе а 2; язвите Ша1 Ше 1аИег 15 кпо\Уп (о зайзГу Ше шециаЦЦез а 2 <  а 2 ЪеГоге 

Ше сЬап§е т  (ИзтЪиПоп апб о 2 ^  ст2 аЙег Ша1 (иаШ о 2 <  ст2 ).\Уе зЬа11 сопзггисг

ргосезз (1) ипбег Шезе сопбШопз изт§ Ше ехггете рошсз о 2 апб ст2 аз т  Ехатр1е 2
аЬоуе. ТЪеп Ше ехресшюпз 5а11$Гу Ше шециаШу Е „ Ть г  Е Ть (ог а <  ^ , ш =  » ,

апй Е д Ть <  Е 0г Ть Гог ст ^  ст2, т =  1 (Ше ехресшюп 8утЬо1з аге тсЗехей Ьеге Ьу Ше

рагате1ег уа1иез). ТЬе шециа1Шез ГоШдо Ггот а ГаМу 8Шф1е аг§итем. 1Г Ше гапйот 
уапаЫе Т  15 §епега(е<1 Ьу Ше зециепсе { $к } аз т  Зесиоп 2, Т ' 15 8иш1аг1у йегегтшей

Ьу | %к }, апй $к =  А%к +  В , Шеп Т ' <  Т  \упЬ ргоЪаЬШгу опе Гог А  >  1, В г О ,  апй 

Г ' ^ Г Г о г О < > 4 < 1 ,  В < 0. \Уе Ьауе т  оиг сазе
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аСТ;21^ -  +  2 1пб
а 2
~ Т -  1 1п0 

2 •

ТЬе зкиагюп \уЬеп И 15 1Ье шеап уа1ие оГ гЬе погта1 «ИзгпЬигюп гЬаг сЬап^ез сап 
Ье соп81«1еге<] т  а ытПаг \уау.

5. РКООГ8 ОЕ ТНЕ ТНЕОКЕМ8

\*/е за11 Ьауе го ргоуе гЬе Ъазю гези1г, ТЬеогет 1, апй ргезет 115 тойШсагюп \уЫсЬ 
ипрПез ТЬеогет 4. Ьег гЬе сотШюпз оГ ТЬеогет 1 Ье за11збе<1. СопзШег гЬе Гипсиопз

С 1 ( А )  =  Е ( еЯ5А ' ; 5 ^ < 0 ) ,  С 2( А )  =  Е ( е и « ; 5 К ъ Ь ) .

ТЬеу заиз^у гЬе Иепгшез (зее [12])

0 1( Х ) ш А е ( Х ) - А 0 2 ( Х ) ,

С 2( А )  =  Ве ( А ) - В С 1( А ) ,
(17)

™Ьеге е ( А ) =  1. ТЬе орегагогз А  апй В  аге с1ейпей ш гЬе Го11о\йп§ ^ау. Рог апу Гипсйоп 
$ ( А )  ™ЫсЬ сап Ье гергезетей, Гог зоте А е (0 ,  ц ) ,  аз гЬе тге§га1

* ( А ) -  ] е хУ<1С{у) ,  ] е хУ \ й С ( у ) \ <  оо, (18)

\уе риг

^ ( А )  =  г _ ( А ) [ г Г 1( А ) ? ( А ) ] ( - ев’° ) ,

В ? ( А ) = г + ( А ) [ г - 1( А ) ? ( А ) ] ^ ’в0) ,  

™Ьеге ^е изе гЬе погапоп

] е хУ а в ( у )
х>

=  /  еХуа С ( у ) ,  1 ) С К .  
X)

(19)

ТЪе Гипсгюпз г± 1 (А ) а11оу/ опе го оЫаш гергезепгаиопз оГ гуре (18) т  гЬе згпр 

О < К.еА <  я ипйег сопйтопз I— V ($ее [17]). Могеоуег, гЬе Гасгопгапоп ^иаПгу 
г ( А ) = г + ( А ) г _ ( А )  Ьо1й8 Гог —у <  К.е А <  /3 , апй г+ ( ^ )  =  г _ ( 0 )  =  0. ТЬегеГоге

00
1 е ЧУР ( х +  е<1у,т]+ <  во) =  1,
+ о

апй ^е сап шггойисе а гапйот уапаЫе 2; у/Ьозе йшпЬигюп 13 Р(2; е ф )  =  

=  е®,Р (Х+  е ф , т ] + <  оо). Оепоге у>(А) =  Е е ^ .  ТЬеп

^ + 1(А> =  ( 1 - ^ ( А - 9 ) ) - 1=  ] е (-Х~ ^ а К { у ) ,
о

(20)
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жЬеге К 15 гЬе гепем/а1 Гипсгюп согге5ропйт§ го гЬе гапйот уапаЫе ^ - У/е сап изе 
ГипЬег гЬе гЬеогет оп гЬе азутргогкх оГ гЬе гепежа! Гипсгюп [18] жЫсЬ а55е т  ипйег 
оиг сопйшопз гЬаг, Гог у

Д ( у )  = К ( у )  - ^ - Щ %  =  ° ( е { ч ~ Р)1У) '  Уаг Д ( 0  =  о ( « ( * ^ ) ' (21)

Рог апу Гипсгюп # $а1Ыут|; (18) апй ро55е$$ш§ гЬе ргорепу # (А  ) =  [ # ( А  ) ]  ̂“  “  ,01 
же йейисе гЬе ге!агюп

^ ( А )  =  г+ (А )

г ( А Л о ( а  \ ® , + 0
- * • ■ , . . .  :  + г + ( А)  ^ е ^ - ^ У й у  / ^ ' Д ( у - г ) < * С ( г ) .  (22) 

М ? ) ( А - < ? )  ь - »

\Уе оЬгаш т  а ытПаг жау ако гЬе ециаИгу

^ ( Я )  =  - ~- (Яг) ^ + г - ( А )  } е * 0 у  / д  1( у - г ) Л З ( » )
( "  ) -ев 0

(23)

Гог апу Гипсгюп # 5ашГуш|> (18) апй роззеввш  ̂ гЬе ргорепу

8 ' ( А ) - [ у ( А ) ] * 0- - ) ;

Ьеге Уаг^_  «, _ * }  Д! ( у )  =  о ( е _>!Г) , х -* *  . Могеоуег, Ггот гЬе йеГшШоп оГ гЪе 
орегагог А  и ГоИожз гЬаг

А е { Х )  =  \ - р г _ { к ) ,  (24)

жЬеге р  =  ( 1 -  Р ( * _  =  0 ) )  “ 1.
11$те гергезепгагюпз (22)— (24) т  (17) же оЬгаш ШепгШез Гог ^ 1 ( X )  апй 

(22 ( А ) ,  Ьиг гЬе & т  оГ гЪет жШ сопгаш гЬе ипкпожп циапг̂ гу 0 2 ( 0 )  ш 115 п^Ьг-Ьапй 
5«йе, апй гЬе весопй опе жШ сопгат СЬ (<?) .То йпй гЬезе циапгШез риг А =  <7 т  гЪе 
Пгзг 1йеппгу апй А =  0 т  гЬе весопй опе. 8оМп§ гЬе гезикт^ зуЯет оГ ециагют же 
оЫаш гЬе Го11ожт|» азутргогк: гергезепгагюш Гог гЬе Гипсгюш 0,{ :

Й !  ( А )  =  1 — р т -  ( А )  —
' ■ - (А )

Х г _ (  0 )
Рг-  (?>?!< 

1 ~Ч\Чг
1 - Г + о ( е - е ь )  +  о ( е - ^ + ?У>)

+  г _ ( А )  / ^ ^ ( у ) , (25)
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ОС

+  М * )  ] е ^ - ^ а к 2( у ) , (26)
ь

\уЬеге

Уаг Л, (? )  =  о ( е ~ г х ~ ^  + ^ ь )  , Уаг К2 { у )  =  о ( е ^ ~ р ) х )
ев — г 1 ' • 1г во Ч ' '

Гог л: ■* оо. 1пуепт§ Ше таш 1егтз оГ (25) апй (26) улШ гевресг ю А \уе оЫаш Ше 
азутрюйс гергезепшюпз (6) апй (7). ТЬеогет 1 15 ргоуей.

Ргоо/ оГ ТЬеогет 4 в сагпес! о т  8йш1аг1у «лШ еуйеш тосИПсаиопз сашес! Ьу 1Ье 
гер1асетепг оГ Ше т1егуа1 [ 0, Ь ) у/пЬ Ше тгегуа1 ( -  Ь , 0 ] .  ^ е  ргезеп! Ьеге оп1у Ше 
азутрюйс гергекепшюпз Гог Ьар1асе— $йеК]е5 ггагаГогтв. Эепоге
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