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Abstract. In this paper, we study the problem of equilibrium of a
two-dimensional elastic body containing two contacting thin inclusions.
One of the inclusions is elastic and is modeled within the Timoshenko
beam theory. The other inclusion is rigid and is characterized by a given
structure of displacement functions. The inclusions intersect, forming a
T-shaped system in an elastic matrix. Two cases of junction are considered:
in the absence of a connection between the inclusions and for the case of
perfect adhesion between them. It is assumed that the elastic inclusion
delaminates from the elastic matrix forming a crack. Due to the presence
of a crack, the elastic body occupies a domain with a cut, while on the
cut edges, as on a part of the boundary, boundary conditions of the
form of inequalities are set. The problem is posed as a variational one,
and a complete di�erential formulation in the form of a boundary value
problem is also obtained, including the junction conditions at a common
point of inclusions. The equivalence of the variational and di�erential
formulations of the problem is proved under the condition of su�cient
smoothness of the solutions.

Keywords: variational inequality, Timoshenko inclusion, thin elastic
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1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà ñîïðÿæåíèÿ òîíêèõ âêëþ÷åíèé â óïðóãîì òåëå ÿâëÿåòñÿ àêòó-
àëüíîé êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðèëîæåíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòîâ ñ òîíêèìè õà-
îòè÷íî ðàñïîëîæåííûìè êîðîòêèìè âîëîêíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå êîíöåíòðàöèè
íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå âáëèçè òîíêèõ âêëþ÷åíèé, îñëîæíåíû ïðîáëåìîé
êîíòàêòà ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè, à òàêæå èõ âîçìîæíûì îòñëîåíèåì îò óïðóãîé
ìàòðèöû. Âñëåäñòâèå ýòîãî, çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ òîíêèõ âêëþ÷åíèé òðåáóþò
êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè è äåòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè
âûáîðå ìîäåëè òàêæå èìååò ó÷åò ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
âêëþ÷åíèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îðòîãîíàëüíîì Ò-îáðàçíîì
ñîïðÿæåíèè äâóõ òîíêèõ âêëþ÷åíèé. Îäíî èç âêëþ÷åíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðó-
ãèì è ìîäåëèðóåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè áàëîê Òèìîøåíêî, à äðóãîå ÿâëÿåòñÿ
òîíêèì æåñòêèì. Äëÿ îïèñàíèÿ æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ èñïîëüçîâàí ïîäõîä, ïðè
êîòîðîì íà ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé âêëþ÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ
ñòðóêòóðíîãî õàðàêòåðà. Äàííûå îãðàíè÷åíèÿ çàäàþò âèä ôóíêöèé è ïðåäïè-
ñûâàþò íàëè÷èå ïåðåìåùåíèé òèïà ïîâîðîòà è òðàíñëÿöèè, óêàçàííûé ïîäõîä
èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1]-[5]. Ïðèìåðû çàäà÷ äëÿ ìîäåëåé óïðóãèõ
âêëþ÷åíèé òèïà Òèìîøåíêî ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [6]-[11], â òîì ÷èñëå, â íèõ
ðàññìîòðåíû çàäà÷è î êîíöåâîì ñîïðÿæåíèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíû äâà
ñëó÷àÿ Ò-îáðàçíîãî ñîïðÿæåíèÿ âêëþ÷åíèé: ïðè îòñóòñòâèè ñîåäèíåíèÿ â îá-
ùåé òî÷êå è äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî ñöåïëåíèÿ ìåæäó íèìè. Îäíîé èç öåëåé
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà äëÿ
êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ. Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ñðàâíèâàëèñü ñ èç-
âåñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ áàëîê è ñòåðæíåé, à òàêæå ñ
óñëîâèÿìè, õàðàêòåðíûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ äåôåêòîâ áàëîê, òàêèõ, êàê òðåùèíû
è ðàçðåçû [12]-[17].

Îòñëîåíèå âêëþ÷åíèÿ Òèìîøåíêî â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ìîäåëèðóåò-
ñÿ êàê òðåùèíà, íà îäíîì èç áåðåãîâ êîòîðîé ïðèêðåïëåíî òîíêîå âêëþ÷åíèå.
Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ î òðåùèíå ñ ëèíåéíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè íà åå áåðåãàõ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ôèçè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâûì ÿâëåíèÿì,
íàïðèìåð, âçàèìíîìó ïðîíèêàíèþ òî÷åê ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû,
îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ ìîæíî íàéòè âî ââåäåíèè ðàáîòû [18]. Â íàñòîÿùåé
ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé íà áåðåãàõ òðåùèíû çàäàþòñÿ êðàåâûå
óñëîâèÿ òèïà íåðàâåíñòâ, èñêëþ÷àþùèå ïîäîáíîå âçàèìíîå ïðîíèêàíèå. Íåëè-
íåéíîñòü äàííîãî âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèâëå-
÷åíèÿ ìåòîäîâ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ çà-
äà÷. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷åí ïîëíûé âèä êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äâóõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ñîïðÿæåíèÿ è ïîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíàÿ è
âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêè ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû-
ìè.

Çàäà÷è î Ò-îáðàçíûõ ñîïðÿæåíèÿõ âêëþ÷åíèé Áåðíóëëè-Ýéëåðà è òîíêèõ
æåñòêèõ âêëþ÷åíèé â äâóìåðíîì óïðóãîì òåëå ðàññìîòðåíû â [19], [20]. Ôîð-
ìóëèðîâêè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ î òðåùèíàõ è îñíîâíûå ïîäõîäû äëÿ èõ èçó÷å-
íèÿ ïîäðîáíî èçëîæåíû â [21] -[22]. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì
è äëÿ çàäà÷ î ðàâíîâåñèè íåóïðóãèõ òåë ñ òðåùèíàìè [23]-[27], à òàêæå ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
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äëÿ ìîäåëè îäíîãî âêëþ÷åíèÿ Òèìîøåíêî ìîæíî íàéòè â [28]. Òîíêèå æåñòêèå
âêëþ÷åíèÿ, êàê êîíöåíòðàòîðû íàïðÿæåíèé â óïðóãèõ òåëàõ, èçó÷àëèñü òàêæå
â [29]-[30]. Âîïðîñû âçàèìîâëèÿíèÿ æåñòêèõ ëèíåéíûõ âêëþ÷åíèé è òðåùèí â
óïðóãîì òåëå â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñ ëèíåéíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèè [31]. Íåêîòîðûå áîëåå îáùèå ïðèìåðû çàäà÷ ñîïðÿ-
æåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èõ èññëåäîâàíèÿ, à òàêæå èçó÷åíèå ñâîéñòâ èõ
ðåøåíèé ìîæíî íàéòè â [32], [33].

2. Ñîïðÿæåíèå òîíêèõ âêëþ÷åíèé â äâóìåðíîì óïðóãîì òåëå

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R2 ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ, ïðè
ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: Γ = Γ̄D ∪ Γ̄N , ãäå
ΓD ∩ ΓN = ∅. Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç n. Â îáëàñòè Ω
ðàññìîòðèì ïåðåñåêàþùèåñÿ ëèíèè γ è γr, ãäå γ = γ1∪γ2∪{(0, 0)}, γ1 = (−1, 0)×
{0}, γ2 = (0, 1) × {0}; γr - ãëàäêàÿ êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ïîëíîñòüþ
ëåæàùàÿ â îáëàñòè Ω. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé äëÿ
γr, êðîìå òîãî, (γ̄ ∪ γ̄r) ⊂ Ω. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ îáëàñòè ñ ðàçðåçîì:
Ωc = Ω \ (γ̄ ∪ γ̄r) (ðèñ.1).

Îáëàñòü Ωc çàäàåò ôîðìó äâóìåðíîãî òåëà èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ëèíèè γ
è γr ñîîòâåòñòâóþò äâóì ñîïðÿãàþùèìñÿ âêëþ÷åíèÿì. Ïîñêîëüêó òî÷êà ñîïðÿ-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ âêëþ÷åíèÿ γ, òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò
îòäåëüíûå ÷àñòè γ1 è γ2 äëÿ ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê îòäåëüíûå âêëþ÷åíèÿ, ñîåäèíåííûå ìåæäó ñîáîé. Òåëî æåñòêî çà-
êðåïëåíî ïî êðàþ âäîëü êðèâîé ΓD è èñïûòûâàåò âíåøíèå íàãðóçêè íà ΓN .

Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî îáëàñòü Ωc ñ ïîìîùüþ êðèâûõ Σ è S ìîæåò áûòü ðàçáèòà
íà ïîäîáëàñòè ΩI , I = 0, 1, 2 ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ: γ ⊂ Σ, γr ⊂ S, (0, 0) ∈ ∂S, meas(∂ΩI ∩ ΓD) > 0, I =
0, 1, 2. Åäèíè÷íûå âåêòîðû íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê Σ è S îáîçíà÷èì ÷åðåç
ν = (ν1, ν2) è τ = (ν2,−ν1). Çàìåòèì, ÷òî ν = (0, 1), τ = (1, 0) íà γ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âêëþ÷åíèå γ îòñëàèâàåòñÿ îò óïðóãîé ìàòðèöû ñ îáðà-
çîâàíèåì òðåùèíû. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà òðåùèíû òàêæå çàäàíà ëèíèåé γ.
Ïðè ýòîì ðàçðåç, ñîîòâåòñòâóþùèé òðåùèíå, èìååò äâà áåðåãà γ+ è γ−, ãäå
γ+ ⊂ ∂Ω0, γ

− ⊂ (∂Ω1 ∪ ∂Ω2). Îòñëàèâàÿñü îò âåðõíåãî áåðåãà òðåùèíû, âêëþ-
÷åíèå γ îñòàåòñÿ ïðèêðåïëåííûì ê íèæíåìó. Òîíêîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå γr íå
èìååò îòñëîåíèé.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ u = (u1, u2) çàäàåò ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê òåëà Ωc, ïðè
ýòîì ui ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèÿì âäîëü îñè xi, i = 1, 2. Äëÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà äåôîðìàöèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé òåëà ââåäåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

εij(u) =
1

2
(ui,j + uj, i) , i, j = 1, 2, σij = aijklεkl, i, j, k, l = 1, 2,

ãäå ξ,j = ∂ξ
∂xj

. Êîýôôèöèåíòû aijkl = aijkl(x), i, j, k, l = 1, 2 - êîìïîíåíòû òåí-

çîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè A, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

aijkl = ajikl = aklij ,

aijklξklξij ≥ c0|ξ|2, ∀ξij = ξji,

ãäå c0 - ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âñþäó â òåêñòå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåê-
ñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Òîíêîå óïðóãîå âêëþ÷åíèå γ, à òàêæå êàæäàÿ èç åãî ÷àñòåé γ1, γ2, ìîäåëèðó-
þòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè òîíêîé áàëêè Òèìîøåíêî. Äëÿ îïèñàíèÿ äàííîé ìîäåëè
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Ðèñ. 1. Ò-îáðàçíîå
ñîïðÿæåíèå òîíêî-
ãî æåñòêîãî âêëþ-
÷åíèÿ γr è âêëþ÷å-
íèÿ Òèìîøåíêî γ

Ðèñ. 2. Ðàçáèåíèå íà
ïîäîáëàñòè Ω0, Ω1, Ω2

ñ ïîìîùüþ êðèâûõ Σ è
S

âêëþ÷åíèÿ ââåäåì íà γ(I) âåêòîð-ôóíêöèè ψ(I) = (w(I), v(I), φ(I)), I = 1, 2, ãäå
w(I) è v(I) - ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê âêëþ÷åíèÿ γI âäîëü îñåé x1 è x2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, φ(I) - óãîë ïîâîðîòà íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ γI . Â äàëüíåéøåì âñå ôóíêöèè,
çàäàííûå íà γ1, γ2, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé x1.
Ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèå γ îòñëàèâàåòñÿ îò óïðóãîé ìàòðèöû ñ îáðàçîâàíèåì òðå-
ùèíû, òî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãàõ ðàçðåçà γ ìîãóò íå
ñîâïàäàòü. Äëÿ çíà÷åíèé íåêîòîðîé ôóíêöèè ξ íà áåðåãàõ γ+ è γ− ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ ñ âåðõíèì èíäåêñîì: ξ+ è ξ−, òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêà÷êà
ôóíêöèè íà áåðåãàõ ðàçðåçà: [ξ] = ξ+ − ξ−. Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå áóäåò
èñïîëüçîâàíî è äëÿ ñêà÷êà íà γr. Âêëþ÷åíèå Òèìîøåíêî îòñëàèâàåòñÿ îò áå-
ðåãà γ+ è ïðèêðåïëåíî ê áåðåãó γ−, ïîýòîìó íà γ− çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñêëåéêè
ïåðåìåùåíèé òî÷åê òåëà è âêëþ÷åíèÿ: u−1 = w(I), u−2 = v(I) íà γI , I = 1, 2.
Æåñòêîå âêëþ÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íà γr âåêòîð-ôóíêöèÿ ïåðåìåùåíèé u ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ρ0

ïðîñòðàíñòâà æåñòêèõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, èìåþùåãî âèä

R(γr) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = b(−x2, x1) + (c1, c2), (x1, x2) ∈ γr}.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ òî÷åê γr âîçìîæíû òîëüêî ïåðåìåùå-
íèÿ òèïà ïåðåíîñà è ïîâîðîòà.

3. Çàäà÷à ñ èçëîìîì ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óïðóãîå è æåñòêîå âêëþ÷åíèÿ êîí-
òàêòèðóþò â òî÷êå (0, 0) â îòñóòñòâèè ñîåäèíåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ìåæ-
äó âêëþ÷åíèÿìè γ è γr íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Ïðè ýòîì ôèêñèðóåòñÿ
óãîë ìåæäó ÷àñòÿìè γ1 è γ2, ïîñêîëüêó îíè ñîñòàâëÿþò åäèíîå âêëþ÷åíèå γ.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

χ = (u, ψ(1), ψ(2)), H1
ΓD

(Ωc)
2 = {u ∈ H1(Ωc)

2 |u = 0 íà ΓD},
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è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî:

H = {χ |u ∈ H1
ΓD

(Ωc)
2, ψ(I) ∈ H1(γI)

3,

u−1 = w(I), u−2 = v(I) íà γI , I = 1, 2; u|γr ∈ R(γr)}.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

K = {χ ∈ H | [u]ν ≥ 0 íà γ, φ(1)(0) = φ(2)(0)}.

Íåðàâåíñòâî [u]ν ≥ 0 çàäàíî íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ωc, à èìåííî íà áå-
ðåãàõ ðàçðåçà γ. Äàííîå îãðàíè÷åíèå èñêëþ÷àåò âçàèìíîå ïðîíèêàíèå òî÷åê
ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû äðóã â äðóãà è íîñèò íàçâàíèå óñëîâèÿ
íåïðîíèêàíèÿ. Âòîðîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà K çàäàåò ðàâåíñòâî
óãëîâ ïîâîðîòà äëÿ γ1 è γ2 â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ, ïîñêîëüêó γ1 è γ2 ñîåäèíåíû
â åäèíîå öåëîå âêëþ÷åíèå γ. Çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ äâóìåðíîãî óïðóãîãî òåëà ñ
äâóìÿ âêëþ÷åíèÿìè, îäíî èç êîòîðûõ èìååò îòñëîåíèå, ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

Π(χ) =
1

2

∫
Ωc

σ(u)ε(u) dx−
∫
ΓN

fu ds+

+
1

2

2∑
I=1

∫
γI

(
(w

(I)
,1 )2 + (φ

(I)
,1 )2 + (v

(I)
,1 + φ(I))2

)
ds

íà ìíîæåñòâå K. Çäåñü ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå σ(u)ε(u) = σij(u)εij(u), i, j = 1, 2;
f = (f1, f2) - ôóíêöèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê, äåéñòâóþùèõ íà ΓN . Ïîñêîëüêó íà-
ëè÷èå óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è, òî êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû ê åå èññëåäîâàíèþ íå ïðèìåíèìû. Èçó÷åíèå çàäà÷
î òðåùèíàõ ñ àíàëîãè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå
ìåòîäà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûé ïîäðîáíî èçëîæåí â ìîíîãðàôèÿõ
[21], [23]. Ïðèìåíåíèå äàííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì îá îòñëîèâøèõñÿ âêëþ÷åíè-
ÿõ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íåêîòîðûå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ
[1]-[7].

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ψ = (w, v, φ), ψ̄ = (w̄, v̄, φ̄) ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå áèëèíåéíóþ ôîðìó

Φ(ψ, ψ̄) = w,1w̄,1 + φ,1φ̄,1 + (v,1 + φ)(v̄,1 + φ̄).

Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè ìîæíî âûïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

Π(χ) =
1

2

∫
Ωc

σ(u)ε(u) dx−
∫
ΓN

fu ds+
1

2

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ(I)) ds.

Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàéòè ýëå-
ìåíò χ ∈ K, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó Π íà ìíîæåñòâå K:

Π(χ) = inf
χ̄∈K

Π(χ̄).(1)
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Ñëåäóÿ [1], [6], ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäàííûõ f ∈ L2(Ωc)
2, aijkl ∈ L∞(Ω),

i, j, k, l = 1, 2, çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âàðè-
àöèîííîìó íåðàâåíñòâó

(2) χ ∈ K,

∫
Ωc

σ(u)ε(ū− u) dx+

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ̄(I) − ψ(I)) ds ≥

≥
∫
ΓN

f(ū− u)ds, ∀χ̄ = (ū, ψ̄(1), ψ̄(2)) ∈ K.

Öåëüþ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìóëèðîâêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ è äîêàçàòåëüñòâî åå ýê-
âèâàëåíòíîñòè âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïðåäïîëàãàòü äî-
ñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèé çàäà÷è.

Ïóñòü èìååò ìåñòî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (2). Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

(3) χ ∈ K,

∫
Ωc

σ(u)ε(ū− u) dx+

2∑
I=1

∫
γI

(
w

(I)
,1 (w̄

(I)
,1 − w

(I)
,1 )+

+ φ
(I)
,1 (φ̄

(I)
,1 − φ

(I)
,1 ) + (v

(I)
,1 + φ(I))(v̄

(I)
,1 + φ̄(I) − v

(I)
,1 − φ(I))

)
ds ≥

≥
∫
ΓN

f(ū− u)ds, ∀χ̄ = (ū, ψ̄(1), ψ̄(2)) ∈ K.

Âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ θ = (θ1, θ2) ∈ C∞
0 (Ωc)

2 è ïîäñòàâëÿÿ â (3)
ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà χ = (u ± θ, ψ(1), ψ(2)), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

div σ = 0 â Ωc, σ(u)n = f íà ΓN ,

ãäå σn = (σ1jnj , σ2jnj), j = 1, 2. Ïîäñòàâèì òåïåðü â (3) ïðîáíóþ ôóíêöèþ

âèäà χ = χ ± χ̃, ãäå ýëåìåíò χ̃ = (ũ, ψ̃(1), ψ̃(2)) ∈ K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
[ũ] = 0 íà γ. Áóäåì èìåòü∫

Ωc

σ(u)ε(ũ) dx+

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ̃(I)) ds =

∫
ΓN

f ũ ds.

Èíòåãðèðóÿ äàííîå ðàâåíñòâî ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûøå óðàâíåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé íà ΓD, ΓN , çàïèøåì

(4) −
2∑

I=1

(∫
γI

[στ (u)]ũ1 ds+

∫
γI

[σν(u)]ũ2 ds
)
+

∫
γr

[σ(u)ν]ρ̃ ds

)
−

−
2∑

I=1

(∫
γI

w
(I)
,11w̃

(I) ds+

∫
γI

(v
(I)
,11 + φ

(I)
,1 )ṽ(I) ds+

∫
γI

(φ
(I)
,11 − v

(I)
,1 − φ(I))φ̃(I) ds

)
+

+
(
w

(1)
,1 w̃

(1) + φ
(1)
,1 φ̃

(1) + (v
(1)
,1 + φ(1))ṽ(1)

)
|0−1+

+
(
w

(2)
,1 w̃

(2) + φ
(2)
,1 φ̃

(2) + (v
(2)
,1 + φ(2))ṽ(2)

)
|10 = 0,

ãäå σν = (σ1jνj , σ2jνj), σν = σijνjνi, στ = (σν)τ , i, j = 1, 2.
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Ïóñòü ũ = 0 íà γ±2 ∪γr, à òàêæå φ̃(I) = 0 íà γI , I = 1, 2. Òîãäà (4) ïåðåïèøåòñÿ
â âèäå

(5) −
∫
γ1

[στ (u)]ũ1 ds−
∫
γ1

[σν(u)]ũ2 ds−
∫
γ1

w
(1)
,11w̃

(1) ds−

−
∫
γ1

(v
(1)
,11 + φ

(1)
,1 )ṽ(1) ds−

∫
γ1

(φ
(1)
,11 − v

(1)
,1 − φ(1))φ̃(1) ds−

− (w
(1)
,1 w̃

(1))(−1)− (φ
(1)
,1 φ̃

(1))(−1)− ((v
(1)
,1 + φ(1))φ̃(1))(−1) = 0.

Îòñþäà, ïðåäïîëàãàÿ ũ2 = 0 íà γ+1 ; ṽ
(1) = φ̃(1) = 0 íà γ1, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−w(1)
,11 = [στ ] íà γ1

è óñëîâèå â îäíîé èç êîíöåâûõ òî÷åê âêëþ÷åíèÿ γ1 âèäà

w
(1)
,1 = 0 ïðè x1 = −1.

Âåðíåìñÿ ê (5). Âûáåðåì ïðîáíóþ ôóíêöèþ òàê, ÷òî φ̃(1) = 0 íà γ1. Ñ ó÷åòîì
óæå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
íà γ1 âûïîëíåíî óðàâíåíèå

−v(1),11 − φ
(1)
,1 = [σν ] íà γ1

è ãðàíè÷íîå óñëîâèå

v
(1)
,1 + φ(1) = 0 ïðè x1 = −1.

Òîãäà èç (5) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå óðàâíåíèå

−φ(1)
,11 + v

(1)
,1 + φ(1) = 0 íà γ1

è êðàåâîå óñëîâèå

φ
(1)
,1 = 0 ïðè x1 = −1.

Ïîëó÷åííûå íà γ1 ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè
áàëêè Òèìîøåíêî. Ðàññìîòðèì ñíîâà (4). Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî íà γ2 òàêæå âûïîëíåíû àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå
óñëîâèÿ â ãðàíè÷íîé òî÷êå x1 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(6) −
∫
γr

[σ(u)ν]ρ̃ ds+
(
w

(1)
,1 w̃

(1)
)
(0) +

(
φ
(1)
,1 φ̃

(1)
)
(0) +

(
(v

(1)
,1 + φ(1))ṽ(1)

)
(0)−

−
(
w

(2)
,1 w̃

(2)
)
(0)−

(
φ
(2)
,1 φ̃

(2)
)
(0)−

(
(v

(2)
,1 + φ(2))ṽ(2)

)
(0) = 0.

Ïðè ρ̃ = 0 íà âñåì γr îòñþäà ïîëó÷èì óñëîâèå

φ
(1)
,1 (0) = φ

(2)
,1 (0).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ èç (6) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå:

(7)

∫
γr

[σ(u)ν]ρ̃ ds =
(
w

(1)
,1 w̃

(1)
)
(0)−

(
w

(2)
,1 w̃

(2)
)
(0)+

+
(
(v

(1)
,1 + φ(1))ṽ(1)

)
(0)−

(
(v

(2)
,1 + φ(2))ṽ(2)

)
(0), ∀ρ̃ ∈ R(γr).
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Êðîìå òîãî, íà γ âûïîëíåí ñòàíäàðòíûé íàáîð êðàåâûõ óñëîâèé

[u]ν ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [u]ν = 0 íà γ.(8)

Äàííûå óñëîâèÿ îïèñûâàþò âîçìîæíûé êîíòàêò áåðåãîâ òðåùèíû, âêëþ÷àÿ
óñëîâèå èõ âçàèìíîãî íåïðîíèêàíèÿ (ïåðâîå èç ïðåäñòàâëåííûõ ñîîòíîøåíèé).
Óñëîâèÿ (8) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíûì ïóòåì, èçëîæåííûì ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå àíàëîãè÷íûõ òåîðåì äëÿ çàäà÷ îá îòñëîèâøåìñÿ âêëþ÷åíèè Òèìî-
øåíêî [6].

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäàííîé íà ΓN ôóíêöèè f = (f1, f2) âíåøíèõ íàãðóçîê
íàéòè â Ωc ïîëå ïåðåìåùåíèé u = (u1, u2) òî÷åê òåëà è òåíçîð íàïðÿæåíèé
σ = {σij(u)}, i, j = 1, 2, êðîìå òîãî íà γI íàéòè ôóíêöèè ψ

(I) = (w(I), v(I), φ(I)),
I = 1, 2, à òàêæå íà γr íàéòè ýëåìåíò ρ0 ∈ R(γr), òàêèå, ÷òî âûïîëíåíà ñëå-
äóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â îáëàñòè Ωc èìåþò ìåñòî
óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

div σ = 0 â Ωc,(9)

íà âíåøíåé ãðàíèöå çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

u = 0 íà ΓD, σ(u)n = f íà ΓN .(10)

Íà γ1 è γ2 âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè óïðó-
ãîé áàëêè Òèìîøåíêî:

−w(I)
,11 = [στ ], −v(I),11 − φ

(I)
,1 = [σν ], −φ(I)

,11 + v
(I)
,1 + φ(I) = 0 íà γI , I = 1, 2.(11)

Ñêà÷êè [σν ] è [στ ] íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
óðàâíåíèé (11) âûðàæàþò âîçäåéñòâèå íà áàëêó îêðóæàþùåé óïðóãîé ñðåäû.
Â êîíöåâûõ òî÷êàõ âêëþ÷åíèé γ1 è γ2, êðîìå òî÷êè ñîïðÿæåíèÿ (0, 0), âû-
ïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì ñâîáîäíûõ êîíöîâ
áàëêè:

w
(I)
,1 = v

(I)
,1 + φ(I) = φ

(I)
,1 = 0 ïðè x1 = (−1)I , I = 1, 2.(12)

Êðîìå òîãî, íà γ1, γ2 çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñêëåéêè ïåðåìåùåíèé òî÷åê óïðóãîãî
òåëà è âêëþ÷åíèé

u−1 = w(I), u−2 = v(I) íà γI , I = 1, 2.(13)

Íà γr ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé u óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì:

u = ρ0 íà γr, ρ0 ∈ R(γr).(14)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ρ0 ∈ R(γr) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåèçâåñòíûõ
çàäà÷è. Â òî÷êå (0, 0) âûïîëíåíû êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

w(1)(0) = w(2)(0) = ρ01(0); v
(1)(0) = v(2)(0) = ρ02(0); φ

(1)(0) = φ(2)(0),(15)

à òàêæå óñëîâèÿ íà èçãèáàþùèå ìîìåíòû óïðóãèõ âêëþ÷åíèé

φ
(1)
,1 (0) = φ

(2)
,1 (0).(16)

Óñëîâèÿ (15) îçíà÷àþò ñîâïàäåíèå â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ ïåðåìåùåíèé âñåõ âêëþ-
÷åíèé, à òàêæå óãëîâ ïîâîðîòà âêëþ÷åíèé γ1 è γ2. Óñëîâèå (16) ïîêàçûâàåò,
÷òî èçãèáàþùèå ìîìåíòû γ1 è γ2 òàêæå ñîâïàäàþò. Óãîë ïîâîðîòà γr íå ó÷àñò-
âóåò â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ (15), ïîñêîëüêó â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ γ è γr íåò
ñîåäèíåíèÿ ìåæäó ýòèìè âêëþ÷åíèÿìè. Ñëó÷àé èäåàëüíîãî ñöåïëåíèÿ ìåæäó



152 Ò.Ñ. Ïîïîâà

âêëþ÷åíèÿìè γ è γr ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû
ôóíêöèé èç R(γr), óñëîâèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû∫

γr

[σ1(u)] ds = w
(1)
,1 (0)− w

(2)
,1 (0);

∫
γr

[σ2(u)] ds = v
(2)
,1 (0)− v

(1)
,1 (0);(17)

∫
γr

(
[σ1(u)]x2 − [σ2(u)]x1

)
ds = 0,(18)

ãäå σ1, σ2 - êîìïîíåíòû âåêòîðà {σijνj}. Ñîîòíîøåíèÿ (17) è (18) ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèÿìè ðàâíîâåñèÿ òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, îíè âûðàæàþò ðàâåíñòâî
íóëþ ãëàâíîãî âåêòîðà ñèë è ãëàâíîãî âåêòîðà ìîìåíòîâ äëÿ γr.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (9)-(18) ñîñòàâëÿåò ïîëíóþ äèôôå-
ðåíöèàëüíóþ ïîñòàíîâêó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è î ðàâíîâåñèè äâóìåðíîãî
óïðóãîãî òåëà ñ óïðóãèì è æåñòêèì òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿ èçëîìà
ìåæäó íèìè.

Îáðàòíî, ïîëó÷èì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (3) èç êðàåâîé çàäà÷è (9)-(18).
Âîçüìåì χ ∈ K è óìíîæèì óðàâíåíèå (9) íà u−u, à óðàâíåíèÿ (11) - íà ýëåìåí-
òû w(I) −w(I), v(I) − v(I), φ(I) −φ(I), I = 1, 2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèíòåãðèðóåì
ïåðâîå èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïî Ωc, à îñòàëüíûå - ïî γ1, γ2, ïðîñóììèðóåì
èõ è ïîëó÷èì

−
∫
Ωc

div σ(u)(u− u) dx−
2∑

I=1

(∫
γI

(−w(I)
,11)(w

(I) − w(I)) ds+

+

∫
γI

(−v(I),11 − φ
(I)
,1 )(v(I) − v(I)) ds+

∫
γI

(−φ(I)
,11 + v

(I)
,1 + φ(I))(φ(I) − φ(I)) ds

)
=

=

2∑
I=1

(∫
γI

[στ (u)](w
(I) − w(I)) ds+

∫
γI

[σν(u)](v
(I) − v(I)) ds

)
.

Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (10),(12),(15), à òàê-
æå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K, ìîæåì çàïèñàòü

∫
Ωc

σ(u) ε(u− u) ds−
∫
ΓN

f(u− u) ds+

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ
(I) − ψ(I)) ds+

+

2∑
I=1

∫
γI

[σ(u)ν(ū− u)] ds+

∫
γr

[σ(u)ν(ū− u)] ds+

+
(
(w

(2)
,1 − w

(1)
,1 )(w̄(1) − w(1))

)
(0) +

(
(v

(2)
,1 − v

(1)
,1 )(v̄(1) − v(1))

)
(0)+

+
(
(φ

(2)
,1 − φ

(1)
,1 )(φ̄(1) − φ(1))

)
(0) =

=

2∑
I=1

∫
γI

(
[στ (u)](w̄

(I) − w(I)) + [σν(u)](v̄
(I) − v(I))

)
ds.
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Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ôóíêöèé èç R(γr), îòñþäà áóäåì èìåòü∫
Ωc

σ(u) ε(u− u) ds−
∫
ΓN

f(u− u) ds+

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ
(I) − ψ(I)) ds+

+

∫
γr

(
[στ (u)](b̄−b)x2+[στ (u)](c̄

1−c1)
)
ds+

∫
γr

(
[σν(u)](b̄−b)x1+[σν(u)](c̄

2−c2)
)
ds+

+
(
(w

(2)
,1 − w

(1)
,1 )(w̄(1) − w(1))

)
(0) +

(
(v

(2)
,1 − v

(1)
,1 )(v̄(1) − v(1))

)
(0)+

+
(
(φ

(2)
,1 − φ

(1)
,1 )(φ̄(1) − φ(1))

)
(0) =

=

2∑
I=1

∫
γI

(
[στ (u)](w̄

(I) − w(I)) + [σν(u)](v̄
(I) − v(I))

)
ds−

−
2∑

I=1

∫
γI

(
[στ (u)(ūτ − uτ )] + [σν(u)(ūν − uν)]

)
ds.

Òîãäà, áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì (16), (17),(18), ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä∫
Ωc

σ(u) ε(u− u) ds−
∫
ΓN

f(u− u) ds+

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ
(I) − ψ(I)) ds = L,

ãäå

L =

2∑
I=1

(∫
γI

[στ (u)](w̄
(I) − w(I)) ds+

∫
γI

[σν(u)](v
(I) − v(I)) ds−

−
∫
γI

[σν(u)(u− u)] ds

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (3) äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî L ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ â âûðàæåíèè äëÿ L óñëîâèÿ
(8), à òàêæå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ χ ∈ K ìîæíî ïåðåïèñàòü L â âèäå

L = −
∫
γ

σ+
τ (u)[u1 − u1] ds−

∫
γ

σ+
ν (u)[u2] ds+

∫
γ

σ+
ν (u)[u2] dx ≥ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (3).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (9)-(18) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (2)
ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèé.

4. Çàäà÷à îá èäåàëüíîì ñöåïëåíèè ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âêëþ÷åíèÿ γ è γr ñîåäèíåíû ìåæäó
ñîáîé â îáùåé òî÷êå â óñëîâèÿõ èäåàëüíîãî ñöåïëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ
óñëîâèå ðàâåíñòâà óãëîâ ïîâîðîòà äëÿ γ1, γ2 è γr. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì çàäà÷ó îá îäíîì òîíêîì Ò-îáðàçíîì âêëþ÷åíèè, ÷àñòü êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ óïðóãîé, à äðóãàÿ ÷àñòü - æåñòêîé.
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Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

K1 = {χ ∈ H | [u]ν ≥ 0 íà γ; φ(1)(0) = φ(2)(0) = −ρ1,2(0, 0)}.

Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàéòè ýëåìåíò χ ∈ K1,
äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó Π íà ìíîæåñòâå K, òî åñòü

Π(χ) = inf
χ̄∈K1

Π(χ̄).(19)

Çàäà÷à (19) òàêæå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîìó íåðà-
âåíñòâó

(20) χ ∈ K1,

∫
Ωc

σ(u)ε(ū− u) dx+

2∑
I=1

∫
γI

Φ(ψ(I), ψ̄(I) − ψ(I)) ds ≥

≥
∫
ΓN

f(ū− u)ds, ∀χ̄ = (ū, ψ̄(1), ψ̄(2)) ∈ K1.

Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíóþ ïîñòàíîâêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âàðèàöèîííîìó
íåðàâåíñòâó (20).

Âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ θ = (θ1, θ2) ∈ C∞
0 (Ωc)

2 è ïîäñòàâëÿÿ â (20)
ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà χ = (u±θ, ψ(1), ψ(2)), ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî â Ωc âûïîë-
íåíî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9) è âòîðîå èç óñëîâèé (10). Ïîäñòàâèì òåïåðü â

(20) ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà χ = χ± χ̃, ãäå ýëåìåíò χ̃ = (ũ, ψ̃(1), ψ̃(2)) ∈ K1, òà-
êîé, ÷òî [ũ] = 0 íà γ. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ìîæíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèé (11) è óñëîâèé (12).
Ñ ó÷åòîì ýòèõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå âèäà

(21) −
∫
γr

[σ(u)ν]ρ̃ ds+
(
w

(1)
,1 w̃

(1)
)
(0) +

(
φ
(1)
,1 φ̃

(1)
)
(0) +

(
(v

(1)
,1 + φ(1))ṽ(1)

)
(0)−

−
(
w

(2)
,1 w̃

(2)
)
(0)−

(
φ
(2)
,1 φ̃

(2)
)
(0)−

(
(v

(2)
,1 + φ(2))ṽ(2)

)
(0) = 0.

Ïóñòü ρ̃ = (−b̃x2 + c̃1, b̃x1 + c̃2). Âûáåðåì ρ̃ òàêèì, ÷òî ρ̃2 = 0, ò.å. b̃ = c̃2 = 0.

Òîãäà ρ̃ = (c̃1, 0) è ρ̃2 = ṽ(1)(0) = ṽ(2)(0) = 0, b̃ = φ̃(1) = φ̃(2) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷èì, ÷òî ∫

γr

[
σ1(u)] ds = w

(1)
,1 (0)− w

(2)
,1 (0).(22)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ρ̃1 = 0, èç (21) ìîæíî òàêæå
ïîëó÷èòü ∫

γr

[
σ2(u)] ds = v

(1)
,1 (0)− v

(2)
,1 (0).(23)

Òîãäà èç (21) ñëåäóåò∫
γr

(
[σ1(u)]x2 − [σ2(u)]x1

)
ds = φ

(1)
,1 (0)− φ

(2)
,1 (0).(24)
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Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ñöåï-
ëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäàííîé íà ΓN ôóíêöèè f = (f1, f2) âíåø-
íèõ íàãðóçîê íàéòè â Ωc ïîëå ïåðåìåùåíèé u = (u1, u2) òî÷åê òåëà è òåí-
çîð íàïðÿæåíèé σ = {σij(u)}, i, j = 1, 2, êðîìå òîãî íà γI íàéòè ôóíêöèè

ψ(I) = (w(I), v(I), φ(I)), I = 1, 2, à òàêæå íà γr íàéòè ôóíêöèþ ρ0 ∈ R(γr),
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

div σ = 0 â Ωc,(25)

u = 0 íà ΓD, σ(u)n = f íà ΓN ,(26)

−w(I)
,11 = [στ ], −v(I),11 − φ

(I)
,1 = [σν ], −φ(I)

,11 + v
(I)
,1 + φ(I) = 0 íà γI ,(27)

w
(I)
,1 = v

(I)
,1 + φ(I) = φ

(I)
,1 = 0 ïðè x1 = (−1)I , I = 1, 2.(28)

u−1 = w(I), u−2 = v(I) íà γI , I = 1, 2,(29)

u = ρ0 íà γr, ρ0 ∈ R(γr).(30)

w(1)(0) = w(2)(0) = ρ01(0); v
(1)(0) = v(2)(0) = ρ02(0);(31)

φ(1)(0) = φ(2)(0) = −ρ01,2(0, 0),(32) ∫
γr

[σ1(u)] ds = w
(1)
,1 (0)− w

(2)
,1 (0);

∫
γr

[σ2(u)] ds = v
(1)
,1 (0)− v

(2)
,1 (0);(33)

∫
γr

(
[σ1(u)]x2 − [σ2(u)]x1

)
ds = φ

(1)
,1 (0)− φ

(2)
,1 (0).(34)

Èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ â òî÷êå (0, 0) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ñöåï-
ëåíèÿ ìåæäó óïðóãèì è æåñòêèì âêëþ÷åíèÿìè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî êàê
ïåðåìåùåíèé, òàê è óãëîâ ïîâîðîòà γ1, γ2 è γr. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå èçëîìà
ìîìåíòû äëÿ âêëþ÷åíèé γ, γr áûëè ðàâíû íóëþ êàæäûé â îòäåëüíîñòè, ñì.
(16), (18), â òî âðåìÿ êàê èç ñîîòíîøåíèÿ (34) âèäíî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî è äëÿ ìîìåíòîâ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èç êðàåâîé çàäà÷è
(25)-(34) ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñëåäóåò âàðèàöèîííîå
íåðàâåíñòâî (20).
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