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О ТЕЧЕНИИ ЖИДКОСТИ,
ОКРУЖАЮЩЕЙ ТВЕРДОЕ ТЕЛО

В. Л. СЕННИЦКИЙ

Abstract. A problem is formulated and solved on a flow of a viscous
liquid which surrounds a solid cylindrical body and has an external
free boundary. The liquid undergoes periodical in time influences which
are characterized by the presence or by the absence of a predominant
direction in space. The formulation of the problem includes the equation
of Navier – Stokes, the equation of continuity and the conditions at the
solid and at the free boundaries of the liquid. New hydro-mechanical
effects are revealed.

Keywords: viscous liquid, solid body, free boundary, periodical in time
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1. Введение

Систематически проводимое изучение динамики гидромеханических систем
с идеальной или вязкой жидкостью при периодических по времени воздействи-
ях привело к обнаружению ряда новых гидромеханических эффектов (см., на-
пример, [1]—[9], а также [10] и представленную там литературу). В настоящей
работе рассматривается задача о движении вязкой жидкости при периодиче-
ских по времени воздействиях на жидкость со стороны твердого цилиндриче-
ского тела, которое пульсирует и совершает вращательное движение. Данная
задача обладает существенной особенностью, состотящей в том, что испыты-
ваемые жидкостью воздействия могут характеризоваться как наличием, так и
отсутствием выделенного направления в пространстве. Выявлены новые гид-
ромеханические эффекты. В частности, обнаружен эффект, состоящий в том,
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что (на фоне колебаний) часть жидкости совершает стационарное вращатель-
ное движение в направлении, противоположном направлению среднего (по вре-
мени) вращения твердого тела.

2. Постановка задачи

Имеются несжимаемая вязкая жидкость и находящееся в ней твердое те-
ло Ξ — бесконечно длинный круговой цилиндр радиуса A. Ось тела Ξ нахо-
дится на оси Z инерциальной прямоугольной системы координат X,Y, Z. Те-
ло Ξ совершает вращательное движение вокруг оси Z с угловой скоростью
Ω. Ралиус A и угловая скорость Ω заданным образом периодически с перио-
дом T изменяются со временем t (среднее значение угловой скорости Ω может
быть как отличным от нуля, так и равным нулю). Жидкость занимает область
Q : A < R < B, 0 ≤ θ < 2π, − ∞ < Z <∞ (R =

√
X2 + Y 2, θ, Z — цилиндри-

ческая система координат; B — функция t , связанная с радиусом A условием
постоянства разности B2 − A2). Жидкость граничит с твердым телом Ξ и с
пустотой (твердая граница Γs и свободная граница Γf жидкости характеризу-
ются соотношениями R = A, R = B; 0 ≤ θ < 2π; − ∞ < Z <∞).

Требуется определить периодическое по времени осесимметричное, плос-
кое движение жидкости со свободной границей, обусловленное испытывемыми
жидкостью воздействиями со стороны находящегося в ней твердого тела.

Пусть τ = t/T ; 0 ≤ ε < 1 — параметр; g = sin 2πτ ; h = sin (2πτ + ϕ) (ϕ — по-
стоянная); a = A/Â = 1+εg (Â > 0 — постоянная, значение A при ε = 0 (значе-
ние A в отсутствие пульсаций тела Ξ)); B̂ — постоянная, значение B при ε = 0;
κ = B̂/Â; b = B/B̂ =

√
a2 + κ2 − 1/κ; ω = ΩT = ω̂ [h+ε(κ−1)s] (ω̂ > 0, s— по-

стоянные); σ, ρ и ν — соответственно коэффициент поверхностного натяжения,
плотность и кинематический коэффициент вязкости жидкости; Re = Â2/(νT )

— число Рейнодьдса; r = R/Â; er и eθ — единичные векторы, направления
которых совпадают с направлениями возрастания соответственно r и θ; V —
скорость жидкости; v = TV/Â = vr(r, τ)er + vθ(r, τ)eθ; P — давление в жид-
кости; p = T 2P/(ρÂ2) = p(r, τ); λ = σT 2/(ρÂ3).

Задачу о движении жидкости составляют уравнение Навье–Стокса, уравне-
ние неразрывности и условия на твердой и свободной границах жидкости

∂v

∂τ
+ (v · ∇)v = −∇p+

1

Re
∆v; (1)

∇ · v = 0; (2)

vr =
da

dτ
, vθ = ωa при r = a; (3)

vr = κ
db

dτ
, p− 2

Re

∂vr
∂r
− λ

κb
= 0,

∂vθ
∂r
− vθ

r
= 0 при r = κb. (4)

Отметим, что в задаче (1)—(4) испытываемые жидкостью периодические по
времени воздействия со стороны тела Ξ при s 6= 0 характеризуются наличием,
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а при s = 0 — отсутствием выделенного направления в пространстве.

3. Решение задачи

Согласно (2)—(4) имеем
vr = w/r, (5)

где
w = a(da/dτ) = κ2b(db/dτ).

Из (1)—(5) следует

p =
λ

κb
− 2

Re

d

dτ
ln b− dw

dτ
ln

r

κb
+ w2 r2 − κ2b2

2κ2b2r2
+

∫ r

κb

vθ
2

r′
dr′; (6)

Re r2
∂vθ
∂τ

= r2
∂2vθ
∂r2

+ (1− Re w) r
∂vθ
∂r
− (1 + Re w) vθ; (7)

vθ = ωa при r = a; (8)

∂vθ
∂r
− vθ

r
= 0 при r = κb. (9)

Будем рассматривать задачу(7)—(9) при малых по сравнению с единицей
значениях ε. Применим метод разложения по степеням малого параметра [11],
[12] . Предположим, что

vθ ∼ v0 + εv1 при ε→ 0. (10)

Используя (7)—(10), в εN -приближении (N = 0, 1) получим

Re r2
∂vN
∂τ
− r2 ∂2vN

∂r2
− r ∂vN

∂r
+ vN = −NRe

dg

dτ
(r
∂v0
∂r

+ v0); (11)

vN = (1−N)ω̂h+N [g(ω̂h− ∂v0
∂r

) + ω̂(κ − 1)s] при r = 1; (12)

∂vN
∂r
− vN

r
= −N g

κr2
(r2

∂2v0
∂r2

− r ∂v0
∂r

+ v0) при r = κ. (13)

Пусть N = 0. Задача (11)—(13) имеет решение

v0 = ω̂Imag[ei(2πτ+ϕ)
I2(qκ)K1(qr) +K2(qκ)I1(qr)

Q1
], (14)

где q = (1 + i)
√
πRe; I1, I2,K1,K2 — модифицированные функции Беселя;

Q1 = I2(qκ)K1(q) +K2(qκ)I1(q).

Пусть N = 1. Произведем усреднение (11)—(13) по безразмерному времени
τ . В результате этого получим

r2
d2v̄

dr2
+ r

dv̄

dr
− v̄ = Re

〈
dg

dτ
(r
∂v0
∂r

+ v0)

〉
; (15)

v̄ =

〈
g(ω̂h− ∂v0

∂r
)

〉
+ ω̂(κ − 1)s при r = 1; (16)
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dv̄

dr
− v̄

r
= − 1

κr2

〈
g(r2

∂2v0
∂r2

− r ∂v0
∂r

+ v0)

〉
при r = κ. (17)

Здесь 〈...〉 =
∫ τ+1

τ
... dτ ′; v̄ = 〈v1〉 . Задача (11)—(13) имеет решение

v1 = v̄ + Real (ṽe4πiτ ), (18)

где ṽ — функция r.
Из (15)—(17) следует

v̄ = ω̂ [cosϕ+ (κ − 1)s+
1

2
Real

eiϕqQ2

Q1
]r

− 1

2
πRe ω̂ Imag {e

iϕ

Q1
[I2(qκ)GK +K2(qκ)GI ]}. (19)

Здесь
Q2 = I2(qκ)K0(q)−K2(qκ)I0(q);

GI = I1(qr)− I1(q)r − qr
∫ r

1

I0(qr′)

r′
dr′;

GK = K1(qr)−K1(q)r + qr

∫ r

1

K0(qr′)

r′
dr′

(I0,K0 — модифицированные функции Бесселя).
Формулами

vθ = v0 + εv1 (20)

и (5), (6), (14), (18), (19) определяется приближенное решение задачи (1)—(4).
Данное решение, в частности, свидетельствует о наличии ряда (происходящих
на фоне колебаний) необычных стационарных вращательных течений жидко-
сти.

Обратимся к вопросу о среднем по времени движении жидкости при малых
по сравнению с единицей значениях κ − 1.

Пусть χ = (κ − r)/(κ − 1). Используя (5), (14), (18)—(20), получим

〈v〉 ∼ εω̂[s− πRe(sinϕ)χ](κ − 1)eθ при κ − 1→ 0. (21)

Отметим, что в рассматриваемом приближении безразмерная скорость 〈v〉 ·
eθ совпадает с безразмерной средней по времени угловой скоростью вращения
жидкости вокруг оси Z.

Согласно (21) (на фоне колебаний) при любом значении Re > 0 имеет место
следующее. Если s 6= 0, то при χ sinϕ = 0 (то есть при sinϕ = 0, 1 ≤ r < κ
и при r = κ, −1 ≤ sinϕ ≤ 1) средняя (по времени) угловая скорость вра-
щения жидкости равна (отличной от нуля) средней угловой скорости враще-
ния тела Ξ. Если s sinϕ < 0, то при 1 ≤ r ≤ κ жидкость вращается в на-
правлении, совпадающем с направлением среднего вращения тела Ξ, при том
что для 1 ≤ r < κ жидкость «обгоняет» твердое тело. Если s sinϕ > 0, и
|s| > πRe|sinϕ|, то при 1 ≤ r ≤ κ жидкость вращается в направлении, совпа-
дающем с направлением среднего вращения тела Ξ, при том что для 1 ≤ r < κ
жидкость «отстает» от твердого тела. Если s sinϕ > 0, и |s| < πRe|sinϕ|, то при
r = r∗ = κ− (κ−1)s/(πRe sinϕ) ) угловая скорость жидкости равна нулю; при
r∗ < r ≤ κ жидкость вращается в направлении, совпадающем с направлением
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среднего вращения тела Ξ , при том что для r∗ < r < κ жидкость «отста-
ет» от твердого тела; при 1 ≤ r < r∗ жидкость вращается в направлении,
противоположном направлению среднего вращения тела Ξ; для s = πRe sinϕ
выполняется: r∗ = 1, и угловая скорость жидкости равна нулю при r = 1. Если
s = 0 то при 1 ≤ r < κ направление вращения жидкости определяется зна-
ком sinϕ (при sinϕ < 0 жидкость вращается в направлении, совпадающем с
направлением вектора eϑ , при sinϕ > 0 жидкость вращается в направлении,
противоположном направлению вектора eϑ ); при r = κ угловая скорость вра-
щения жидкости равна нулю.

Отметим, что при s sinϕ > 0, |s| < π Re |sinϕ| для больших значений
Re |sinϕ| разность κ − r∗ является малой по сравнению с разностью κ − 1,
что соответствует наличию такого движения жидкости, что (на фоне колеба-
ний) в «очень тонкой области» r∗ < r ≤ κ жидкость вращается в направле-
нии, совпадающем с направлением среднего вращения тела Ξ, а в «основной
области» 1 ≤ r < r∗ жидкость вращается в направлении, противоположном
направлению среднего вращения твердого тела.

4. Заключение

Проведенное исследование привело к обнаружению новых эффектов необыч-
ного, парадоксального движения жидкости при периодических по времени воз-
действиях. Рассмотрено поведение вязкой жидкости, обусловленное как воз-
действиями, характеризующимися наличием выделенного направления в про-
странстве, так и воздействиями, характеризующимися отсутствием такого на-
правления. Из представленного в работе следует, что воздействия, не имеющие
выделенного направления в пространстве, могут порождать качественные из-
менения в движении жидкости, по достигаемому влиянию на динамику гидро-
механических систем такие воздействия способны эффективно конкурировать,
например, со стационарными воздействиями на системы (см. также [9, 10]).

Результаты настоящей работы могут использоваться, в частности, при со-
здании гидромеханических систем, обладающих предписанными свойствами,
например, систем, заданным образом реагирующих на периодические по вре-
мени воздействия.
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