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Abstract. In article the problem of expressibility of multifunctions
of rank 2 by positive closure operator is considered. A necessary and
su�cient condition for the positive completeness of an arbitrary set of
multifunctions and all positively closed sets of multifunctions are found.

Keywords:multifunction, positive closure, superposition, completeness,
k-valued logic.

1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè òðàäèöèîííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå ðåøåòêè òàê íàçûâàåìûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ. ×èñëî çàìêíóòûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, à äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
ïðè k > 2 è âîâñå êîíòèíóàëüíûì. Ñ÷åòíàÿ ðåøåòêà äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
îïèñàíà Ý. Ïîñòîì [1], ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k îïèñàíèå äàííîé ðåøåòêè
âûçûâàåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå
ñèëüíûå îïåðàòîðû çàìûêàíèÿ â îòëè÷èå îò ñóïåðïîçèöèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
¾ñæàòü¿ ýòó ðåøåòêó äî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Â ðàáîòàõ [2] � [6] èññëåäóåòñÿ
îïåðàòîð ïîçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Ýòîò îïåðàòîð ðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ òàêèõ
êëàññîâ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé êàê áóëåâû ôóíêöèè, ôóíêöèè òðåõçíà÷íîé ëî-
ãèêè, ÷àñòè÷íûå áóëåâû ôóíêöèè è ãèïåðôóíêöèè ðàíãà 2. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå
äàííûé îïåðàòîð óäàëîñü îïðåäåëèòü íà ìíîæåñòâå ìóëüòèôóíêöèé. Àâòîðîì

Sharankhaev, I.K. On positive completeness and positively closed sets of

multifunctions of rank 2.
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íàéäåí êðèòåðèé ïîçèòèâíîé ïîëíîòû ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ìóëüòèôóíê-
öèé íà äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, îïèñàíû âñå ïîçèòèâíî çàìêíóòûå ìíîæå-
ñòâà ìóëüòèôóíêöèé.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü E = {0, 1} è F = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèé:

P2,n = {f |f : En → E}, P2 =
⋃
n
P2,n;

P ∗
2,n = {f |f : En → E ∪ {∅}}, P ∗

2 =
⋃
n
P ∗
2,n;

P−
2,n = {f |f : En → F \ {∅}}, P−

2 =
⋃
n
P−
2,n;

M2,n = {f |f : En → F}, M2 =
⋃
n
M2,n.

Ôóíêöèè èç P2 íàçûâàþò áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, èç P
∗
2 � ÷àñòè÷íûìè ôóíê-

öèÿìè íà E, èç P−
2 � ãèïåðôóíêöèÿìè íà E, à èç M2 � ìóëüòèôóíêöèÿìè íà

E (ìóëüòèôóíêöèÿìè ðàíãà 2). Î÷åâèäíî, ÷òî P2 ⊂ P ∗
2 ⊂ M2, P2 ⊂ P−

2 ⊂ M2.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)),

ãäå f, f1, . . . , fn ∈ M2, îïðåäåëÿëà ìóëüòèôóíêöèþ g(x1, . . . , xm) îïðåäåëèì
çíà÷åíèÿ ìóëüòèôóíêöèè f íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà F ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè (α1, . . . , αm) ∈ Em, òî

g(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn).

Íà íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ ∅, ìóëüòèôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ∅.
Äàííîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìóëüòèôóíêöèè

f(x1, . . . , xn)

íà ëþáîì íàáîðå (σ1, . . . , σn) ∈ Fn. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà íàçîâåì ðàñøèðåíèåì
ìóëüòèôóíêöèè f ôóíêöèþ f∗ : Fn → F , äëÿ êîòîðîé

f∗(σ1, . . . , σn) = f(σ1, . . . , σn)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà (σ1, . . . , σn) ∈ Fn.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîíÿòèÿ ñóïåðïîçèöèè ìóëüòèôóíêöèé ñìîòðèòå, íà-

ïðèìåð, â [7].
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà ìóëüòèôóíêöèéK íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ìóëü-

òèôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ èç ìóëüòèôóíêöèé ìíîæåñòâà K ñ ïîìîùüþ ñóïåðïî-
çèöèè, äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
K îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [K]. Ìíîæåñòâî ìóëüòèôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òûì (çàìêíóòûì êëàññîì), åñëè K = [K].

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè [B] ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ
ìóëüòèôóíêöèé.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ êîäèðîâêà: {∅} ↔ ∗, {0} ↔ 0, {1} ↔ 1,
{0, 1} ↔ −, òîãäà F = {0, 1, ∗,−}.

Ïóñòü Rs � s-ìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå F . Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ìóëüòèôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò Rs, åñëè äëÿ ëþáûõ íà-
áîðîâ

(α11, . . . , αs1), . . . , (α1n, . . . , αsn),
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ïðèíàäëåæàùèõ ïðåäèêàòó Rs, íàáîð

(f∗(α11, . . . , α1n), . . . , f
∗(αs1, . . . , αsn))

ïðèíàäëåæèò Rs, ãäå f∗ � ðàñøèðåíèå f .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S∗ ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðå-

äèêàò (
0 1 ∗
1 0 ∗

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S− ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò(
0 1 −
1 0 −

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K8 ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäè-
êàò (

0 1 ∗ −
1 0 ∗ −

)
.

Ñèìâîëàìè ÿçûêà Pos ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn, . . . , ñèìâîëû fi
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìóëüòèôóíêöèé, ñèìâîë âêëþ÷åíèÿ ⊆, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè
êîíúþíêöèÿ & è äèçúþíêöèÿ ∨, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃, ëåâàÿ è ïðàâàÿ
ñêîáêè, çàïÿòàÿ.

Ââåäåì ïîíÿòèå òåðìà:
� ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü òåðì;
� åñëè xi1 , . . . , xin � ïåðåìåííûå (âîçìîæíî ðàçëè÷íûå), à f � ñèìâîë n-

ìåñòíîé ìóëüòèôóíêöèè, òî f(xi1 , . . . , xin) åñòü òåðì;
� åñëè t1, . . . , tn � òåðìû, f � ñèìâîë n-ìåñòíîé ìóëüòèôóíêöèè, òî f(t1, . . . , tn)

åñòü òåðì.
Âñÿêèé òåðì t ÿçûêà Pos îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ìóëüòèôóíêöèþ h. Åñëè

f1, . . . , fn � ñèìâîëû ìóëüòèôóíêöèé, âõîäÿùèõ â òåðì t, òî áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî òåðì t âûðàæàåò ìóëüòèôóíêöèþ h ÷åðåç ìóëüòèôóíêöèè f1, . . . , fn.

Ïîíÿòèå ôîðìóëû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� åñëè t1, t2 � òåðìû ÿçûêà Pos, òî âûðàæåíèå (t1 ⊆ t2) íàçûâàåòñÿ ýëåìåí-

òàðíîé ôîðìóëîé;
� åñëè Φ1,Φ2 � ôîðìóëû, à xi � ïåðåìåííàÿ, òî (Φ1&Φ2), (Φ1 ∨Φ2), (∃xi)Φ1

� ôîðìóëû ÿçûêà Pos (ïîçèòèâíûå ôîðìóëû).
Ëþáàÿ ôîðìóëà ÿçûêà Pos c n ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè îïðåäåëÿåò n-

ìåñòíîå îòíîøåíèå (ïðåäèêàò) íà E. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ìóëü-
òèôóíêöèé, [P ] � çàìûêàíèå P îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, f(x1, . . . , xn) �
íåêîòîðàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ, Φ(x1, . . . , xn, y) � ôîðìóëà ÿçûêà Pos ñî ñâîáîä-
íûìè ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn, y, âñå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû êîòîðîé ÿâëÿ-
þòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ìóëüòèôóíêöèé èç [P ], ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn, y) îïðåäå-
ëÿåò îòíîøåíèå ρ(x1, . . . , xn, y) íà ìíîæåñòâå E. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà
Φ(x1, . . . , xn, y) ïîçèòèâíî âûðàæàåò îòíîøåíèå ρ(x1, . . . , xn, y) ÷åðåç ìóëüòè-
ôóíêöèè ìíîæåñòâà P .

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ n-ìåñòíàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò (n + 1)-ìåñòíîå îòíîøåíèå, ïîçèòèâíî âûðàæåííîå ôîðìóëîé y ⊆
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f(x1, . . . , xn), è íàîáîðîò. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn, y) ïîçè-
òèâíî âûðàæàåò ìóëüòèôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ÷åðåç ìóëüòèôóíêöèè ìíîæå-
ñòâà P , åñëè ôîðìóëû Φ(x1, . . . , xn, y) è y ⊆ f(x1, . . . , xn) ïîçèòèâíî âûðàæàþò
îäíî è òîæå îòíîøåíèå íà E.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïîçèòèâíîé ôîðìóëû ïðèìåíèòåëüíî äëÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé è ãèïåðôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèÿìè èç [2] è [6].

Ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèôóíêöèé, ïîçèòèâíî âûðàçèìûõ ÷åðåç ìóëüòèôóíê-
öèè ìíîæåñòâà P , íàçîâåì ïîçèòèâíûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà P è îáîçíà-
÷èì Pos[P ]. Îòìåòèì, ÷òî P ìîæåò áûòü ðàâíûì ïóñòîìó ìíîæåñòâó ∅, ò.
å. â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëàõ íå èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîåêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Pos[∅]
[2]. Ìíîæåñòâî P , ñîâïàäàþùåå ñî ñâîèì ïîçèòèâíûì çàìûêàíèåì, íàçûâàåòñÿ
ïîçèòèâíûì çàìêíóòûì.

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîçèòèâíî ïîëíûì, åñëè Pos[B] ñîâïàäàåò ñ ìíî-
æåñòâîì âñåõ ìóëüòèôóíêöèé.

3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå ïðè
ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî K8 ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíî çàìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn, y) ïîëó÷åíà ñ ïî-
ìîùüþ g1, . . . , gk èç K8. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òàêàÿ ôîðìóëà è y ⊆ f(x1, . . . , xn)
áóäóò âûðàæàòü îäíî è òî æå îòíîøåíèå, òî f(x1, . . . , xn) òàêæå ïðèíàäëåæèò
K8. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî òàáëèöà èñòèííîñòè ôîðìóëû Φ ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íîé, ò. å. íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ôîðìóëà ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû Φ.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ ôîðìóëó

Φ(x1, . . . , xn, y) = g1(z1, . . . , zp) ⊆ g2(w1, . . . , wq),

ãäå {z1, . . . , zp} ⊆ {x1, . . . , xn, y}, {w1, . . . , wq} ⊆ {x1, . . . , xn, y} è g1, g2 ∈ K8.
Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ôîðìóëû òàáëèöó èñòèííîñòè è îïðåäåëèì èñòèííîñòü

ôîðìóëû íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå (α1, . . . , αn, α0) è åãî îòðèöàíèè. Äëÿ ýòî-
ãî íà äàííîì íàáîðå ðàññìîòðèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ìóëüòèôóíêöèé g1, g2.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Φ(α1, . . . , αn, α0) = g1(β1, . . . , βp) ⊆ g2(γ1, . . . , γq),

ãäå {β1, . . . , βp} ⊆ {α1, . . . , αn, α0} è {γ1, . . . , γq} ⊆ {α1, . . . , αn, α0}.
1. Ïóñòü g1(β1, . . . , βp) = a, ãäå a ∈ E. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ g2.

Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = a, òî â ñèëó òîãî, ÷òî g1, g2 ∈ K8, ïîëó÷èì g1(β̄1, . . . , β̄p) =
ā è g2(γ̄1, . . . , γ̄q) = ā. Â ýòîì ñëó÷àå Φ(α1, . . . , αn, α0) = Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=È.

Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = ā, òî g1(β̄1, . . . , β̄p) = ā è g2(γ̄1, . . . , γ̄q) = a. Òîãäà
Φ(α1, . . . , αn, α0) = Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=Ë.

Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = −, òî g2(γ̄1, . . . , γ̄q) = −. Òîãäà Φ(α1, . . . , αn, α0) =
Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=È.

Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = ∗, òî g2(γ̄1, . . . , γ̄q) = ∗. Òîãäà Φ(α1, . . . , αn, α0) =
Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=Ë.



Î ÏÎÇÈÒÈÂÍÎÉ ÏÎËÍÎÒÅ È ÏÎÇÈÒÈÂÍÎ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ 1317

2. Ïóñòü g1(β1, . . . , βp) = −. Åñëè g2(γ1, . . . , γq) ∈ E, òî Φ(α1, . . . , αn, α0) =
Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=Ë.

Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = −, òî Φ(α1, . . . , αn, α0) = Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=È.
Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = ∗, òî Φ(α1, . . . , αn, α0) = Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=Ë.
3. Ïóñòü g1(β1, . . . , βp) = ∗. Åñëè g2(γ1, . . . , γq) ∈ E, òî Φ(α1, . . . , αn, α0) =

Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=È.
Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = −, òî Φ(α1, . . . , αn, α0) = Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=È.
Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = ∗, òî Φ(α1, . . . , αn, α0) = Φ(ᾱ1, . . . , ᾱn, ᾱ0)=È.
Øàã èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó âèäà (Φ1&Φ2) èëè (Φ1 ∨ Φ2). Â ñèëó

èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôîðìóëû Φ1, Φ2 íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðè-
âàåìàÿ ôîðìóëà íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ òàêæå ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå
èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó âèäà (∃x1)Φ1. Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ôîðìóëà Φ1 íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå èñòèííîñò-
íûå çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî (∃x1)Φ1 íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ òàêæå ïðè-
íèìàåò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ. □

Ëåììà 2. Ëþáîå ïîçèòèâíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìóëüòèôóíêöèé çàìêíó-
òî îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1 èç [8].
□

Â [9] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâî U ∪{h}, ãäå U � ìíîæåñòâî âñåõ îäíîìåñòíûõ ìóëü-
òèôóíêöèé, h = (∗0000000), ïîëíî.

Ëåììà 4. Âåðíî, ÷òî P ∗
2 ⊆ Pos[{0, 1}] è S∗ ⊆ Pos[{x̄}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî P ∗
2 ⊆ Pos[{0, 1}]. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî {0, 1}

ïîçèòèâíî ïîðîæäàåò P2, ò. å.

P2 ⊆ Pos[{0, 1}].
Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ P ∗

2 . Îïðåäåëèì áóëåâû ôóíêöèè f0 è f1 ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: åñëè äëÿ íàáîðà (a1, . . . , an) âåðíî, ÷òî f(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}, òî

f(a1, . . . , an) = f0(a1, . . . , an) = f1(a1, . . . , an),

à åñëè f(a1, . . . , an) = ∗, òî
f0(a1, . . . , an) ̸= f1(a1, . . . , an).

Òîãäà f(x1, . . . , xn) ïîçèòèâíî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

(f0(x1, . . . , xn) ⊆ f1(x1, . . . , xn))&(y ⊆ f0(x1, . . . , xn)).

Äîêàæåì, ÷òî S∗ ⊆ Pos[{x̄}]. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî S ⊆ Pos[{x̄}]. Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) ∈ S∗. Îïðåäåëèì áóëåâû ôóíêöèè f0 è f1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè äëÿ íàáîðà (a1, . . . , an) âåðíî, ÷òî f(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}, òî

f(a1, . . . , an) = f0(a1, . . . , an) = f1(a1, . . . , an),

à åñëè f(a1, . . . , an) = ∗, òî
f0(0, a2, . . . , an) = 0, f1(0, a2, . . . , an) = 1,
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f0(1, a2, . . . , an) = 1, f1(1, a2, . . . , an) = 0.

Òîãäà f(x1, . . . , xn) ïîçèòèâíî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

(f0(x1, . . . , xn) ⊆ f1(x1, . . . , xn))&(y ⊆ f0(x1, . . . , xn)).

□

Ëåììà 5. Âåðíî, ÷òî S∗ ∪ S− ⊆ Pos[∅].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [6] äîêàçàíî, ÷òî S− ⊆ Pos[∅], ò. å. ëþáàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ
èç S− ïîçèòèâíî âûðàæàåòñÿ èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ìóëüòèôóíêöèé. Ïî ëåììå
4 èìååì S∗ ⊆ Pos[{x̄}]. Ïîñêîëüêó x̄ ∈ S− èìååì S∗ ∪ S− ⊆ Pos[∅].

□

Ëåììà 6. Ëþáàÿ èç ìóëüòèôóíêöèé (00), (11), (∗0), (∗1), (0∗), (1∗), (∗−),
(−∗), (−0), (−1), (0−), (1−) äàåò îäíîýëåìåíòíîå ïîçèòèâíî ïîëíîå ìíîæå-
ñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç [6], êàæäàÿ èç (00), (11), (−0), (−1), (0−),
(1−) äàåò âñå ìóëüòèôóíêöèè èç P−

2 . Òàê êàê ïî ëåììå 4 èìååì P ∗
2 ⊆ Pos[{0, 1}],

òî â ñèëó ëåìì 2, 3 äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî â ýòèõ ñëó÷àÿõ.
Â ñëó÷àÿõ (∗0), (∗1), (0∗), (1∗) ñ ïîìîùüþ (−−), êîòîðóþ èìååì ïî ëåììå 5,

îïÿòü ïîëó÷èì êîíñòàíòó 0 èëè 1.
Â ñëó÷àÿõ (∗−), (−∗) çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñ ïîìîùüþ (10), êîòîðóþ èìååì

ïî ëåììå 5, â ëþáîì âàðèàíòå ïîëó÷èì (∗−).
Äàëåå ñ ïîìîùüþ ýòîé ìóëüòèôóíêöèè, ëåììû 5 è ñëåäóþùèõ ñóïåðïîçèöèé

∗
∗
−
−




0 −
− 0
− 1
1 −

 =


∗
−
−
−

 ,


0
0
1
1



0 ∗
0 −
1 −
1 −

 =


∗
0
1
1


ïîëó÷èì ìóëüòèôóíêöèþ (∗011). Èç íåå îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ èìååì
ìóëüòèôóíêöèþ (∗1), à ýòîò ñëó÷àé ðàññìîòðåí. Ëåììà äîêàçàíà.

□

Ëåììà 7. Âåðíî, ÷òî K8 ⊆ Pos[∅].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåìì 2, 5 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáóþ ìóëüòè-
ôóíêöèþ èç K8 ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ìóëüòèôóíêöèé èç S∗ ∪ S−.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ìóëüòèôóíêöèÿ èç K8. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç f1(x1, . . . , xn) ãèïåðôóíêöèþ òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà α̃ âåðíî, ÷òî
f1(α̃) = f(α̃), åñëè f(α̃) ̸= ∗, è f1(α̃) = −, åñëè f(α̃) = ∗. Î÷åâèäíî, ÷òî f1 ∈ S−.

Ðàññìîòðèì f1(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn)), ãäå g(x1, . . . , xn) òàêàÿ, ÷òî íà âñåõ

íàáîðàõ âåðíî, ÷òî g(x1, . . . , xn) = xn êðîìå òåõ íàáîðîâ β òàêèõ, ÷òî f(β̃) = ∗,
â ýòèõ ñëó÷àÿõ g(β̃) = ∗. Î÷åâèäíî, ÷òî g ∈ S∗ è

f(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn−1, g(x1, . . . , xn)).

Ëåììà äîêàçàíà.
□
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4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ òåîðåìà, äàþùàÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ïîçèòèâíîé ïîëíîòû ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ìóëüòèôóíêöèé, è äî-
êàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 ïîçèòèâíî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà ìóëüòèôóíê-
öèé.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ìóëüòèôóíêöèé B ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíî ïîëíûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî B ̸⊆ K8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü B ⊆ K8. Òîãäà

Pos[B] = M2 ⊆ K8.

Ïðîòèâîðå÷èå â ñèëó ëåììû 1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ̸∈ K8. Çàìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 7 îòðèöàíèå ïîçèòèâíî

âûðàæàåòñÿ èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ìóëüòèôóíêöèé. Òîãäà ñ ïîìîùüþ f , îòîæ-
äåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïîëó÷èì îäíó èç (00), (11), (∗0), (∗1), (0∗),
(1∗), (∗−), (−∗), (−0), (−1), (0−), (1−). Â ñèëó ëåììû 6 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

□

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 ïîçèòèâíî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà K8 è
M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ëåììû 7 è òåîðåìû 1.
□
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