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ОБОСНОВАНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАЗЛОЖЕНИЯ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТЕЧЕНИЯ ВОДНОГО РАСТВОРА

ПОЛИМЕРОВ ВБЛИЗИ КРИТИЧЕСКОЙ ТОЧКИ

А.Г. ПЕТРОВА

Abstract. We consider the boundary-value problem in a semibounded
interval for a third-order integro-differential equation with the small
parameter multiplies the product of the integral of unknown function
vanishing on the boundary and its highest derivative. Such a problem
arises in the description of the motion of weak solutions of polymers
near a critical point. Unique solvability for the problem for all values of
the parameter in [0,1] is proved in [1]. In this paper the representation of
a solution as an asymptotic series in non-negative integer powers of the
small parameter is established.

Keywords: flow of an aqueous solution of polymers, boundary-value
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Рассмотрим краевую задачу на полубесконечном интервале для интегродифферен-
циального уравнения с малым параметром [1]:
(1)

p′′+p′
∫ y

0

(1−p)ds+p(p−2) = δ(p′′′
∫ y

0

(1−p)ds−p′′(1−p)), y > 0; p(0) = 1, p(∞) = 0.

Задача описывает стационарное течение вблизи критической точки слабых водных
растворов полимеров с учетом релаксационных свойств среды [2] и δ является ма-
лым положительным параметром, отвечающим малым значениям релаксационной
вязкости В работе [1] можно найти краткий обзор литературы по задаче, также там
доказана однозначная классическая разрешимость этой задачи при любых значениях
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параметра δ из промежутка [0,1], отмечено, что при δ = 0 решение совпадает с реше-
нием Хименца, а при δ = 1 решением является функция p(y) = e−y. Особенностью
задачи является "двойное вырождение": малый параметр в уравнении стоит перед
произведением интеграла от искомой функции, обращающегося в ноль границе, и ее
старшей производной. Тем не меннее в [1] приведены аргументы в пользу отсутствия
погранслоя вблизи нуля и предположения [3] о возможности найти решение задачи
(1) в виде асимптотического ряда по степеням малого параметра

(2) p = p0 + δp1 + ...+ δkpk + ....,

где p0 является решением задачи при δ = 0 (решение Хименца).
Данная работа посвящена обоснованию представления решения в виде ряда (2). На

этом пути необходимо доказать два утверждения: о разрешимости однородных крае-
вых задач на полубесконечном интервале для интегродиффренциального линейного
неоднородного уравнения и о том, что ряд (2) является асимптотическим.

Выпишем задачи для определения функций pk(y) из ряда (2):

(3) p′′k + p′k

∫ y

0

(1− p0)ds− 2pk(1− p0)− p′0

∫ y

0

pk(s)ds = Fk, pk(0) = pk(∞) = 0.

Правая часть F этого линейного интегродифференциального является суммой произ-
ведений функций pi, i = 1, ...k− 1 их интегралов с переменным верхним пределом и
производных до 3-го порядка включительно. В частности, уравнение для p1 выглядим
следующим образом:

p′′1 + p′1

∫ y

0

(1− p0)ds− 2p1(1− p0)− p′0

∫ y

0

p1(s)ds = p′′′0

∫ y

0

(1− p0)ds− p′′0 (1− p0).

Отметим, что краевые задачи на полубесконечном интервале типа (3) изучены явно
недостаточно, по крайней мере, не удалось найти результатов о их разрешимости.
Однако, нетрудно доказать следующий факт.

Лемма 1. В случае Fk ≡ 0 задача (3) имеет только тривиальное классическое
решение.

Доказательство. В случае существования положительного максимума в точке y0 ∈
(0,∞) или отрицательного минимума в точке y∗ ∈ (0,∞) имеем:

0 ≥ p′′k(y
0) = 2pk(y

0)(1− p0(y
0)) + p′0(y

0)

∫ y0

0

pk(s)ds ≥ pk(y
0)(2(1− p0(y

0)) + p′0y
0)

или

0 ≤ p′′k(y
∗) = 2pk(y

∗)(1− p0(y
∗)) + p′0(y

∗)

∫ y∗

0

pk(s)ds ≤ pk(y
∗)(2(1− p0(y

∗)) + p′0(y
∗)).

Убеждаясь в том, что функция 2(1 − p0(y)) + p′0(y) положительна при положитель-
ных значениях аргумента, приходим к заключению о невозможности существования
положительного максимума или отрицательного минимума у решения однородного
уравнения pk(y). Таким образом, лемма доказана. �

Далее воспользуется теоремой Фредгольма.Для этого введем нормированные про-
странства быстро убывающих функций

C0,1
0 ([0,∞)) = {ϕ(y) : [0,∞) → R : ||ϕ||

C
0,1
0

= sup
0≤y<∞

|(1+y2)ϕ(y)|, lim
y→∞

|(1+y2)ϕ(y)| = 0}

и Ck,1
0 ([0,∞)), k ∈ N такие, что ϕ, ϕ′, ..., ϕ(k) ∈ C0,1

0 ([0,∞)) и ||ϕ||
C

k,1
0

+ ||ϕ′||
C

0,1
0

+ ...+

||ϕ(k)||
C

0,1
0

. Эти пространства являются полными [4].
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Лемма 2. Задача (3) для Fk ∈ C0,1
0 эквивалента уравнению

(4) pk = Apk +Φk,

где

Ap = −(1 + y2)

∫ y

0
e−s2/2(s2 + 1)−2ds∫∞

0
e−s2/2(s2 + 1)−2ds

·

·
(∫ ∞

0

e−t2/2(t2 + 1)−2

∫ t

0

(p(s)p0(t) + p(t)p0(s)− 4p(s)p0(s))(s
2 + 1)es

2/2dsdt
)
+

(5) +

∫ y

0

e−t2/2(t2 + 1)−2

∫ t

0

(p(s)p0(t) + p(t)p0(s)− 4p(s)p0(s))(s
2 + 1)es

2/2dsdt,

Φ = −(1+y2)

∫ y

0
e−s2/2(s2 + 1)−2ds∫∞

0
e−s2/2(s2 + 1)−2ds

··
(∫ ∞

0

e−t2/2(t2 + 1)−2

∫ t

0

Fk(s))(s
2 + 1)es

2/2dsdt
)
+

(6) +

∫ y

0

e−t2/2(t2 + 1)−2

∫ t

0

Fk(s)(s
2 + 1)es

2/2dsdt,

Доказательство. Представление (4) получено путем интегрирования уравнения

p′′k + p′ky − 2p = p′0

∫ y

0

pk(s)ds+ p′k

∫ y

0

p0(s)ds− 2pp0 + Fk,

полученного из (3) переносом некоторых слагаемых в правую часть с учетом краевых
условий. Решение получено методом вариации постоянный с использованием обще-
го решения однородного уравнения (все, что справа от знака равенства, считается
правой частью) в виде

pk = c1(y
2 + 1)

∫ y

0

e−s2/2(s2 + 1)−2ds+ c2(y
2 + 1).

Нетрудно заметить, что при pk, Fk ∈ C0,1
0 значение Ap и функция Φ принадлежат

пространству C2,1
0 , следовательно, решения (4) принадлежат Cn,1

0 , n ∈ N. �

Утверждение 1. Задача (3) имеет единственное классическое решение и это ре-
шение принадлежит пространству C3,1

0 ([0,∞)).

Доказательство. В силу леммы 1 однородное уравнение (4) имеет только триви-
альное решение. Для того, чтобы применить теорему Фредгольма для вполне непре-
рывных операторов в банаховом пространстве [5] необходимо доказать компактность
оператора А. Поскольку, как показано в лемме 2, результат действия А на функцию
из пространства C0,1

0 принадлежит пространству C2,1
0 , достаточно воспользоваться

аналогом теоремы Арцела-Асколи [6]. �

Утверждение 2. Решение задачи (1) представимо с виде асимптотического ряда
(2), где функции pk являются решениями задач (3).

Доказательство. Предстоит доказать, что

(7) sup
y∈[0,∞)

|p(y)−
k∑

i=0

δipi(y)| ≤ δk+1Mk, δ → 0

где постоянная Mk не зависит от δ. Доказательство проводится индукцией по k. По-
кажем, что

(8) |p(y)− p0(y)| ≤ δM∀y ∈ [0,∞).

Обозначим z = p− p0. Для новой функции получим задачу:

z′′ + z′
∫ y

0

(1− p0 − z)ds− 2z(1− p0)+
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(9) +z2 − p′0

∫ y

0

zds = δ
(
p′′′

∫ y

0

(1− p)ds+ p′′(1− p)
)
, z(0) = z(∞) = 0.

Эта задача имеет единственное классическое решение при любом δ ∈ [0,∞), причем
|z| ≤ 1. Обозначим правую часть уравнения (9) через G(y). Из результатов [1] сле-
дует, что G(y) ≤ δM1 [1]. Предположим существование отрицательного минимума в
точке y∗ > 0. Тогда z′(y∗) = 0, z′′(y∗) ≥ 0. С другой стороны, используя очевидное
неравенство

p′0(y
∗)

∫ y∗

0

zds ≤ p′0(y
∗) · z(y∗) · y∗,

оценим z′′(y∗) сверху следующим образом:

z′′(y∗) ≤ 2z(y∗)(1− p0(y
∗))− z2(y∗) + y∗p′0(y

∗)z(y∗) + δG(y∗),

откуда непосредственно следует, что z(y∗)(2(1−p0(y
∗))+y∗p′0(y

∗)) ≥ −δG(y∗). Учиты-
вая отрицательность z(y∗) и положительность выражения 2(1 − p0(y

∗)) + y∗p′0(y
∗)),

которая легко проверяется исходя из того, что это выражение представляет собой
строго монотонно возрастающую функцию, получаем оценку

z(y∗) ≥ −δG(y∗)/(2(1− p0(y
∗)) + y∗p′0(y

∗)).

Заметим, что G(0) = 0, причем limy→0 G(y)/(2(1 − p0(y)) + p′0(y)) < ∞, поэтому
z ≥ −δM0.

Получим оценку сверху для z. Теперь допустим существование положительного
максимума в точке y0 > 0. Тогда z′(y0) = 0, z′′(y0) ≤ 0. Используя оценку

p′0(y
0)

∫ y0

0

zds ≥ p′0(y
0) · y0z(y0),

оценим z′′(y0) снизу следующим образом:

z′′(y0) ≥ 2z(y0)(1− p0(y
0))− z2(y0) + y0p′0(y

0)z(y0) + δG(y0.,

Следовательно,

2z(y0)(1− p0(y
0))− z2(y0) + y0p′0(y

0)z(y0) ≤ −δG(y0).

Решая квадратное неравенство, получим:

z(y0) ≤ z1 = −2δG(y0)
(
2(1−p0(y

0))+y0p′0(y
0)+

√
(2(1− p0(y0)) + y0p′0(y

0))2 + 4δG(y0)
)−1

или

z(y0) ≥ z2 =
(
2(1− p0(y

0)) + y0p′0(y
0) +

√
(2(1− p0(y0)) + y0p′0(y

0))2 + 4δG(y0)
)
/2

Второе неравенство невозможно, т.к. z2 ≥ 1−p0 при малых δ, а z(y0) = p(y0)−p0(y0) <
1−p0. Первое неравенство z(y0) ≤ z1 и приводит к требуемой оценке z ≤ δM0. Теперь
обозначим

(10) zk = p−
k∑

i=0

δipi.

Для новой функции получим краевую задачу с нулевыми значениями в нуле и бес-
конечности для уравнения

z′′k + z′k

∫ y

0

(1−
k∑

i=0

δipi)ds− 2zk(1−
k∑

i=0

δipi) + zku
2 − p′0

∫ y

0

k∑
i=0

δipids = δG

с той же самой функцией G, что в правой части (9). Используя представление (10) и
индукционное предположение

sup
y∈[0,∞)

|p(y)−
k−1∑
i=0

δipi(y)| ≤ δkMk−1, δ → 0
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вытекающее из (7), можно представить G в виде δk+1H(y). Доказательство оценки
|zk| ≤ δk+1Mk при малых δ проводится аналогично доказательству оценки для z с
учетом неравенств

zk ≤ 1−
k∑

i=0

δipi,

k∑
i=0

δip′′ = p′′0 +

k∑
i=1

δip′′i ≥ 0,

справедливых при малых δ. �

В заключение отметим, что в работе [3] можно найти некоторые численные резуль-
таты построения асимптотического приближения решения рассматриваемой задачи.
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