
S e©MR ISSN 1813-3304ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈßSiberian Electronic Mathematical Reportshttp://semr.math.nsc.ruÒîì 16, ñòð. 144�144 (2019) ÓÄÊ 519.21DOI 10.33048/semi.2019.16.xxx MSC 60-11Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÂÅËÈ×ÈÍ Ñ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÌÈ ÑÂßÇßÌÈÑ.Â. ×ÅÁÎÒÀÐÅÂAbstract. We considers some properties of �nite sequences with invariantlinkages, which are formed when constructing sequences with averagedrelationships by the sums of random variables of the original sequence.We also investigate the properties of limit sequences with invariant linkagesconstructed for the original sequences with a nontrivial weak limit of sumof random variables.Keywords: sequences of random variables, properties of sequences ofrandom variables, limit sequences of random variables, properties of limitsequences of random variables.1. ÂâåäåíèåÑòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû - ýòî îáøèðíûé àêòèâíî ðàçâèâàþùèé-ñÿ ðàçäåë òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýòîé òåìå ïîñâÿùåíî î÷åíü ìíîãî ðàçëè÷íûõïóáëèêàöèé. Îòìåòèì ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ: [1]-[7].Â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâî ñòàöèîíàðíûõ â óçêîì ñìûñ-ëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáîçíà÷åííûõ àâòîðîì ïîñëåäî-âàòåëüíîñòÿìè ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè. Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðà (ñì.[8]-[12]) áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óñðåäíåííûìè ñâÿ-çÿìè, êîòîðûå ñòðîèëèñü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå òàêîå æå ðàñïðå-äåëåíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî è èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íîèìåþùàÿ áîëåå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñðåäè ïîëó÷åííûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çäåñü æå ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûäåëåíû â îòäåëüíûéêëàññ è ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýòîãî êëàññà.Chebotarev, S.V., On some properties of sequences of random variables withinvariant linkages.
© 2021 ×åáîòàðåâ Ñ.Â.Ïîñòóïèëà 1 ÿíâàðÿ 2015 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2015 ã.144



Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ 145Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = (ξt)t∈I çàäàííûõ íàâåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (ΩI , AI , PξI ) ñî çíà÷åíèÿìè ξt(ωt) ∈ Xt, ωt ∈ Ωt,ãäå Xt - ìíîæåñòâî çíà÷åíèé t-é ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèéïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê XI = Xt1 × Xt2 × . . . × Xtm , ãäå
I = {t1, t2, . . . , tm}.Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äâóõ âèäîâ:àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðè÷åì äèñêðåò-íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ òèïàìè:

• ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ðàäåìàõåðîâñêîãî òèïà: Xt = X(θ) = {−θ; θ};
• ðåøåò÷àòûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: Xt = X(θ, s) = {θ(2k−s); k = 0, 1, . . . , s},ãäå θ - øàã ðåøåò÷àòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Êàê è ïðåæäå îáîçíà÷èì ÷åðåç vI , ãäå I = {t1, t2, . . . , tm} è t1 < t2 < . . . <

tm, íà÷àëüíûé ñìåøàííûé ìîìåíò m ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξt1 , ξt2 , . . . , ξtm ïî-ðÿäêà |I| = m:
vI = Mξtlξt2 · · · ξtm .Êðîìå òîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñóììàðíûé ñìåøàííûé ìîìåíò ïîðÿäêà m:

vm =
∑

|I|=m

vI , ∀m = 1, . . . , n, ïðè÷åì ïðè m = 0, ïîëîæèì v0 = 1.Â äàëüíåéøåì áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü äâà âèäà óñðåäíåííûõ ñìåøàííûõìîìåíòîâ ïîðÿäêà m:
v̇m =

vm
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, ∀m = 1, . . . , n;à òàêæå
v̈m =

vm
√

Cm
n

, ∀m = 1, . . . , n.Çäåñü Cm
n � áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò, ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïîm, îïðåäåëÿ-åò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñìåøàííûõ ìîìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ñóììàðíûéñìåøàííûé ìîìåíò ïîðÿäêà m. Êîãäà íåîáõîäèìî áóäåò â ÿâíîì âèäå óêà-çàòü, ÷òî ñóììàðíûé ñìåøàííûé ìîìåíò vm èëè êàêîé-ëèáî èç óñðåäíåííûõñìåøàííûõ ìîìåíòîâ v̇m, v̈m îïðåäåëåí äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ, òî áóäåìïèñàòü vm(ξ) èëè v̇m(ξ), v̈m(ξ) ñîîòâåòñòâåííî.Ââåäåì ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé) ñ èíâàðè-àíòíûìè ñâÿçÿìè, îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüñîâìåñòíûõ âåðîÿòíîñòåé îò êîíå÷íîãî íàáîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îòíîñèòåëü-íî èõ çàìåíû.Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ̂ = (ξ̂t)t∈I , çàäàííóþ íà âåðîÿòíîñò-íîì ïðîñòðàíñòâå (ΩI , AI ,Pξ̂I

) ñî çíà÷åíèÿìè ξ̂t(ωt) ∈ Xt, ωt ∈ Ωt áóäåìíàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè, åñëè äëÿ ëþáûõêîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ L è J ìíîæåñòâà I, òàêèõ, ÷òî |L| = |J | = m è äëÿëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà B ∈ X(m) ñïðàâåäëèâî(1) P(ξ̂L ∈ B) = P(ξ̂J ∈ B).Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàçëè÷íûõ ñîáûòèé äëÿ òà-êèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè è ñîñòàâà ìíîæåñòâà
B ∈ X(m) è ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò íàáîðà è ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ íîìå-ðîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èíèöèèðóþùèõ ýòè çíà÷åíèÿ. Åñëè ñðàâíèâàòü äàí-íîå îïðåäåëåíèå ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñòàöèîíàðíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé



146 Ñ.Â. ×ÅÁÎÒÀÐÅÂñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî îíî óñèëèâàåò ñâîéñòâî ñòà-öèîíàðíîñòè â óçêîì ñìûñëå â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîìñìûñëå îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíîñòü ñîâìåñòíûõ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âñåõ íîìåðîâ íà îäíó âåëè÷èíó, òî çäåñü èíâàðèàíò-íîñòü ïîñòóëèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî èçìåíåíèÿ íîìåðà êàæäîéïåðåìåííîé. Ýòî êàê áû �ñîâåðøåííî ñòàöèîíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�. Ñó-ùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èõ ïîñòðîåíèå è èñïîëüçîâàíèå ðàñ-ñìàòðèâàëèñü â ñòàòüÿõ [8]-[12]. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîé èñõîäíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ êîíêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñóìì ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè, êîòîðàÿ èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèåñóìì. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ïðåäñòàâèòåëÿïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñóìì. Öåëåñîîáðàçíîñòü ýòîãîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ñèëó ñâîèõ ñâîéñòâ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæåò óïðî-ñòèòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàòÑâîéñòâî 1. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíâà-ðèàíòíûìè ñâÿçÿìè ξ̂ = (ξ̂t)t∈I , çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(ΩI , AI ,Pξ̂I

), òîãäà îíà ñîñòîèò èç îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðè m = 1. �Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí ξ̂ = (ξ̂t)t∈I íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (ΩI , AI ,Pξ̂I
). Òîãäà îíà ÿâëÿ-åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà íîìåðîâ L = {tl1 , tl2 , . . . , tlm} ⊂ I èëþáîãî ïîäìíîæåñòâà çíà÷åíèé (x1, x2, . . . , xm) ∈ X(m) ñïðàâåäëèâî(2) P(ξ̂tl1 = x1, . . . , ξ̂tlm = xm) = P(ξ̂tl1 = xi1 , . . . , ξ̂tlm = xim ),ãäå (xi1 , xi2 , . . . , xim) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà âåêòîðà (x1, x2, . . . , xm).Äîêàçàòåëüñòâî: Â îïðåäåëåíèè 1 âîçüìåì â êà÷åñòâå B ⊂ X(m) îäíî-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî B = {(x1, x2, . . . , xm)} çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξt1(ω), . . . , ξtm(ω) íà ïðîèçâîëüíîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå ω ∈ ΩI , ïîëîæèì âêà÷åñòâå L = {tl1 , tl2 , . . . , tlm} à â êà÷åñòâå J = {tli1 , tli2 , . . . , tlim}. Ó÷èòûâàÿ,÷òî ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà îáúÿâëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò.Îáðàòíî: Ïóñòü âûïîëíåíî (2) ïîêàæåì ÷òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ è ñîîòíî-øåíèå (1). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà íîìåðîâ L, J ⊂ I,òàêèå, ÷òî |L| = |J | = m è âûáåðåì íåêîòîðîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî çíà-÷åíèé B = {(x1, x2, . . . , xm) ∈ X(m)}. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü
P(ξ̂l1 = x1, ξ̂l2 = x2, . . . , ξ̂lm = xm) = P(ξ̂j1 = x1, ξ̂j2 = x2, . . . , ξ̂jm = xm).Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ∩ J = ∅. Ñôîðìèðóåì ìíîæå-ñòâî LJ = L ∪ J è BB = (x1, . . . , xm, x1, . . . , xm) è ðàññìîòðèì

P(ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm, ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂jm = xm).



Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ 147Èç òîãî, ÷òî
P(ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm, ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂m = xm) =

= P(ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂m = xm, ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm),ñóììèðóÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïåðâûõ m ïåðåìåííûõ îáåèõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿïîëó÷àåì íóæíûé ðåçóëüòàò. �Ñâîéñòâî 3. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̂ = (ξ̂t)t∈I , íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (ΩI , AI ,Pξ̂I
).Îíà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíâàðèàíò-íûìè ñâÿçÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî m è ïðî-èçâîëüíî çàäàííîãî íàáîðà íîìåðîâ L = {tl1 , tl2 , . . . , tlm} ⊂ I ïî÷òè âñþäó íà

X(m) äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîò-íîøåíèå(3) p(ξ̂tl1 = x1, . . . , ξ̂tlm = xm) = p(ξ̂tl1 = xi1 , . . . , ξ̂tlm = xim),ãäå (xi1 , . . . , xim) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà âåêòîðà (x1, . . . , xm) ∈ X(m).Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿ-çÿìè ξ̂ = (ξ̂t)t∈I . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1) èç îïðåäåëåíèÿ 1. Ïîêà-æåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (3) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî êîíå÷-íîãî m ïî÷òè âñþäó íà X(m). Âîçüìåì â êà÷åñòâå B ⊂ X(m) m-ìåðíûé ïðÿ-ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä B = {[a1, b1), [a2, b2), . . . , [am, bm)}, ãäå a1 = a2 =
. . . = am < b1 = b2, . . . ,= bm - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûéíàáîð èíäåêñîâ L = {tl1 , tl2 , . . . , tlm}, à òàêæå íåêîòîðóþ åãî ïåðåñòàíîâêó âêà÷åñòâå J = {tli1 , tli2 , . . . , tlim }. Èìååì, ÷òî

P(ξ̂L ∈ B) =

b1
∫

a1

. . .

bm
∫

am

p(xt1 , . . . , xtm)dxt1 · · · dxtm = P(ξ̂J ∈ B) =

=

b1
∫

a1

. . .

bm
∫

am

p(xti1
, . . . , xtim

)dxti1
· · · dxtim

.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèì îáðàçîì ñôîðìèðîâàííûõ ìíîæåñòâ B ñîîòíî-øåíèå (3) âûïîëíÿåòñÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïðîèçâîëü-íûå íàáîðû ÷èñåë ai < bi, i = 1, 2, . . . ,m, îòêóäà íåñëîæíî ðàñïðîñòðàíèòüïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ëþáûå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà èç X(m).Îáðàòíî: Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà L è J ìíîæåñòâà
I, òàêèå, ÷òî |L| = |J | = m è íåêîòîðîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî B ∈ X(m).Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

P(ξ̂L ∈ B) = P(ξ̂J ∈ B),ïðè óñëîâèè ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (3) ïî÷òè âñþäó íà X(m) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-ãî m. Îïÿòü æå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷òî L ∩ J = ∅.Ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâî LJ = L ∪ J è BB = B ×B ⊂ X(2m) è ðàññìîòðèì
p(ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm, ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂jm = xm).
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p(ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm, ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂m = xm) =

= p(ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂jm = xm, ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm)Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñâîéñòâîì, ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî ñîîò-íîøåíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïåðâûõ m ïåðåìåííûõ è ïîëó÷èì, ÷òîïî÷òè âñþäó íà X(m) áóäåì èìåòü
p(ξ̂j1 = x1, . . . , ξ̂jm = xm) = p(ξ̂l1 = x1, . . . , ξ̂lm = xm).Îòêóäà è ñëåäóåò

P(ξ̂L ∈ B) = P(ξ̂J ∈ B)äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî B ∈ X(m). �Â [8] áûëî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àáñîëþòíîíåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè ïî èñõîäíîìó ðàñ-ïðåäåëåíèþ µ(x) ñóììû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òàì æåïîêàçàíî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ òàêîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:(4) p
ξ̂(n)

(x1, . . . , xn) =

√
2nπ

√

(2π)n
e
− 1

2

(

n∑

t=1
x2
t− x2

n

)

µ(x),ãäå x =
n
∑

t=1
xt, µ = µSn

- ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Sn =

n
∑

t=1

ξt.Çàìåòèì, ÷òî èç âûðàæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè âèäíî, ÷òî îíà èíâàðèàíòíà îò-íîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ ïåðåìåííûõ.Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿ-çÿìè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñóììû ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü
µSn

(x) =
1√
2πn

e−
x2

2n- òî åñòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìèMSn = 0, DSn = n. Òîãäà
p
ξ̂(n)

(x1, . . . , xn) =

√
2nπ

√

(2π)n
e
− 1

2

(

n∑

t=1
x2
t− x2

n

)

µ(x) =

=

√
2nπ

√

(2π)n
e
− 1

2

(

n∑

t=1
x2
t− x2

n

)

1√
2πn

e−
x2

2n =

=
1

√

(2π)n
e
− 1

2

n∑

t=1
x2
t

=

n
∏

t=1

1√
2π

e−
x2
t
2 =

n
∏

t=1

ϕ(xt),ãäå ϕ - ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à â êà÷åñòâå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè äëÿ ýòîé ñóììû ïîëó÷èëè ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñòàíäàðòíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èíâàðè-àíòíûìè ñâÿçÿìè è çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ïðèâåäåí â [12].



Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ 149Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïðåäåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ èíâàðèàíòíûìèñâÿçÿìè, ïîñòðîåííûìè ïî ñóììàì èñõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõâåëè÷èí.Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàäåìàõåðîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ =

(ξt)t∈I , ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ñëàáûé ïðåäåë ñóìì 1√
n

n
∑

i=1

ξi,ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàäåìàõåðîâñêîãî òèïà ñèíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè ξ̂ = (ξ̂t)t∈I ñ òàêîé æå ïðåäåëüíîé ñóììîé η

η
ñë.
== lim

n→∞
1√
n

n
∑

t=1

ξt
ñë.
== lim

n→∞
1√
n

n
∑

t=1

ξ̂t,è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäåò(5) µ(x) =
1√
2π

e−
x2

2

∞
∑

m=0

v̈m(ξ̂) · hm(x), ∀x ∈ R,ãäå v̈m - ñìåøàííûå ìîìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñîñìåøàííûìè ìîìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ, òî åñòü v̈m(ξ̂) = v̈m(ξ) ∀m > 1.Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàäåìàõå-ðîâñêîãî òèïà ξ = (ξt)t∈I íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (ΩI , AI ,PξI ) è äëÿýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé ñëàáûé ïðåäåë ñóìì
1√
n

n
∑

i=1

ξi, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàäåìà-õåðîâñêîãî òèïà ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè ξ̂ = (ξ̂t)t∈I ñ òàêîé æå ïðåäåëüíîéñóììîé è åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè, êî-òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íåêîððåëè-ðîâàííûìè ñâÿçÿìè. Âñå ìíîãîîáðàçèå ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîðîæäåíîòîëüêî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïðè÷åì åñëè ∀m > 2 âûïîëíÿþòñÿ ñîîò-íîøåíèÿ1. v̇m(ξ̂(n)) = o

(

√

Cm
n

), òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíî;2. v̇m(ξ̂(n)) = O
(

√

Cm
n

), òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îòëè÷íî îò íîð-ìàëüíîãî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè. Èç (5) âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿïðåäåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñóòü
v̈m(ξ̂) = lim

n→∞

vm(ξ̂(n))
√

Cm
n

= lim
n→∞

√

Cm
n

vm(ξ̂(n))

Cm
n

= lim
n→∞

√

Cm
n v̇m(ξ̂(n)), m > 1.Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (5) ñëåäóåò êîíå÷íîñòü v̈m(ξ̂) ∀m > 1 ( ñîãëàñíî ïðåäïîëî-æåíèþ âñåãäà v̈0(ξ̂) = 1).Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî òî-ãäà, êîãäà lim

n→∞
v̇m(ξ̂(n)) = 0. Ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû √Cm

n ∼
√

nm

m! çäåñü âû-ñòóïàþò â ðîëè ýòàëîíà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Åñëè v̇m(ξ̂(n)) = O
(

√

Cm
n

), òîïîëó÷àåì â ïðåäåëå ðàñïðåäåëåíèå îòëè÷íîå îò íîðìàëüíîãî. Åñëè v̇m(ξ̂(n)) =
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o

(

√

Cm
n

), òî ïîëó÷èì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. À åñëè ñêîðîñòü ìåíüøå, òîïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. �Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåíòðèðîâàííûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = (ξt)t∈I ñ íåòðèâèàëüíûì ñëàáûì ïðåäåëîì ñóìì ηn =

1√
n

n
∑

i=1

ξi. Äëÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîãëàñíî [9],[11] òàêæå ñóùåñòâóåòïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíâàðèàíò-íûìè ñâÿçÿìè ξ̂ = (ξ̂t)t∈I , êîòîðàÿ èìååò òàêîé æå ïðåäåë ñóìì η̂n = 1√
n

n
∑

i=1

ξ̂i.Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñâîéñòâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøå-íèåì (4) èç [8]. Íî ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäåì ýòî ñîîòíîøåíèå â óäîáíîå äëÿýòîé öåëè âèä. Ïîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ àáñîëþòíîíåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = (ξt)t∈In ñ íåòðèâèàëüíûì ñëàáûì ïðåäå-ëîì ñóìì ηn = 1√
n

n
∑

i=1

ξi, ïðè÷åì ηn - ýòî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé µηn
. Òîãäà ìîæíî ïî-ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè ξ̂n = (ξ̂t)t∈In òàêóþ, ÷òî äëÿ íååñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:1. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηn è η̂n ñîâïàäàþò:

Fηn
(x) = Fη̂n

(x) ∀x ∈ R;2. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ̂t∈In óäî-âëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:(6) p
ξ̂n
(x1, . . . , xn) =

µηn
(yn)

ϕ(yn)

n
∏

t=1

1√
2π

e−
x2
t
2ãäå yn = 1√

n

n
∑

t=1
xt, ϕ(yn) =

1√
2π

e−
y2n
2 .Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà âîñïîëüçóåìñÿ äî-êàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû (4), èçëîæåííûì â òåîðåìå 3.3 [8]. Òàì äëÿ ïîëó÷å-íèÿ ôîðìóëû ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Sξ(n) =
∑

t∈I

ξt ñ ïëîòíîñòüþ µ. Äèàïàçîí çíà÷åíèé ýòîé ñóììû ðàáèâàåòñÿ íà
nm+1 ÷àñòåé: ∆x(k) = [ 2k−nm√

m
,
2(k+1)−nm√

m

) äëÿ k = 1, . . . , nm−1, à äëÿ k = 0 è
k = nm ïîëîæèì∆x(0) =

(

−∞,−n
√
m+ 2√

m

),∆x(nm) =
[

n
√
m,∞

). Îáðàçóþò-ñÿ Pn(k) = P(Sξ(n) ∈ ∆x(k)) è äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿïðèâåäåííûõ òàì âûðàæåíèé äëÿ ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ðåøåò÷àòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè, àïïðîêñèìè-ðóþùèõ ðàñïðåäåëåíèå èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå íàì äà-íî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ηn = 1√
n

n
∑

i=1

ξi. Åñëè äëÿ çíà÷åíèé ýòîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçáèåíèåì ∆y(k) = [ 2k−nm√
mn

,
2(k+1)−nm√

mn

)äëÿ k = 1, . . . , nm− 1, à äëÿ k = 0 è k = nm ïîëîæèòü ∆y(0) =
(

−∞,−√
mn+
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2√
mn

),∆y(nm) =
[√

mn,∞
). Òîãäà Pn(k) = P(Sξ(n) ∈ ∆x(k)) = P(ηn ∈ ∆y(k)).Òî åñòü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûâîäàìè òåîðåìû 3.3 [8], ïðåäñòàâèâ ðåçóëü-òàò â íóæíîì íàì âèäå.Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé â òåîðåìå 3.3 [8] ïîëó÷èì, ÷òî

Pn(k) ≈ µ(x)∆x = µηn
(yn)∆yn,ãäå yn = 1√

n

n
∑

t=1
xt =

x√
n
è ∆yn = ∆x√

n
. Åñëè òàêæå ïðåäñòàâèòü

ϕn(x)∆x = (2πn)−
1
2 e−

x2

2n∆x =
1√
2π

e−
x2

2n
∆x√
n

â âèäå 1√
2π

e−
y2n
2 ∆yn = ϕ(yn)∆yn,òî ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (6).Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ïóíêòà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïî-ñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ̂(n). Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ïóíêòàâ òåîðåìå 3.3 [8] èìååì:

Fη̂n

(

y =
x√
n

)

= lim
m→∞

P

(

n
∑

t=1

2kt −mn√
mn

<
x√
n

)

= lim
m→∞

P

(

n
∑

t=1

2kt −m√
m

< x

)

=

= F
Ŝn

(x) = lim
m→∞

∑

k<k′

P
Ŝn

(k) = lim
m→∞

∑

k<k′

PSn
(k) =

= lim
m→∞

FSn

(

2k′ − nm√
m

)

= FSn
(x) = Fηn

(

y =
x√
n

)

,ãäå n
∑

t=1
kt = k, à k′ = max

k
{ 2k−nm√

m
< x}.Òîò ôàêò, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ̂(n) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè, ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû 3.3 [8]èëè òîãî, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿ-åò óñëîâèÿì ñâîéñòâà 3 �Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå µηn (yn)

ϕ(yn)
â ñîîòíîøåíèè (6), ãäå yn = 1√

n

n
∑

t=1
xt, ϕ(yn) =

1√
2π

e−
y2n
2 . Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû yn = 1√

n

n
∑

t=1
xt, íà îñ-íîâàíèè èçëîæåííîãî â [11] è [10], ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

µ(yn) =
1√
2π

e−
y2n
2

∞
∑

m=0

v̈m(γ̂n,N ) · hm(yn), ∀yn ∈ R,ãäå γ̂n,N - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàäåìàõåðîâñêîãî òèïà ñ èíâàðèàíòíûìèñâÿçÿìè, â êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîæèòü íàøó èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ(n)òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóìì áóäóò ñîâïàäàòü.Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ϕ(yn) è òîò ôàêò, ÷òî v0(γ̂n,N ) =
1 è v1(γ̂n,N ) = 0, èìååì

µηn
(yn)

ϕ(yn)
= 1 +

∞
∑

m=2

v̈m(γ̂n,N ) · hm(yn) > 0, ∀yn ∈ R.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kn(x) =
∞
∑

m=2
v̈m(γ̂n,N ) · hm(x), ∀x ∈ R.



152 Ñ.Â. ×ÅÁÎÒÀÐÅÂÏîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Òåîðåìà 3. Ïóñòü ξ = (ξt)t∈I ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ àáñî-ëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðî-ñòðàíñòâå (ΩI , AI , PξI ) è äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ñëó÷àé-íàÿ âåëè÷èíà η, ÿâëÿþùàÿñÿ íåòðèâèàëüíûì ñëàáûì ïðåäåëîì ñóìì 1√
n

n
∑

i=1

ξi.Ïðåäïîëîæèì ÷òî1. íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n = n′ ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ óñëî-âèå: |Kn(x)| 6 Mn ( ò.å Kn − ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R);2. lim
n→∞

Mn = 0.Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ èíâàðèàíòíûìè ñâÿçÿìè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿ-åò ýòèì óñëîâèÿì - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíî íîð-ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþíåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìûáóäåì ïîíèìàòü òâêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãîêîíå÷íîãî n è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-íîøåíèå

P(ξt1 < x1, ξt2 < x2, . . . ξtn < xn) = P(ξt1 < x1) ·P(ξt2 < x2) · · ·P(ξtn < xn)Ïðè÷åì çäåñü
P(ξti < xi) =

1√
2π

xi
∫

−∞

e−
u2

2 du.Â òåîðåìå 2 ïîêàçàíî, ÷òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ξ̂t∈In óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:
p
ξ̂n
(x1, . . . , xn) = (1 +Kn(yn))

n
∏

t=1

1√
2π

e−
x2
t
2 , ãäå yn =

1√
n

n
∑

t=1

xt.Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàí-äàðòíî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàññìîòðèì êîíêðåò-íîå ñîîòíîøåíèå
P(ξ2 < x1, ξ3 < x2) = P(ξ2 < x1) ·P(ξ3 < x2).Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî n è ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà (x1, x2, . . . , xn) ∈

R
n äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Èñïîëüçóÿ âûøåèçëîæåííîå, ìîæåì óòâåðæäàòü,÷òî íà÷èíàÿ ñ n = 4 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
p
ξ̂n
(x1, . . . , xn) =

n
∏

t=1

1√
2π

e−
x2
t
2 +Kn(yn)

n
∏

t=1

1√
2π

e−
x2
t
2 , ãäå yn =

1√
n

n
∑

t=1

xt.Èëè, ïåðåõîäÿ ê âåðîÿòíîñòÿì,
P(ξ2 < x1, ξ3 < x2) =

∞
∫

−∞

x1
∫

−∞

x2
∫

−∞

. . .

∞
∫

−∞

p
ξ̂n
(u1, . . . , un)du1du2du3 . . . dun =
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= P(ξ2 < x1)·P(ξ3 < x2)+

∞
∫

−∞

x1
∫

−∞

x2
∫

−∞

. . .

∞
∫

−∞

Kn(zn)

n
∏

t=1

1√
2π

e−
u2
t
2 du1du2du3 . . . dunÇäåñü zn = 1√

n

n
∑

t=1
ut. Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èìååì

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∫

−∞

x1
∫

−∞

x2
∫

−∞

. . .

∞
∫

−∞

Kn(zn)

n
∏

t=1

1√
2π

e−
u2
t
2 du1du2du3 . . . dun

∣

∣

∣

∣

∣
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