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Abstract. An algorithm based on machine learning for

solving the problem of boundary control for a complex heat

transfer model is considered. The control is a vector function

included in the boundary conditions multiplicatively. The

system consists of the heat equation and P1 � approximation

of the radiative transfer equation. The solution of the control

problem is modeled using the principle ¾bang-bang¿.

Based on the numerical-analytical solution of a direct non-

stationary nonlinear problem using the FreeFem++ software

package, a dataset for machine learning is formed in order to

predict the quality functional that characterizes the smoothing

of the temperature �eld to the speci�ed �eld by the input

parameters of the model. A neural network optimization

problem is formulated to determine the multidimensional

boundary control. The stochastic method is used to solve the

optimization problem. A comparative analysis of the solution
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of the inverse problem obtained using machine learning with

the calculations obtained by solving the optimality system in

the case of one boundary control is carried out. The potential

of machine learning for the problems of parameters recovery

in physical medium is shown.

Keywords: boundary control problem, machine learning,

neural networks, complex heat transfer, optimization.

1. Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü ïîèñêà áûñòðûõ è íàäåæíûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà îáóñëàâëèâàåòñÿ ïðàê-
òè÷åñêèì ïðèëîæåíèåì, íàïðèìåð, ïðè ïðîèçâîäñòâå ñòåêëà [1] è
â êàìåðàõ ñãîðàíèÿ [2]. Â ñèëó ñâîåé ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòè ÷à-
ñòî ðàññìàòðèâàþò çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, çà-
âèñÿùèõ îò âíåøíèõ óñëîâèé. Îòäåëüíûé èíòåðåñ â ýòîé îáëàñòè
ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèìè ïðîöåññàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàòü çà-
äà÷ó óïðàâëåíèÿ âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèåé. Ïðÿìàÿ çàäà÷à îñíî-
âûâàåòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíäóêòèâíîãî ðàäèàöèîííãî-
ãî òåïëîáìåíà âêëþ÷àþùåé èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðå-
íîñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì, âìåñòî íåãî èñïîëüçóåòñÿ
P1�ïðèáëèæåíèå [3].
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû, îñíî-

âàííûå íà ðåøåíèè ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ëèáî èñïîëü-
çóþòñÿ ïðÿìûå ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷. Â ðà-
áîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíûõ
çàäà÷ � ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ âåëè÷èíû êðèòåðèÿ êà÷åñòâà â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñëîæíûì òåïëîîáìåíîì. Îäíèì èç ñïîñîáîâ
ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàí-
íûé íà ïðèíöèïå ¾bang-bang¿[4], [5], [6], â êîòîðîì â êà÷åñòâå ìíî-
æåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé âûáèðàþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå
ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðûâîâ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåéðîí-
íîé ñåòè ñòðîèòñÿ íà ïîèñêå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ðåæèìîâ óïðàâ-
ëåíèÿ. Íåãëàäêîå ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé ïîçâîëÿåò óñêîðèòü îáðà-
áîòêó äàííûõ è ñîêðàòèòü âðåìÿ äëÿ îáó÷åíèÿ ñåòè.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû, ïîñòðîåííûå íà âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé îïòèìàëüíîñòè è ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çà-
äà÷ îáëàäàþò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ � â ÷àñòíîñòè, ñëîæíîñòü ïîèñêà
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÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷ âìåñòå ñ íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè, à òàêæå áîëüøèå çàòðàòû âðå-
ìåííûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, îáóñëîâëåííûå èòåðàöèîííûì
ïðîöåññîì ñõîäèìîñòè, ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ è ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷è
ðåøàþòñÿ íåñêîëüêî ðàç.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè îïòèìèçàöèè,

îñíîâàííîé íà ìåòîäàõ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïðè ðåøåíèè îáðàò-
íûõ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ðàäèàöèîííîãî è êîíäóêòèâíîãî òåïëî-
îáìåíà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè è P1 � ïðèáëèæåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2. Âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä [6, 7]:

(1)
∂θ

∂t
− a∆θ + bka(|θ|θ3 − ϕ) = 0,

(2) −α∆ϕ+ ka(ϕ− |θ|θ3) = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

(3) a∂nθ+β(θ−θb) = 0, α∂nϕ+γ(ϕ−θ4b ) = 0, x ∈ Γ, t ∈ (0, T ),

(4) θ|t=0 = θ0, x ∈ Ω,

ãäå θ � íîðìàëèçîâàííàÿ òåìïåðàòóðà, ϕ � íîðìàëèçîâàííàÿ èí-
òåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, óñðåäíåííàÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, ka �
êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, ÷åðåç ∂n îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ â íà-
ïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè n ê ãðàíèöå îáëàñòè, Γ = ∂Ω.
Êîýôôèöèåíòû a, b, α, β, γ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a =
k

ρcv

[
ñì2

c

]
, b =

4σn2T 3
max

ρcv

[ñì
c

]
, α =

1

3k − Aks

[
1

ñì

]
,

β =
h

ρcv

[ñì
ñ

]
, γ =

ϵ

2(2− ϵ)
,

ãäå h � êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è ãðàíèöû îáëàñòè [êã/(ñ3Ê)], ϵ
� ñòåïåíü ÷åðíîòû ïîâåðõíîñòè, k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîä-
íîñòè [êã · ñì/(c3Ê)], ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû [êã/cì3], cv � êîýôôè-
öèåíò óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè [ñì2/c2Ê], σ � ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà-
Áîëüöìàíà [êã/(ñ3K4)], n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, Tmax � ìàêñè-
ìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà â íåíîðìàëèçîâàííîé ìîäåëè [Ê], κ � êîýô-
ôèöèåíò ïîëíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, κs � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ, A
� êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ ∈ [−1; 1].
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Ñ÷èòàåì, ÷òî Ω � ëèïøèöåâà îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ââåäåì ñëå-
äóþùèå ïðîñòðàíñòâà: Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, H1

� ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1
2 , L

p(0, T ;X) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W = {y ∈ L2(0, T ;H1) : y′ ∈ L2(0, T ; (H1)′)}, ãäå

(H1)′ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ ïðîñòðàíñòâîì H1. Çäåñü è
äàëåå y′ = dy/dt.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ê çà-

äàííîìó ïîëþ âî âñåé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîì èçëó÷åíèÿ ãðàíèöû îáëàñòè γ è êîýôôèöèåíòîì β ñ îáëà-
ñòüþ çíà÷åíèé èç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

Uad = {γ ∈ L2(Γ), β ∈ L2(Γ)} : γ1 ≤ γ ≤ γ2, β1 ≤ β ≤ β2},

ãäå 0 < β0 ≤ β1, 0 < γ0 ≤ γ1.
Ìíîæåñòâî Uad ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â

L2(Γ)× L2(Γ).
Îïðåäåëåíèå. Ïàðà {θ, φ} ∈ W × H1 íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðå-

øåíèåì çàäà÷è (1)�(4), ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèþ {γ, β} ∈ Uad,
åñëè äëÿ ëþáûõ u ∈ H1, v ∈ H1 ïî÷òè âñþäó íà (0, T ) âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

(θ′, u)+

∫
Ω

a∇θ∇u dxdy+

∫
Γ

β(θ−θb)u dσ+

∫
Ω

bka(|θ|θ3−ϕ)u dxdy = 0,

∫
Ω

α∇ϕ∇v dxdy +

∫
Γ

γ(ϕ− θ4b )v dσ +

∫
Ω

ka(ϕ− |θ|θ3)v dxdy = 0

è ïðè ýòîì θ|t=0 = θ0.
Òî÷íî òàê æå êàê è â [7] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñëå-

äóþùèõ óñëîâèé íà èñõîäíûå äàííûå:

(i): γ1, γ2, β1, β2 ∈ L∞(Ω), 0 < γ0 ≤ γ ≤ γ2, 0 < β0 ≤ β ≤ β2,
γ0, β0 = const;

(ii): θb ∈ L∞(Γ × (0, T )), θb ≥ 0, 0 ≤ θ0 ∈ L∞(Ω), dθb/dt ∈
L2(Γ× (0, T ))

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷èè (1)�(4), îáëàäà-
þùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

0 ≤ θ ≤ M, 0 ≤ φ ≤ M4,

ãäå M = max{∥θb∥L∞ , ∥θ0∥L∞}.
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Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

(5) J [γ, β] =
1

2

T∫
0

∫
Ω

|θ(γ, β)− θd|2 dxdydt

ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ñîñòîÿíèå ñèñòåìû {θ(γ, β), ϕ(γ, β)}
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4), òðåáóåòñÿ

(6) íàéòè {γ0, β0} ∈ Uad òàêèå, ÷òî J [γ0, β0] = inf
{γ, β}∈Uad

J [γ, β].

Ðåøåíèå {γ0, β0} çàäà÷è (6) áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì óïðàâ-
ëåíèåì.
Àíàëîãè÷íî [7] óñòàíàâëèâàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó è äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå ôóíêöèîíàëà (5).
Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (6) ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèîíàë (5) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëóíåïðåðûâ-

íûì ñíèçó â ïðîñòðàíñòâå L2(Γ)× L2(Γ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ θ, ϕ,
ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γk, βk}∞k=1

îãðàíè÷åíà. Â [7] äîêàçàíî, ÷òî ∀ k ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå
{θk, ϕk} çàäà÷è (1)�(4) äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥θk∥L2(0,T ;H1) + ∥ϕk∥H1 < C,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò k. Ýòè îöåíêè ãàðàíòèðóþò âîçìîæ-
íîñòü âûáîðà òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáîçíà÷èì å¼ òàêæå θk,
ϕk), ÷òî

θk → θ ñëàáî â L2(0, T ;H1), ϕk → ϕ ñëàáî â H1(Ω).

Àíàëîãè÷íî [7] ïðîâîäèòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â èíòåãðàëüíûõ
òîæäåñòâàõ îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî
ñëàãàåìîãî. Îáîñíîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà òðåáóåòñÿ â ñëåäó-
þùåì âûðàæåíèè
(7)∫
Γ

βkθk u dσ →
∫
Γ

βθ u dσ ∀u ∈ H1 ñëàáî â (H1)′ äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ).

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî [8]: äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ Cε äëÿ êîòîðîé∫

Γ

|θk − θ|2 dσ ≤ ε

∫
Ω

|∇θk −∇θ|2 dxdy + Cε

∫
Ω

|θk − θ|2 dxdy.
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Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî θk → θ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω)). Òàêèì îáðàçîì,

lim
k→∞

sup

∫
Γ

|θk − θ| dσ < ε ∀ε > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (îáîçíà÷èì å¼
òàêæå θk) òàêàÿ, ÷òî θk → θ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Γ)). Èç äîêàçàííîé
ñèëüíîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (7). Ïðè ýòîì {θ, ϕ}
ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ
ïðåäåëüíàÿ (â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè) òî÷êà ìèíèìèçèðóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (6).
Â ðàáîòå [6] ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ â ìîäåëè ñëîæíîãî

òåïëîîáìåíà (1)�(4) ñ îäíèì ïàðàìåòðîì óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå
óïðàâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ γ ∈ L2(Γ) òàêàÿ, ÷òî γ1 ≤ γ(x) ≤
γ2, ãäå γ1 è γ2 èìååþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â óñëîâèè (i), ôóíêöèÿ
β ∈ L∞(Γ) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèè γ ïðè êîòîðîé
ôóíêöèîíàë J [γ] âèäà (5) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ãäå β,
θd � çàäàííûå ôóíêöèè. Â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
è ðàññìîòðåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè óïðàâëå-
íèÿ.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (6) ïðåäëàãàåòñÿ îïòèìèçà-

öèîííàÿ òåõíîëîãèÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå
ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòà-
ïîâ:
1) Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì

ñïîñîáîì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ;
2) Ôîðìèðîâàíèå áàçû äàííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà-

÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èñõîäíûõ äàííûõ;
3) Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè íà ïðîãíîçèðîâàíèå îñðåäíåííîãî ïî

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàëà
êà÷åñòâà

J̃ [γ, β] = J [γ, β]/mesΩ

ïî ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ïðîöåññà, à òàêæå ïàðàìåòðàì íà
ãðàíèöå è â íà÷àëå ïðîöåññà;
4) Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè íåéðîííîé ñåòè ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè-

÷åñêîãî àëãîðèòìà.
Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ áàçû äàííûõ âûïîëíåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðè-

ìåíòû ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(4) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìíòîâ
ïðè ïîìîùè ìóëüòèôèçè÷íîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ FreeFem++
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[9]. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñâîé-
ñòâî ðåëåéíîñòè, óñòàíîâëåííîå â [7] â ñëó÷àå îäíîãî ãðàíè÷íî-
ãî óïðàâëåíèÿ. Ïðåèìóùåñòâîì äàííîé òåõíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü âûáîðà â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ áîëåå îäíîãî
êîýôôèöèåíòà: γ = γ(x) è β = β(x). Ðåëåéíîñòü îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå äàêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [7]. Íà ïî-
ëó÷åííîé áàçå äàííûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ îáó÷èòü êëàññè÷åñêóþ ìî-
äåëü ðåãðåññèè XGBoost Regressor [10] è ãëóáîêóþ íåéðîííóþ ñåòü,
îáëàäàþùåé áîëüøåé òî÷íîñòüþ, íî òðåáóþùåé çíà÷èòåëüíûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Äëÿ îïòèìèçàöèè íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà
íåéðîííîé ñåòè èñïîëüçóåòñÿ îáîáùåííûé àëãîðèòì èìèòàöèè îò-
æèãà.

3. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) íàõîäèòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñ äèñêðåòèçàöèåé ïî âðåìåíè ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ìå-
òîäà Ýéëåðà. Äëÿ ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ ïðèìåíÿ-
åòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Ïîëó÷åííàÿ ëèíåàðèçî-
âàííàÿ ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå íà íîâîì âðåìåí-
íîì ñëîå íàõîäèòñÿ èç ëèíåéíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Ñõîäèìîñòü
ïîëó÷åííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îáîñíîâàíà â ðàáîòå [11].
Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ H1

h

âìåñòî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1. Ïóñòü θnh ∈ H1
h, ϕ

n
h ∈ H1

h, ãäå
fn
h = f(x, y, nτ), (x, y) ∈ Ωh, n = 1, . . . , N , τ = T/N .
Êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé áèëèíåéíîé ôîðìîé ñëà-

áîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4), èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ah(θ
n+1
h , ϕn+1

h , u, v) =

= τ−1

∫
Ω

θn+1
h u dxdy + a

∫
Ω

∇θn+1
h ∇u dxdy + α

∫
Ω

∇ϕn+1
h ∇v dxdy+

+ bka

∫
Ω

(4(θnh)
3θn+1

h − ϕn+1
h )u dxdy + ka

∫
Ω

(ϕn+1
h − 4(θnh)

3θn+1
h )v dxdy+

+

∫
Γ

βθn+1
h u dσ +

∫
Γ

γϕn+1
h v dσ, ∀u, v ∈ H1

h.
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Êîíå÷íîìåðíûé îïðåàòîð ëèíåéíîé ôîðìû ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1)�(4) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

ℓh(u, v) = −τ−1

∫
Ω

θnhu dxdy+

+ 3bka

∫
Ω

(θnh)
4u dxdy − 3ka

∫
Ω

(θnh)
4v dxdy+

+

∫
Γ

βθbu dσ +

∫
Γ

γθ4bv dσ ∀u, v ∈ H1
h.

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû

ah(θ
n+1
h , ϕn+1

h , u, v) = ℓh(u, v), ∀u, v ∈ H1
h

ïðîâîäèòñÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå FreeFem++. Ðàññ÷èòûâàåò-
ñÿ ìîäåëü ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà â äâóìåðíîé îáëàñòè, ãåîìåòðè-
÷åñêîé ôîðìîé âûáðàí êâàäðàò. Òàê êàê äàëåå â ïðîöåññå ãåíåðà-
öèè áàçû äàííûõ ëèíåéíûé ðàçìåð îáëàñòè âàðüèðóþòñÿ, òî ìàêñè-
ìàëüíûé ðàçìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, ãàðàíòèðóþùèé äîñòàòî÷íóþ
ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà, ïîäñòðàèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè àâòî-
àäàïòàöèè ñåòêè, âûïîëíåííîé ïðîãðàììíîé ôóíêöèåé FreeFem++.
Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè êâàäðàòà, òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ îòäåëü-

íî äëÿ êàæäîãî ãðàíè÷íîãî êîýôôèöèåíòà áóäåì èñêàòü íà ïîëî-
âèíå ñòîðîíû êâàäðàòà. Íà ðèñóíêå 1 íà ñòîðîíå êâàäðàòà äëèíû
L óêàçàí äèàïàçîí ïîèñêà òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ñèììåòðè÷íîé îò-
íîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè êâàäðàòà, èç èíòåðâàëà [0.05L ; 0.495L],
à òàêæå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå âîç-
ìîæíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ, îáîçíà÷åííîé êðàñíûì öâåòîì, íà
ðàññòîÿíèè 0.3L îò êðàÿ ãðàíèöû.

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ¾bang-bang¿,
ïðè êîòîðîì íà ãðàíèöå ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ íà
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êðàéíèå çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæå-
íû ïðèìåðû âîçìîæíûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé γ(x) è β(x) ñ òî÷êàìè
ïåðåêëþ÷åíèÿ, ðàñïîëîæåííûìè íà ðàññòîÿíèè 0.3L îò íà÷àëà ãðà-
íèöû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ
îáîèõ ôóíêöèé íåçàâèñèìû è â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò íå ñîâïàäàòü.

(a) γ (b) β

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé

4. Áàçà äàííûõ

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ áàçû äàííûõ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïàðà-
ìåòðû ïðîöåññà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ, à òàêæå ïðåäåëû èõ âàðèàöèè. Â äàííîì ñëó÷àå ïîä ïàðà-
ìåòðàìè ïîíèìàþòñÿ ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû, à òàêæå
ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå ôóíêöèè. Ïîëíûé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ, à
òàêæå èõ åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Çäåñü γ1,γ2
� çíà÷åíèÿ ôóíêöèè γ äî è ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî,
h1, h2 � ãðàíè÷íûå ïàðàìåòðû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà ôóíêöèè
β äî è ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàíèå âñåõ îñòàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.
Ãåíåðàöèÿ äàííûõ îñóùåñòâëÿëàñü ñëó÷àéíîé âûáîðêîé èç ðàâ-

íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðåäåëàõ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â òàáëèöå
1. Ïðåäåëû âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ áûëè âûáðàíû äîñòàòî÷íî øèðî-
êèìè äëÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðàêòè÷åñêè
äëÿ ëþáûõ ôèçè÷åñêèõ ñðåä, à òàêæå ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé.
Îáùåå âðåìÿ òåïëîîáìåíà ñîñòàâèëî T=300 ñ, âðåìåííîé øàã

τ=0.1.
Âñåãî áûëî ñãåíåðèðîâàíî 20000 íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êàæ-

äîãî èç êîòîðûõ áûëà ÷èñëåííî ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à, à òàêæå
ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J̃ .
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Òàáëèöà 1. Âàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû è èõ ðàñïðåäåëåíèå

Íàçâàíèå Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Åäèíèöû èçìåðåíèÿ

ρ 0.15 · 10−6 5000 · 10−6 êã/ñì3

cv 5 · 106 52 · 106 ñì2/ñ2Ê
Tmax 273 3000 Ê
n 1 2 �
k 0 5 · 103 êã · ñì/ñ3Ê
κ 0.01 1 ñì−1

κs 0 0.01 ñì−1

A −1 1 �
L 10 200 ñì
θb 0.0 1.0 �
θ0 0.0 1.0 �
θd 0.0 1.0 �
γ1 0.0 0.5 �
γ2 0.0 0.5 �
h1 0.1 500 êã/ñ3Ê
h2 0.1 500 êã/ñ3Ê
P1 0.005L 0.495L �
P2 0.005L 0.495L �

5. Ìàøèííîå îáó÷åíèå

Íà ñôîðìèðîâàííîé áàçå äàííûõ áûëè îáó÷åíû íåéðîííàÿ ñåòü
è îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå ãðàäèåíòíîãî áóñòèíãà ìîäåëü ðåãðåññèè
XGBoost Regressor. Âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿëèñü âñå ïàðàìåò-
ðû èç òàáëèöû 1, åäèíñòâåííûì âûõîäíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿëîñü
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J̃ [γ, β], ââåäåííîãî â ðàçäåëå 2.
Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàáîòû ìîäåëåé èñïîëüçîâàëèñü ìåòðèêè

R2, MAE è SMAPE.
Êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè, R2:

R2 = 1−
∑n

i=1 (yi − xi)∑n
i=1 (yi − y)

.

Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà, MAE:

MAE =
1

n

n∑
i=1

|yi − xi| .
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Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà â ïðîöåíòàõ, MAPE:

MAPE =
100

n

n∑
i=1

|yi − xi|
|xi|

.

Çäåñü yi � ïðîãíîçèðóåìûå çíà÷åíèÿ, xi � çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå

ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, y = (1/n)
n∑

i=1

yi.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë J̃ ïðèíèìàåò â òîì ÷èñëå è çíà÷åíèÿ îò 0
äî 1, òî ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà â ïðîöåíòàõ (MAPE) ìîæåò
èìåòü íåïðîïîðöèîíàëüíî âûñîêèå çíà÷åíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàò-
íûì ñïîñîáîì ïðîöåíòíîé îöåíêè êà÷åñòâà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîäå-
ëè. Äëÿ àäåêâàòíîé ïðîöåíòíîé îöåíêè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñèììåòðè÷íóþ àáñîëþòíóþ îøèáêó â ïðîöåíòàõ, SMAPE:

SMAPE =
100

n

n∑
i=1

|yi − xi|
|yi|+ |xi|

,

Äàííàÿ ìåòðèêà ó÷èòûâàåò ðàçíèöó ìåæäó ïðîãíîçèðóåìûìè è
äàííûìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èìååò ïðåäåë îò 0 äî 100%,
ãäå áîëåå íèçêîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò áîëåå âûñîêîìó êà÷åñòâó
ïðîãíîçèðîâàíèÿ.
Äëÿ îáó÷åíèÿ è âàëèäàöèè ìîäåëåé èñïîëüçîâàëàñü äåñÿòèáëî÷-

íàÿ êðîññ-âàëèäàöèÿ. Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå
â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

XGBoost Íåéðîííàÿ ñåòü

R2 0.983 0.998
MAE 5.61 0.91

SMAPE 28.42% 7.87%

Íåéðîííàÿ ñåòü ïîêàçàëà ëó÷øèé ðåçóëüòàò. Îáó÷àþùèå êðèâûå
äëÿ íå¼ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.
Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî ìîäåëü ïðîãíîçèðóåò çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà J̃ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Íà ýòî óêàçûâàåò
âûñîêîå çíà÷åíèå R2, áëèçêîå ê åäèíèöå, à òàêæå íèçêèå çíà÷åíèÿ
SMAPE=7.87%, êîòîðîå ïîêàçûâàåò ñðåäíþþ ïðîöåíòíóþ îøèáêó
è MAE=0.91, êîòîðîå ïîêàçûâàåò ñðåäíþþ àáñîëþòíóþ îøèáêó.

6. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü
ìèíèìèçàöèÿ îáó÷åííîé íåéðîííîé ñåòè ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãî
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(a) R2 (b) MAE

(c) SMAPE

Ðèñ. 3. Îáó÷àþùèå êðèâûå äëÿ íåéðîííîé ñåòè

àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà [12], [13].

F (z) → min,

ãäå F (z) = σo(σh(Wz)) � ôóíêöèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ îäíèì ñêðûòûì
ñëîåì, ïðîãíîçèðóþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J̃ ïî íàáîðó âõîä-
íûõ ïàðàìåòðîâ z = {ρ, cv, Tmax, ..., h2, P1, P2}, W � ìàòðèöà âåñîâ
íåéðîííîé ñåòè, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ, σo � ôóíêöèÿ
àêòèâàöèè âûõîäíîãî ñëîÿ, σh � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè ñêðûòîãî ñëîÿ,
Èñïîëüçóåìûé àëãîðèòì èìèòèðóåò ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðîèñ-

õîäÿùèé ïðè îòæèãå ìåòàëëîâ. Â õîäå ýòîãî ïðîöåññà ìåòàëë äî-
ñòèãàåò ñâîåãî êðèñòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëî-
áàëüíûì ìèíèìóìîì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèè.
Ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ôóíêöèÿ ýíåðãèè ðàñïëàâëåííîãî ìåòàëëà. Ââîäèòñÿ èñêóññòâåí-
íàÿ òåìïåðàòóðà, êîòîðàÿ ïîñòåïåííî ñíèæàåò ñâî¼ çíà÷åíèå. Ýòà
òåìïåðàòóðà äîáàâëÿåò ñòîõàñòè÷íîñòü ìåòîäó, ÷òî ïîìîãàåò èçáå-
ãàòü ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Â êîíöå ïðîöåññà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
íàõîäèò ñâîé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èëè çíà÷åíèå, áëèçêîå ê íåìó.
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Â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F (z) ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà
èìèòàöèè îòæèãà ïðåäëàãàåòñÿ âàðüèðîâàòü 6 ôóíêöèé èç íàáîðà
ïàðàìåòðîâ z: γ1, γ2, β1, β2,P1, P2. Äàííûå ïàðàìåòðû â ñîâîêóïíî-
ñòè ïîçâîëÿþò íàéòè ôóíêöèè γ è β, îòâå÷àþùèå ïðèíöèïó ¾bang-
bang¿. Âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè îñòàâà-
ëèñü íåèçìåííûìè.
Â ñèëó íåòî÷íîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè ðàáîòå íåéðîííîé ñåòè, à

òàêæå â ñèëó ñòîõàñòè÷íîñòè ìåòîäà èìèòàöèè îòæèãà, äëÿ îöåíêè
ïðåäëîæåííîé òåõíîëîãèè íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè êàê êà÷åñòâåí-
íûé, òàê è êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ ñòà-
òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, äàííàÿ ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà àâòîðàìè òåêóùåé
ñòàòüè. Çà îñíîâó áûëà âçÿòà ðàáîòà [6], â êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà êëàññè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûì ïàðàìåòðîì γ äëÿ ñèñòåìû, àíàëîãè÷íîé
(1)�(4) , íà ïðèìåðå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñòåêëó.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëî ñãåíåðèðîâàíî 500 íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ ñòåê-

ëà ñ ðàçíûìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è ñèñòåìû (1) � (4) . Ïîñëå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è
äëÿ êàæäîãî èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûë ïðîâåäåí àíàëèç â
ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ:
I) Â ïåðâîì ñëó÷àå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè,

îïèñàííûé â [6], ðåàëèçóþùèé îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êîýôôè-
öèåíòîì γ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì. Ïîèñê ðåøåíèÿ ïðè ýòîì îñó-
ùåñòâëÿëñÿ èç âûáðàííûõ èíòåðâàëîâ:

γ1 ∈ [0, 0.25] , γ2 ∈ [0.25, 0.50] , P1 ∈ [0.025L, 0.475L] .

II) Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëàñü ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðà-
áîòå îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ ìàøèííîãî
îáó÷åíèÿ, â õîäå êîòîðîãî òàêæå â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-
íèÿ èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ γ, ïîèñê êîòîðîé îñóùåñòâëÿëñÿ â
àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùåìó ïóíêòó èíòåðâàëàõ. Äàííûé ýòàï áûë
ïðîâåäåí äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì. Âàðèàöèÿ ãðàíè÷-
íûõ ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿëèñü â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

γ1 ∈ [0, 0.25] , γ2 ∈ [0.25, 0.50] , P1 ∈ [0.025L, 0.475L] .

III) Â òðåòüåì ñëó÷àå òàêæå èñïîëüçîâàëàñü ïðåäëîæåííàÿ àâòî-
ðàìè òåõíîëîãèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íîé ôóêíöèåé γ. Â äàííîì
ñëó÷àå íå ñîáëþäàåòñÿ ïðèíöèï, ïðèñóùèé êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì,
òàêîé, ÷òî γ1 <= γ2. Öåëüþ äàííîãî ýòàïà áûëî ïðîâåðèòü âëèÿíèå
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äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò îïòèìèçàöèè. Ïðåäå-
ëû âàðüèðîâàíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ñëåäóþùèå:

γ1 ∈ [0, 0.5] , γ2 ∈ [0, 0.50] , P1 ∈ [0.025L, 0.475L] .

IV)Â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå òàêæå èñïîëüçîâàëàñü ïðåäëîæåííàÿ â
äàííîé ðàáîòå òåõíîëîãèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ñðàçó äâóìÿ ãðàíè÷íû-
ìè ôóíêöèÿìè, γ è β. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå èññëåäî-
âàëîñü âëèÿíèå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè β íà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.
Ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ïðè îïòèìèçàöèè âàðüèðîâàëèñü â ñëåäóþùèõ
ïðåäåëàõ:

γ1 ∈ [0.0, 0.5] , γ2 ∈ [0.0, 0.5] , P1 ∈ [0.025L, 0.47.5L] ,

β1 ∈
[
6 · 10−7, 0.03

]
, β2 ∈

[
6 · 10−7, 0.03

]
, P2 ∈ [0.025L, 0.475L] .

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ðàñ÷èòûâàëñÿ ïðîöåíò óñïåøíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

V1 = 100 · m−m0

m
,

ãäå m � îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ, m0 � ÷èñëî ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íå ïðèâåëî ê ñíèæåíèþ ôóíêöèîíàëà êà-
÷åñòâà. Â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ äàííàÿ ìåòðèêà ãîâîðèò î
ñõîäèìîñòè ìåòîäà, â ñëó÷àå ïðåäëîæåííîé òåõíîëîãèè � î òî÷íî-
ñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íåéðîííîé ñåòüþ.
Äëÿ êà÷åñòâåííîé îöåíêè èñïîëüçîâàëîñü ñðåäíåå çíà÷åíèå ñíè-

æåíèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îò ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ â ïðî-
öåíòàõ:

V2 = 100 · 1

500

n=500∑
i=1

J̃ init
i − J̃opt

i

J̃ init
i

,

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè

I II III IV

V1 45.8% 49.4% 50% 71.2%
V2 2.45% 7.74% 8.8% 12.82%

Èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýòàïîâ I è II, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå, âèä-
íî, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, âûïîëíåííîå êëàññè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè, íåçíà÷èòåëüíî ïðîèãðûâàåò ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè òåõ-
íîëîãèè êàê â êîëè÷åñòâåííîé, òàê è â êà÷åñòâåííîé îöåíêå.
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Èç ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýòàïîâ II è III âèäíî, ÷òî îòñóò-
ñòâèå îãðàíè÷åíèÿ γ1 <= γ2 íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè è ïðè-
âåëî ê óëó÷øåíèþ ðåçóëüòàòà ëèøü â ïðåäåëàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ïî-
ãðåøíîñòè.
Ïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ III è IV ýòàïà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî,

÷òî âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü äâóìÿ ãðàíè÷íûìè ïàðàìåòðàìè, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ýêñêëþçèâíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè òåõ-
íîëîãèè, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óëó÷øåíèþ êàê êà÷åñòâåííîé,
òàê è êîëè÷åñòâåííîé îöåíîê êà÷åñòâà îïòèìèçàöèè. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî óòâåðæäàòü î áîëüøîé ðîëè êîýôôèöèåíòà β â çàäà÷àõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè â ìîäåëè
ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà.
Äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ðàáîòû ïðåäëîæåííîé òåõíîëî-

ãèè áûë ðàñ÷èòàí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ ôèçè÷åñêèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè ñòåêëà è ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè:

a = 0.006, b = 0.025, α = 0.435, Tmax = 1057, L = 23.86,

θ0 = 0.639, θb = 0.141, θd = 0.65.

Äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ðåàëèçîâàíû II, III è IV ýòà-
ïû îïòèìèçàöèè. Çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ïîñëå ðàçëè÷íûõ
ýòàïîâ îïòèìèçàöèè ïîêàçàíû íèæå:
II) γ1 = 9.33 · 10−2, γ2 = 0.472, P1 = 0.4625L.
III)γ1 = 5.6 · 10−2, γ2 = 0.275, P1 = 0.178L.
IV) γ1 = 8 · 10−4, γ2 = 0.5, P1 = 0.46L, β1 = 3 · 10−3, β2 =

2.68 · 10−3, P1 = 0.232L.
Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ðåïðåçåíòàòèâíûìè äëÿ âñåé

âûáîðêè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíî ïî-
ëå òåìïåðàòóð äî è ïîñëå êàæäîãî èç óïîìÿíóòûõ âûøå ýòàïîâ
îïòèìèçàöèè âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J̃ .
Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà

ïðîèñõîäèò íà ýòàïå îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè. Ïðèìåíåíèå îïòèìè-
çàöèîííîãî ìåòîäà íà óæå îáó÷åííóþ ñåòü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ â òå÷åíèå íåñêîëü-
êèõ ìèíóò ïðàêòè÷åñêè íà ëþáîì óñòðîéñòâå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî çàíîâî öèêëè÷íî ðåøàòü ïðÿ-
ìóþ è îáðàòíóþ çàäà÷ó. Âûøåèçëîæåííûå ôàêòû ãîâîðÿò î òîì,
÷òî ïðèìåíåíèå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ íå
ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íî ñëîæíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îñî-
áåííî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êîãäà íåîáõîäèìî ðàñ÷è-
òàòü öåëûé ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ îòëè÷àþùèìèñÿ
ïàðàìåòðàìè.
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(a) Áåç îïòèìèçàöèè, J = 0.336 (b) II ýòàï, J = 0.25

(c) III ýòàï, J = 0.258 (d) IV ýòàï, J = 0.0597

Ðèñ. 4. Ðåïðåçåíòàòèâíûé ïðèìåð îïòèìèçàöèè ïîëÿ òåìïåðàòóð

7. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà îïòèìèçàöèîííàÿ òåõíîëî-
ãèÿ íà áàçå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè íà
ãðàíèöå â ìîäåëè ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà, èñïîëüçóþùàÿ ïðèíöèï
¾bang-bang¿â ñâîåé îñíîâå. Àâòîðàìè ïðîâåäåí êîëè÷åñòâåííûé è
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êà÷åñòâåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ ìåòîäîì êëàññè÷åñêîãî îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ òåõ-
íîëîãèÿ ðåøàåò çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâ-
íî. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî äàííîé òåõíîëîãèè ñîñòîèò â âîçìîæ-
íîñòè óïðàâëåíèÿ ñðàçó äâóìÿ ãðàíè÷íûìè ôóíêöèÿìè, ÷åãî íå
ïîçâîëÿþò êëàññè÷åñêèå ìåòîäû íà òåêóùèé ìîìåíò.
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