
S e⃝MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 20, �2, ñòð. 1108�1124 (2023) ÓÄÊ 517.925

DOI 10.33048/semi.2023.20.069 MSC 34C05

ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÂÀËÛ È ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ

ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÑÈÑÒÅÌ ÒÈÏÀ ÄÀÐÁÓ

Å. Ï. ÂÎËÎÊÈÒÈÍ, Â. Ì. ×ÅÐÅÑÈÇ

Abstract. We consider the question of the existence of algebraic solutions,
polynomial and rational integrals for systems of ordinary di�erential
equations of the form ẋ = x+Pn(x, y), ẏ = y+Qn(x, y), where Pn(x, y),
Qn(x, y) are homogeneous polynomials of nth degree.
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Ââåäåíèå

Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé óäåëÿåòñÿ âîïðîñó îá îòûñêàíèè ó íèõ ÷àñòíûõ èëè îáùèõ èíòåãðàëîâ.
Âàæíîñòü íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî, çíàÿ åãî, ìû ïîëó÷àåì èíôîðìàöèþ î ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû:
âñå òðàåêòîðèè ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâàõ óðîâíÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà.

Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ
â êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàìåò-
íîå ìåñòî â ýòîé ïðîáëåìàòèêå çàíèìàåò èçó÷åíèå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ àâòî-
íîìíûõ ïëîñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì

(1) ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y).

Çäåñü P (x, y), Q(x, y) � äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ x, y, â
êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âûñòóïàåò t ∈ R. Ñòåïåíüþ ñèñòåìû íàçûâà-
åòñÿ ìàêñèìóì ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ P (x, y), Q(x, y).

Volokitin, E.P., Cheresiz, V.M. Algebraic ovals and rational integrals of

Darboux-type systems.
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Ïðåäåëüíûì öèêëîì ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òðàåê-
òîðèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé ñðåäè òðàåêòîðèé âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ïðåäåëüíûé öèêë ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ñòåïåíè
m, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì îâàëîì íåïðèâîäèìîé àëãåáðàè÷åñêîé
êðèâîé H(x, y) = 0 ñòåïåíè m.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîëèíîìàëüíûõ ñèñòåì, â
÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, âîñõîäèò ê À. Ïóàíêàðå è Æ.
Á. Äàðáó [1], [2] è â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ, ñì. [4] è ïðîöè-
òèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó.

Â íàøåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ýòîò âîïðîñ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå
âèäà

(2) ẋ = x+ Pn(x, y), ẏ = y +Qn(x, y),

êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ñèñòåìîé òèïà Äàðáó. Çäåñü Pn(x, y), Qn(x, y) � îäíî-
ðîäíûå äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n > 1 îò ïåðåìåííûõ x, y.

Ñèñòåìû âèäà (2) èçó÷àëèñü â [3] è çàòåì íåçàâèñèìî îò ýòîé ðàáîòû è íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà ðàññìàòðèâàëèñü àâòîðàìè ðàáîò [5], [6], [7], [8]. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ó ñèñòåìû (2), ïðè÷¼ì ýòîò öèêë îêàçûâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì (ñì. Òåîðåìó 1 íèæå è ïîÿñíåíèÿ ê íåé). Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè (êðî-
ìå òî÷êè ïîêîÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò) èìåþò ïðåäåëüíûé öèêë ω-ïðåäåëüíûì
ìíîæåñòâîì è íå ìîãóò áûòü àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè. Åäèíñòâåííîé àëãåá-
ðàè÷åñêîé êðèâîé â ýòîé ñèòóàöèè ìîæåò áûòü òîëüêî ïðåäåëüíûé öèêë.

Â [7] ìû äîêàçàëè, ÷òî ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ñèñòåìû
(2) ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè n ðàâíà 2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì âèäîèç-
ìåí¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà. Ýòè èññëåäîâàíèÿ èìåþò îòíîøåíèå ê
ïðîáëåìå Ïóàíêàðå î ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ìû ïðåäúÿâëÿåì êëàññ ñèñòåì òèïà Äàðáó ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè, èìåþùèõ
àëãåáðàè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë. Ýòîò ðåçóëüòàò, â ÷àñòíîñòè, îáîáùàåò ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [5], [7].

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñèñòåì òèïà Äàðáó, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò íåòðèâè-
àëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ñîñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå è íåàëãåáðà-
è÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Âîïðîñ îá àëãåáðàè÷åñêèõ èíòåãðàëàõ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè
ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èíòåðåñ ê ýòîìó âî-
ïðîñó îáóñëàâëèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè
òàêîãî èíòåãðàëà âñå îðáèòû áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè.

Ñèñòåìà (2) íå îáëàäàåò ïîëèíîìèàëüíûì èíòåãðàëîì (êàê è âîîáùå ëþ-
áûì èíòåãðàëîì, îïðåäåë¼ííûì íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè), ïîñêîëüêó èìååò
äèêðèòè÷åñêèé óçåë â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà (2) èìååò ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë.
Ìû ïðèâîäèì ïðèìåðû ñèñòåì òèïà Äàðáó ñ ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì è

èçó÷àåì ñâîéñòâà ýòèõ èíòåãðàëîâ.

1. Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òèïà Äàðáó

(2) ẋ = x+ Pn(x, y), ẏ = y +Qn(x, y), n > 1.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèè

f(ϑ) = cosϑPn(cosϑ, sinϑ) + sinϑQn(cosϑ, sinϑ),(3)

g(ϑ) = cosϑQn(cosϑ, sinϑ)− sinϑPn(cosϑ, sinϑ).(4)

Ôóíêöèè f(ϑ), g(ϑ) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ cosϑ, sinϑ ñòåïåíè n+ 1.

Òåîðåìà 1. 1) Åñëè n � ÷¼òíîå, ñèñòåìà (2) íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé.

2) Åñëè n � íå÷¼òíîå è g(ϑ) èìååò íóëè íà îòðåçêå [0, 2π], ñèñòåìà (2) íå
èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

3) Ñèñòåìà (2) èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.
4) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë Γ ñèñòå-

ìû (2), îêðóæàþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

(5) g(ϑ) ̸= 0, ϑ ∈ [0, 2π]; g(0)

∫ 2π

0

f(ϑ)

g(ϑ)
dϑ < 0.

5) Öèêë Γ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.
6) Åñëè öèêë Γ àëãåáðàè÷åñêèé, òî åãî ñòåïåíü ðàâíà 2, è îí çàäà¼òñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêîé êðèâîé H(x, y) = 0, H(x, y) = 1 + ax2 + 2bxy + cy2.
7) Ñèñòåìà (2) èìååò àëãåáðàè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë

H(x, y)≡1+h2(x, y)=0, h2(x, y) < 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Pn
∂h2

∂x
+Qn

∂h2

∂y
= 2(−h2)

n+1
2 , xPn − yQn ̸= 0 äëÿ (x, y) ̸= (0, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû 1�5 áûëè äîêàçàíû â [3] è çàòåì íåçàâèñèìî îò ýòîé
ðàáîòû è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äîêàçàíû àâòîðàìè ðàáîò [5], [6], [7], [8].
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà (ïóíêò
4) â [3] áûëî ïîëó÷åíî â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ
ôóíêöèé Pn(x, y), Qn(x, y). Ïóíêòû 6�7 áûëè äîêàçàíû íàìè â [7]. Ïóíêò 6
èìååò îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå Ïóàíêàðå î ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè àëãåáðàè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èç íåãî ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ ñèñòåì òèïà Äàðáó ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè n àëãåáðàè÷åñêèé ïðå-
äåëüíûé öèêë èìååò ñòåïåíü äâà. Ìû ïðèâîäèì çäåñü ñàìîäîñòàòî÷íîå äîêà-
çàòåëüñòâî ïóíêòà 6, âèäîèçìåí¼ííîå ïî ñðàâíåíèþ ñ [7], â êîòîðîì óñòðàíåíû
íåäî÷¼òû, íà êîòîðûå íàì óêàçàëè êîëëåãè ïîñëå ïóáëèêàöèè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïî-ïðåæíåìó çàèìñòâîâàíà èç [9].
Âñþäó äàëåå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n � íå÷¼òíîå è

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5). Òåì ñàìûì ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííûé ãðóáûé
óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, îêðóæàþùèé íà÷àëî êîðäèíàò.

Ñèñòåìà (2) ïîñëå ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosϑ, y = r sinϑ
ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó

(6) ṙ = r + rnf(ϑ), ϑ̇ = rn−1g(ϑ),

êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì ïðè óñëîâèè r > 0.
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Ñèñòåìà (6) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

(7)
dρ

dϑ
=

(n− 1)f(ϑ)

g(ϑ)
ρ+

(n− 1)

g(ϑ)
, ρ = rn−1,

ãäå ôóíêöèè f(ϑ), g(ϑ) îïðåäåëåíû âûøå.
Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (ñ ïåðèîäîì T = 2π) ïîðîæäàþò

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F (ϑ) = (n− 1)f(ϑ)/g(ϑ).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñ óñëîâèåì ρ(0) = ρ0 îáîçíà÷èì ρ(ϑ; ρ0):

(8) ρ(ϑ; ρ0) =
(
ρ0 +

∫ ϑ

0

(n− 1)

g(τ)
exp(−

∫ τ

0

F (ς)dς)dτ
)
exp(

∫ ϑ

0

F (ς)dς).

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò âûáðàòü ρ0 = ρ∗0 èç óñëîâèÿ ρ(2π; ρ0) =
ρ0. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííîå òàêîå çíà÷åíèå

(9) ρ∗0 =
exp(

∫ 2π

0
F (ς)dς)

1− exp(
∫ 2π

0
F (ς)dς)

∫ 2π

0

(n− 1)

g(τ)
exp(−

∫ τ

0

F (ς)dς)dτ.

Ðåøåíèå ρ = ρ(ϑ, ρ∗0) îïðåäåëÿåò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2), ïî-
ñêîëüêó âñëåäñòâèå (5) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ρ(ϑ, ρ∗0) > 0, g(ϑ) ̸= 0, ϑ ∈ [0, 2π].

Îðáèòû ñèñòåìû (2) èìåþò ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå

(10) x = n−1
√

ρ(ϑ; ρ0) cosϑ, y = n−1
√
ρ(ϑ; ρ0) sinϑ, ϑ ∈ [0, 2π],

ãäå ρ(ϑ; ρ0) èç (8).
Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñëåäóåò âçÿòü ρ0 = ρ∗0 èç (9).
Ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû (2) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäè-

íàò. Â òàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè ýòîé ñèñòåìû è çàäàþùèå èõ ôîðìóëû òàê-
æå äîëæíû îáëàäàòü ñâîéñòâîì ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, çàìêíóòàÿ êðèâàÿ
Γ, èçîáðàæàþùàÿ ïðåäåëüíûé öèêë, áóäåò ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ′ � êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç Γ ïîñëå ñèììåò-
ðè÷íîãî îòðàæåíèÿ. Êðèâàÿ Γ′ òàêæå áóäåò òðàåêòîðèåé ñèñòåìû. Î÷åâèäíî,
ïëîùàäè ñèììåòðè÷íûõ ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè Γ, Γ′, ðàâíû. Êðèâàÿ
Γ′ íå ìîæåò öåëèêîì ëåæàòü âíóòðè êðèâîé Γ, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ïëî-
ùàäü, îãðàíè÷åííàÿ åþ, áóäåò ìåíüøå ïëîùàäè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé Γ. Èç
òåõ æå ñîáðàæåíèé êðèâàÿ Γ íå ìîæåò öåëèêîì ïîìåñòèòüñÿ âíóòðè êðèâîé Γ′.
Çíà÷èò ýòè äâå òðàåêòîðèè èìåþò îáùèå òî÷êè è ïîýòîìó ñîâïàäàþò.

Åñëè ïðåäåëüíûé öèêë Γ rn−1 = ρ(θ; ρ∗0) � àëãåáðàè÷åñêèé, ðàññìîòðèì
íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí H(x, y) = h0+h1(x, y)+h2(x, y)+ · · ·+hm(x, y) òàêîé,
÷òî H(x, y) = 0 ñîäåðæèò ýòîò ñèììåòðè÷íûé îâàë.

Ïðåæäå âñåãî óêàæåì, ÷òî H(x, y) èìååò ÷¼òíóþ ñòåïåíü, ïîñêîëüêó àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ëèíèÿ íå÷¼òíîé ñòåïåíè íåîãðàíè÷åííà.

Ïðèâåä¼ì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå
Â. Â. Èâàíîâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëèíèÿ çàäà¼òñÿ ìíîãî÷ëåíîì F (x, y) = 0, è ñòàðøèå
ìîíîìû ìíîãî÷ëåíà F (x, y) èìåþò ñòåïåíü n. Òîãäà íåâûðîæäåííûìè ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó G(x, y) + yn, ãäå G(x, y)
îçíà÷àåò ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî âî âñåõ ìîíîìàõ ñòåïåíü y ìåíüøå n. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè n íå÷åòíî, òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ F (x, y) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè n ïåðåìåííîé y, à ïîòîìó èìååò
êîðåíü. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî êðèâàÿ H(x, y) = 0 èìååò ÷¼ò-
íóþ ñòåïåíü, ïîñêîëüêó íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñïèðàëè èäóùèå èç áåñêîíå÷íîñòè îò ýêâàòîðà Ïóàíêàðå è áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì âèòêîâ íàìàòûâàþùèåñÿ íà óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Êàæäûé
âèòîê ñïèðàëè ïåðåñåêàåò îñü Ox, è òàêèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí H(x, 0) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé, ÷òî
íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåòâÿìè
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé H(x, y) = 0, îòñóòñòâóþò, ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèâåä¼í-
íîìó ïðåäëîæåíèþ ìíîãî÷ëåí H(x, y) íå ìîæåò èìåòü íå÷¼òíóþ ñòåïåíü.

H(x, y) = 0 � èíâàðèàíòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû (2). Òîãäà

H̃(r, θ) = H(r cosϑ, r sinϑ) = 0 � èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû (6), [9]. Ñèñòå-

ìà (6) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû r → −r. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H̃(r, θ)
� ÷¼òíàÿ1 ïî r, [9].

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè R = r2 â H(r cosϑ, r sinϑ) ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí H̃(R,ϑ)
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé R, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî hi(cosϑ, sinϑ). Ïðè ýòîì

R = (ρ(ϑ; ρ∗0))
2

n−1 áóäåò åãî R-êîðíåì. Êàæäûé R-êîðåíü ìíîãî÷ëåíà H̃(R,ϑ)
ãåíåðèðóåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7).

Äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) (êðîìå òî÷êè ïîêîÿ (0, 0)) öèêë Γ ÿâëÿåòñÿ
ω-ïðåäåëüíàì ìíîæåñòâîì, è îíè íàâèâàþòñÿ íà íåãî, ïåðåñåêàÿ îñü Ox áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå H̃(R, 0) = 0

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, à ýòî íåâîçìîæíî. Èòàê, R = (ρ(ϑ; ρ∗0))
2

n−1

� åäèíñòâåííûé êîðåíü H̃(R, θ), ïîýòîìó H̃(R, θ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïåð-

âîé ñòåïåíè ïî R: H̃(R, θ) = h0 + Rh2(cos θ, sin θ). Îêîí÷àòåëüíî H(x, y) =
h0 + h2(x, y) = h0 + ax2 + bxy + cy2.

Óòâåðæäåíèå ïóíêòà 6 äîêàçàíî.
□

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Sn−1(x, y) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1 òàêîé,
÷òî Sn−1(x, y) ̸= 0, åñëè (x, y) ̸= (0, 0). Ñèñòåìà

(11) ẋ=x−ySn−1(x, y)−x(x2+y2)(n−1)/2, ẏ=y+xSn−1(x, y)−y(x2+y2)(n−1)/2

èìååò åäèíñòâåííûé àëãåáðàè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë x2 + y2 = 1. Ê òîìó
æå ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

(12) H(x, y) =
(
(x2 + y2)(n−1)/2 − 1

)
e
(n−1)

∫ arctg(y/x) dϑ
Sn−1(cosϑ,sinϑ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Pn(x, y), Qn(x, y) òàêîâû, ÷òî

xQn(x, y)−yPn(x, y)=(x2 + y2)(n+1)/2, xPn(x, y)+yQn(x, y)=−(x2+y2)(n+1)/2.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (11) èìååò èíâàðèàíòíûé îâàëH(x, y) ≡ 1−x2−y2 = 0
ñîãëàñíî ïóíêòó 7 Òåîðåìû 1.

Â îòëè÷èå îò [5] ìû íàøëè èíòåãðàë (12), èñïîëüçóÿ ìåòîä Äàðáó èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ, ñì. íàïðèìåð, [10].

1Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìíîãî÷ëåí H(x, y) èìåò ÷¼òíóþ ñòåïåíü. Ìû îäíàêî âûøå
ïðèâåëè óòâåðæäåíèå, ñîäåðæàùåå ýòîò ôàêò, è åãî äîêàçàòåëüñòâî, òàê êàê ñ÷èòàåì, ÷òî îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ
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Ôóíêöèÿ L(x, y) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ñèñòåìû (1), åñëè îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ

DL ≡ ∂L(x, y)

∂x
P (x, y) +

∂L(x, y)

∂y
Q(x, y) = k(x, y)L(x, y),

ãäå k(x, y) � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x, y, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êîôàêòîðîì
èíâàðèàíòà L(x, y).

Åñëè ñèñòåìà (1) èìååò èíâàðèàíòû L1, . . . , Ls ñ êîôàêòîðàìè k1, . . . , ks è
α1k1+ · · ·+αsks = 0, ôóíêöèÿ H = Lα1

1 · · · · ·Lαs
s ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñèñòåìû.

Ñèñòåìà (11) èìååò èíâàðèàíòàìè ìíîãî÷ëåí L1 = (x2 + y2)(n−1)/2 − 1 è

ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü L2 = e
∫ arctg(y/x) dϑ

Sn−1(cosϑ,sinϑ) .
Â ñàìîì äåëå

DL1 ≡ ∂L1

∂x

(
x− ySn−1(x, y)− x(x2 + y2)(n−1)/2

)
+

+
∂L1

∂y

(
y + xSn−1(x, y)− y(x2 + y2)(n−1)/2

)
=

=
n− 1

2
(x2 + y2)

n−3
2 2x

(
x− ySn−1(x, y)− x(x2 + y2)(n−1)/2

)
+

+
n− 1

2
(x2 + y2)

n−3
2 2y

(
y + xSn−1(x, y)− y(x2 + y2)(n−1)/2

)
=

= −(n− 1)(x2 + y2)(n−1)/2L1.

DL2 ≡ ∂L2

∂x

(
x− ySn−1(x, y)− x(x2 + y2)(n−1)/2

)
+

+
∂L2

∂y

(
y + xSn−1(x, y)− y(x2 + y2)(n−1)/2

)
=

= L2
∂

∂x

∫ arctg(y/x) dϑ

Sn−1(cosϑ, sinϑ)

(
x− ySn−1(x, y)− x(x2 + y2)(n−1)/2

)
+

+L2
∂

∂y

∫ arctg(y/x) dϑ

Sn−1(cosϑ, sinϑ)

(
y + xSn−1(x, y)− y(x2 + y2)(n−1)/2

)
.

Èìååì

∂

∂x

∫ arctg(y/x) dϑ

Sn−1(cosϑ, sinϑ)
=

=
1

Sn−1(cos arctg(y/x), sin arctg(y/x))

∂

∂x
arctg(y/x) =

=
1

Sn−1(x/
√
x2 + y2, y/

√
x2 + y2)

−y

x2 + y2
= −y(x2 + y2)(n−3)/2 1

Sn−1(x, y)
.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü îäíîðîäíîñòüþ ìíîãî÷ëåíà Sn−1(x, y).
Àíàëîãè÷íî

∂

∂y

∫ arctg(y/x) dϑ

Sn−1(cosϑ, sinϑ)
= x(x2 + y2)(n−3)/2 1

Sn−1(x, y)
.
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Ïîëó÷èì

DL2 = (x2 + y2)(n−1)/2L2.

Òàêèì îáðàçîì, L1, L2 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ñèñòåìû (11) ñ êîôàêòîðàìè

k1 = −(n− 1)(x2 + y2)
n−1
2 , k2 = (x2 + y2)

n−1
2 ,

ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå k1 + (n − 1)k2 = 0. Â
òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò èíòåãðàë (12)

H(x, y) = L1L
n−1
2 =

(
(x2 + y2)(n−1)/2 − 1

)
e
(n−1)

∫ arctg(y/x) dϑ
Sn−1(cosϑ,sinϑ) .

Îòìåòèì, ÷òî ìû íàøëè èíòåãðàë ñèñòåìû (11) ñ ïîìîùüþ äâóõ èíâàðèàíòîâ
â òî âðåìÿ, êàê â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Äàðáó
ó ñèñòåìû ñòåïåíè n òðåáóåò çíàíèÿ èíâàðèàíòîâ â êîëè÷åñòâå n(n+ 1)/2 + 1,
[10]

□

Åñëè Sn−1 = (x2 + y2)(n−1)/2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðÿìîå îáîáùåíèå ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â òåîðåìå 2 èç [5] è â ïðèìåðå 2.9 èç [7].

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñèñòåìà

ẋ = x− (x+ y)(x2 + y2)(n−1)/2, ẏ = y + (x− y)(x2 + y2)(n−1)/2

èìååò åäèíñòâåííûé àëãåáðàè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë x2 + y2 = 1. Ê òîìó
æå ñèñòåìà èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

H(x, y) =
(
(x2 + y2)(n−1)/2 − 1

)
e(n−1) arctg(y/x).

Ñèñòåìû òèïà Äàáó ñîõðàíÿþò ñâîé âèä ïîñëå ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ
x → ax+ by, y → cx+ dy.

Ýòî ñâîéñòâî äà¼ò âîçìîæíîñòü â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ Òåîðåìû
2 ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ àëãåáðàè÷åñêîãî
èíâàðèàíòíîãî îâàëà â ñèñòåìå òèïà Äàðáó.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñèñòåìà òèïà Äàðáó èìååò àëãåáðàè÷åñêèé ïðåäåëüíûé
öèêë, åñëè îíà ëèíåéíî ñîïðÿæåíà ñ ñèñòåìîé (11); ïðè ýòîì öèêë ÿâëÿåòñÿ
ýëëèïñîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1 â ðåçóëüòàòå
óêàçàííîãî ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(13) ẋ=x−4x3+16x2y−16xy2−28y3, ẏ=y+40x3−20x2y+16xy2+24y3.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû g(ϑ) > 0, ïðåäåëüíûé öèêë îòñóòñòâóåò; âñå òðàåêòîðèè
(êðîìå òî÷êè ïîêîÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò) � ñïèðàëè, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êî-
îðäèíàò è íàìàòûâàþùèåñÿ èçíóòðè íà ýêâàòîð Ïóàíêàðå, ñì. ðèñ. 1. Ýòè òðà-
åêòîðèè íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè. Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà (13)
íå èìååò ñðåäè ñâîèõ òðàåêòîðèé íåòðèâèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(14) ẋ=x−20x3+20x2y+36xy2−40y3, ẏ=y+38x3−20x2y+12xy2+4y3.

Çäåñü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà 4 Òåîðåìû 1, ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò óñòîé-
÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ôàçîâûé ïîðòðåò ïðèâåä¼í íà ðèñ. 2. Èç íåãî âèäíî,
÷òî ïðåäåëüíûé öèêë íå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì è ïîòîìó íå áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì.
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Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (13)
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Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (14)

Áîëåå ôîðìàëüíî ïîñëåäíèé ôàêò âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïîïûòêà îòûñêàòü èí-
âàðèàíòíóþ êðèâóþ (öèêë) â âèäå 1 + ax2 + bxy + cy2 = 0 íà îñíîâå ïóíêòà 7
òåîðåìû 1 ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ a, b, c,
êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèåì òîëüêî a = b = c = 0.

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íå èìååò ñðåäè
ñâîèõ òðàåêòîðèé íåòðèâèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = x− 2x4y + 8x3y2 − 16x2y3 + 16xy4 − 8y5,(15)

ẏ = y + x5 − 6x4y + 16x3y2 − 24x2y3 + 20xy4 − 8y5,

ïîëó÷åííóþ èç ñèñòåìû

(16) ẋ=x−(x+ y)(x2 + y2)2, ẏ=y+(x− y)(x2 + y2)2
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (15)

çàìåíîé x→x+y, y→y. Ïîñëåäíÿÿ ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 1 èìååò àëãåáðàè-
÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë x2 + y2 = 1. Ýëëèïñ (x − y)2 + y2 = 1 ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðàè÷åñêèì ïðåäåëüíûì öèêëîì ñèñòåìû (15). Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè, êàê
è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, íå îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè. Ôà-
çîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (15) ïðèâåä¼í íà ðèñ. 3. Â äàííîì ñëó÷àå â ñèñòåìå
ñîñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå è íåàëãåáðàè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìèàëüíûå è
ðàöèîíàëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà ôóíê-
öèÿ H(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì èëè îòíîøåíèåì äâóõ ïîëèíîìîâ.

Ðàöèîíàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä H = p/q, ãäå p(x, y), q(x, y) �
ìíîãî÷ëåíû; ïðè ýòîìH(x, y) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü ëþáîé òðà-
åêòîðèè â R2 \ Σ, Σ = {(x, y) ∈ R2 : q(x, y) = 0}. Èíòåãðàë èìååò ñòåïåíü m,
åñëè ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ p, q.

Èíòåðåñ ê ñèñòåìàì, èìåþùèì ïîëèíîìèàëüíûé èëè ðàöèîíàëüíûé ïåðâûé
èíòåãðàë, îáóñëàâëèâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî âñå îðáè-
òû òàêèõ ñèñòåì áóäóò àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè. Áîëåå äåòàëüíóþ èñòîðèþ
âîïðîñà è ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ìîæíî íàéòè â [11], [12].

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñèñòåìà (2) íå èìååò ïîëèíîìèàëüíîãî èíòåãðàëà.
Ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ýòà ñèñòåìà ìîæåò èìåòü ðàöèîíàëüíûé èíòå-

ãðàë.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (2) èìåëà ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë,

ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå

(17) g(θ) ≡ cos θQn(cos θ, sin θ)− sin θPn(cos θ, sin θ) = 0

èìååò êîðíè íà ïðîìåæóòêå [0, 2π). Êîðåíü ϑ̃ îïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíóþ ïðÿ-

ìóþ ñèñòåìû cos ϑ̃x− sin ϑ̃y = 0.
Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ó ñèñòåìû (2) îòñóòñòâóþò èíâàðèàíòíûå

ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâûé ïîðòðåò
âûãëÿäèò, êàê â ïðèìåðàõ 1, 2, 3, è ïîòîìó èìåþòñÿ íåàëãåáðàè÷åñêèå îðáè-
òû (â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå), â òî âðåìÿ, êàê ïðè íàëè÷èè ðàöèîíàëüíîãî
èíòåãðàëà âñå òðàåêòîðèè � àëãåáðàè÷åñêèå ëèíèè.
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Ïî òàêèì æå ñîîáðàæåíèÿì ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü ðàöèîíàëüíîãî èíòå-
ãðàëà, åñëè ó íå¼ åñòü ïðåäåëüíûé öèêë.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèâåä¼ì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â ñèñòåìå

(2) ẋ = x+ Pn(x, y), ẏ = y +Qn(x, y)

ìíîãî÷ëåíû Pn(x, y), Qn(x, y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà

(18)
∂Pn

∂x
=

∂Qn

∂y
,

∂Pn

∂y
= −∂Qn

∂x
.

Òîãäà ñèñòåìà (2) èìååò ðàöèîíàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñîáñòâåííî òåî-
ðåìû, äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü èìååì ìíîãî÷ëåí P (z) ñ ïðîñòûìè êîðíÿìè z1, z2, . . . , zn

P (z) = a0(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn).

Òîãäà

(19)
1

P ′(z1)

1

z − z1
+

1

P ′(z2)

1

z − z2
+ · · ·+ 1

P ′(zn)

1

z − zn
=

1

P (z)
.

Â ñàìîì äåëå, èìååì

1

P ′(z1)

1

z − z1
+

1

P ′(z2)

1

z − z2
+ · · ·+ 1

P ′(zn)

1

z − zn
=

1

a0(z1 − z2) . . . (z1 − zn)

1

z − z1
+

1

a0(z2 − z1) . . . (z2 − zn)

1

z − z2
+ . . .

+
1

a0(zn − z1) . . . (zn − zn−1)

1

z − zn
=

=
1

a0(z1 − z2) . . . (z1 − zn)

a0(z − z2) . . . (z − zn)

P (z)
+

+
1

a0(z2 − z1) . . . (z2 − zn)

a0(z − z1) . . . (z − zn)

P (z)
+ . . .

+
1

a0(zn − z1) . . . (zn − zn−1)

a0(z − z1) . . . (z − zn−1)

P (z)
=

=
1

P (z)

( (z − z2) . . . (z − zn)

(z1 − z2) . . . (z1 − zn)
+

(z − z1) . . . (z − zn)

(z2 − z1) . . . (z2 − zn)
+ . . .

+ . . .
(z − z1) . . . (z − zn−1)

(zn − z1) . . . (zn − zn−1)

)
Â ñêîáêàõ çàêëþ÷¼í èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñòåïåíè n−1,

êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 â n òî÷êàõ z1, z2, . . . , zn. Â òàêîì ñëó÷àå ýòîò
ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííî ðàâåí 1. Èòàê, ðàâåíñòâî (19) äîêàçàíî.

Ââåä¼ì êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ z = x+ iy.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (18) îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû Pn(x, y), Qn(x, y) ÿâ-

ëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè îäíîðîäíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãî-
÷ëåíà Pn(z) = azn ïåðåìåííîé z = x+ iy, a ∈ C.
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Ñ ïîìîùüþ ââåä¼íîé ïåðåìåííîé z ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
óðàâíåíèÿ

(20) ż = z + Pn(z) ≡ z + azn,

êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîé ñèñòåìîé òèïà Äàðáó.
Ñèñòåìû (2), (20) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè (x(t), y(t))� ðåøåíèå

ñèñòåìû (2), òî z(t) = x(t) + iy(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (20), è íàîáîðîò.
Äàëåå ìû áóäåì ïîëàãàòü a = −1, ÷òî íå óìàëÿåò îáùíîñòè ïðåäëàãàåìûõ

ðàññóæäåíèé è ïîëó÷åííûõ âûâîäîâ.
Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó

(21) ż = z − zn,

Ñëåäóÿ [13], íàéä¼ì èíòåãðàë ñèñòåìû, ðåøàÿ óðàâíåíèå

dz

z − zn
=

dz̄

z̄ − z̄n
,

òî åñòü ∫
dz

z − zn
=

∫
dz̄

z̄ − z̄n
.

Ïîëàãàÿ P (z) = z− zn = z(1− zn−1), ïîëó÷àåì, ÷òî êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà

ñóòü z1 = 0, zk = n−1
√
1, k = 2, ..., n, è P ′(z1) = 1, P ′(z2) = P ′(z3) = ... = P ′(zn) =

1− n.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì (19) ïîëó÷àåì, ÷òî∫

dz

z − zn
= ln z − 1

n− 1
ln (z − z2)....(z − zn) =

1

n− 1
ln

zn−1

1− zn−1

ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî (z − z2)....(z − zn) = 1− zn−1.
Â òàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ

H1(z, z̄) =
1

n− 1
ln

zn−1

1− zn−1
− 1

n− 1
ln

z̄n−1

1− z̄n−1
=

1

n− 1
ln

zn−1(1− z̄n−1)

z̄n−1(1− zn−1)

áóäåò èíòåãðàëîì ñèñòåìû (21), à çíà÷èò, è èíòåãðàëîì (êîìïëåêñíîçíà÷íûì)
ñèñòåìû (2) ïîñëå ïîäñòàíîâêè z = x+ iy.

Èíòåãðàëîì áóäåò òàêæå ôóíêöèÿ

H2(z, z̄) =
zn−1(1− z̄n−1)

z̄n−1(1− zn−1)
= exp

(
2i arg

zn−1

1− zn−1

)
,

ïîñêîëüêó |H2(z, z̄)| = 1.
Ïîëó÷àåì äåéñòâèòåëüíûé èíòåãðàë

H(z, z̄) = arg
zn−1

1− zn−1
= arctg

Im zn−1

1−zn−1

Re zn−1

1−zn−1

.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì äåéñòâèòåëüíûé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë ñèñòåìû (21)

H(x, y) =
Im

zn−1

1− zn−1

Re
zn−1

1− zn−1

,

êîòîðûé ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

(22) H(x, y) =
Im zn−1(1− z̄n−1)

Re zn−1(1− z̄n−1)
=

Im zn−1

Re zn−1 − (x2 + y2)n−1
.
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□

Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, ñîäåðæàùèõ òðàåêòîðèè ñè-
ñòåìû (21) ðàâíà 2(n− 1).

Çàìå÷àíèå 1. Ñóùåñòâîâàíèå ðàöèîíàëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ó ñèñòåìû
(21) âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [13], [14], [15]. Íîâûé ðåçóëüòàò, ñîäåð-
æàùèéñÿ â òåîðåìå 3, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïðèâîäèì ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ èíòåãðàëà, ñíàáæ¼ííîå êîðîòêèì ñàìîäîñòàòî÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì è
ÿâëÿþùååñÿ, êàê ïîêàçûâàþò ðàññìîòðåííûå íàìè ïðèìåðû, áîëåå ïðîñòûì.

Ñëåäóÿ [11], [12], ìû áóäåì íàçûâàòü c ∈ C∪{∞} çàìå÷àòåëüíûì çíà÷åíèåì
èíòåãðàëà H = p/q, åñëè ìíîãî÷ëåí p + cq ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì â C[x, y].
Çäåñü, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî åñëè c = ∞, òî p + cq îçíà÷àåò q. Îòìåòèì, ÷òî
ïðè âñåõ c ∈ C p + cq = 0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.
Êðèâûå ui = 0 â ðàçëîæåíèè p+ cq íà ìíîæèòåëè ui, åñëè c � çàìå÷àòåëüíîå
çíà÷åíèå, íàçûâàþòñÿ çàìå÷àòåëüíûìè êðèâûìè.

Â [12] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë èìååò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî çàìå÷àòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëèòåëü èíòåãðàëà (22) ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè (ñì. íèæå). Òàêèì îáðàçîì, c = 0 ÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûì çíà÷å-
íèåì èíòåãðàëà (22).

Íà÷àëî êîîðäèíàò z1 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (21). Îñòàëü-

íûå òî÷êè ïîêîÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ zn−1 − 1 = 0 : zk = n−1
√
1,

k = 2, . . . , n. Ïðè ýòîì P ′(z1) = 1, P ′(zk) = 1− n, è òî÷êè ïîêîÿ áóäóò äèêðè-
òè÷åñêèìè óçëàìè: íà÷àëî êîîðäèíàò � íåóñòîé÷èâûì, îñòàëüíûå � óñòîé÷è-
âûìè.

Èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå x sinϑ − y cosϑ = 0 â ñèñòåìå (2), ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ g(ϑ) = 0, ãäå g(ϑ) èç (3). Â íàøåì
ñëó÷àå

g(ϑ) = − cosϑ sinnϑ+ sinϑ cosnϑ = − sin(n− 1)ϑ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (21) èìåò n − 1 èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ñ óãëàìè
íàêëîíà ϑ = 0, 1

n−1π, . . . ,
n−2
n−1π.

Ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ çàìå÷àòåëüíûìè êðèâûìè äëÿ çàìå÷àòåëüíîãî çíà-
÷åíèÿ c = 0 èíòåãðàëà (22) è îòâå÷àþò ëèíåéíûì ìíîæèòåëÿì â ðàçëîæåíèè
Im zn−1.

Òî÷êè ïîêîÿ ðàñïîëîæåíû íà èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ.
Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ñ ýêâàòîðîì Ïóàíêàðå íàõîäÿòñÿ ãðóáûå ñ¼äëà

â êîëè÷åñòâå 2(n − 1), äëÿ íèõ èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå ñëóæàò ñåïàðàòðèñàìè,
äðóãèå ñåïàðàòðèñû íàïðàâëåíû âäîëü ýêâàòîðà.

Ñåïàðàòðèñû ýòèõ ñ¼äåë, âìåñòå ñ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ îñî-
áûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (21), èõ õàðàêòåð è ðàñïîëîæåíèå îïðåäåëÿþò
îñíîâíûå ÷åðòû å¼ ãëîáàëüíîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(23) ẋ = x− x5 + 10x3y2 − 5x4y, ẏ = y − 5x4y − 10x2y3 − y5,

êîòîðàÿ ïîëó÷åíà îâåùåñòâëåíèåì êîìïëåêñíîé ñèñòåìû ż = z − z5.
Ñèñòåìà èìååò ðàöèîíàëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë (22)

H(x, y) =
xy(x2 − y2)

(x2 + y2)4 − (x2 + y2)2 + 8x2y2
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Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (23) íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ z − z5 = 0 è èìåþò
âèä O(0, 0), O1(1, 0), O2(0, 1), O3(−1, 0), O4(0,−1). Íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ
íåóñòîé÷èâûì äèêðèòè÷åñêèì óçëîì, îñòàëüíûå ÷åòûðå ñòàöèîíàðà óñòîé÷è-
âûå äèêðèòè÷åñêèå óçëû. Ñèñòåìà èìååò 4 èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå: x = 0, y =
0, y = x, y = −x. Ýòî çàìå÷àòåëüíûå êðèâûå äëÿ çàìå÷àòåëüíîãî çíà÷åíèÿ
c = 0. Áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûå îñîáûå òî÷êè ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ýêâàòîðà
Ïóàíêàðå ñ èíâàðèàíòíûìè ïðÿìûìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñ¼äëàìè.

-1 1
x

-1

1

y

Ðèñ. 4. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (23)

Íà ðèñ. 4 ïðèâåä¼í ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (23).
Óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà (18) äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x, y), Qn(x, y) íå ÿâëÿþòñÿ

íåîáõîäèìûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ó ñèñòåìû (2).

-4 -2 2 4
x

-4

-2

2

4

y

Ðèñ. 5. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (24)

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(24) ẋ = x− x3, ẏ = y − y3.

Èíòåãðàëîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

(25) H(x, y) =
y2(1− x2)

x2(1− y2)
.
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Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (24): O(0, 0) � äèêðèòè÷åñêèé óçåë, êðîìå òîãî èìå-
þòñÿ äèêðèòè÷åñêèå óçëû O1(1, 1), O2(−1, 1), O3(−1,−1), O4(1,−1); îñîáûå òî÷-
êè O5(1, 0), O6(0, 1), O7(−1, 0), O8(0,−1) � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñ¼äëà. Íà ýêâàòîðå
Ïóàíêàðå ïðèñóòñòâóþò ÷åòûðå äèêðèòè÷åñêèõ óçëà, ðàñïîëîæåííûå â êîí-
öàõ îñåé êîîðäèíàò, è ÷åòûðå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåäëà, íàõîäÿùèåñÿ â êîíöàõ
áèññåêòðèñ y = ±x.

Ñèñòåìà (24) èìååò 8 èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ x=0, x=±1, y=0, y=±1, y=±x,
êîòîðûå ñëóæàò ëèíèÿìè óðîâíÿ èíòåãðàëà (25) äëÿ çàìå÷àòåëüíûõ çíà÷åíèé
c = 0, 1, ∞.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (24) ïðèâåä¼í íà ðèñ. 5.
Íàïîìíèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ó

ñèñòåìû ñòåïåíè n òðåáóåòñÿ n(n+1)/2+2 ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, [10].
Èñïîëüçóÿ ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ðàáîò [16], [17], ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü åù¼

äâå êóáè÷åñêèõ ñèñòåìû òèïà Äàðáó, êîòîðûå èìåþò 8 ëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ
è òåì ñàìûì èìåþò ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë.

(26) ẋ = x+ x3, ẏ = y + y3.

(27) ẋ = x− x3, ẏ = y − y3.

Èíâàðèàíòû ñèñòåìû (26) ñóòü

L1=x, L2=1+ix, L3=1−ix, L4=y, L5=1+iy, L6=1−iy, L7=x+y, L8=x−y

ñ êîôàêòîðàìè

k1 = 1 + x2, k2 = ix(1− ix), k3 = −ix(1 + ix), k4 = (1 + y2),

k5 = iy(1− iy), k6 = −iy(1 + iy), k7 = 1 + x2 − xy + y2, k8 = 1 + x2 + xy + y2,

÷òî äà¼ò èíòåãðàë

H(x, y) =
(x+ y)2(x− y)2

x2y2(1 + x2)(1 + y2)
.

Ïðè ýòîì c = 0, c = 1, c = ∞ � åãî çàìå÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Èíâàðèàíòû ñèñòåìû (27) ñóòü

L1 = x, L2 = x+i, L3 = x−i, L4 = y, L5 = y+1, L6 = y−1, L7 = x+iy, L8 = x−iy

ñ êîôàêòîðàìè

k1 = 1 + x2, k2 = x(x− i), k3 = x(x+ i), k4 = 1− y2,

k5 = y(y − 1), k6 = −y(1 + y), k7 = 1 + x2 − y2 − ixy, k8 = 1 + x2 − y2 + ixy,

÷òî äà¼ò èíòåãðàë

H(x, y) =
x2(1− y2)

y2(1 + x2)
.

Ïî-ïðåæíåìó c = 0, c = 1, c = ∞ � åãî çàìå÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì (26), (27) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6, 7.
Ïðèìåð 6. Ñèñòåìà

(28) ẋ = x− y3, ẏ = y + xy2

èìååò ðàöèîíàëüíûé èíòåãðàë

(29) H(x, y) =
x2y + y3 + 2x

y
.
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Ðèñ. 6. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (26)
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Ðèñ. 7. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (27)

Èíòåãðàë ïîëó÷åí èñïîëüçîâàíèåì äâóõ èíâàðèàíòîâ L1 = x2y+y3+2x, L2 =
y ñ êîôàêòîðàìè k1 = 1 + xy, k2 = 1 + xy. Ïîñêîëüêó k1 − k2 = 0 ïîëó÷àåì
èíòåãðàë (29)

H(x, y) = L1L
−1
2 =

x2y + y3 + 2x

y
.

Èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0), äè-
êðèòè÷åñêèé óçåë.

Äâå áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûå îñîáûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ïåðåñå÷åíèè ýê-
âàòîðà Ïóàíêàðå ñ îñüþ Ox, îíè ÿâëÿþòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè è èìåþò òèï
ñåäëî-óçåë.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (28) ïðèâåä¼í íà ðèñ. 8.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2y+y3+2x+cy íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ

c íå ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (29) íå èìååò çàìå÷àòåëüíûõ çíà÷åíèé.
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ðåöåíçåíòó çà òî, ÷òî îí ñîîáùèë î ðàáîòå

[3].
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x
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Ðèñ. 8. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (28)
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