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Abstract. The article develops a technique for �nding the eigenfunctions
of perturbed self-adjoint operators given in a separable Hilbert space. It
is shown that the eigenfunctions of the unperturbed spectral problem can
be used as basis functions. A new computationally e�cient algorithm for
more accurate �nding of the eigenfunctions of the spectral problems is
presented. Examples of the results of computational experiments con�rming
the e�ectiveness of the developed method are shown.
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Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîñíîâàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ øèðî-
êîãî êëàññà ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ïîðîæäåííûõ âîçìóùåííûìè ñàìîñîïðÿæåí-
íûìè îïåðàòîðàìè, çàäàííûìè â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ê
ïîñòàíîâêå òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîäåëèðóåìûõ ïðîöåññîâ
èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíàíèÿ. Íàïðèìåð, çàäà÷è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè, èäåíòèôèêàöèè êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, îáðàáîòêè èçîáðàæå-
íèé, ñåéñìîðàçâåäêè, ýëåêòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ïðîòÿæåííîé ëèíèè è ìíîãèå
äðóãèå. Îñîáî ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîé ìå-
òîäèêè ê ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì, çàäàííûì íà êîìïàêòíûõ ãðàôàõ, òåîðèÿ
êîòîðûõ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Kakushkin, S.N., Finding an approximate solution to the spectral problem

generated by perturbed self-adjoint operators.
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Ïðè ÷èñëåííîì íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
êàê ïðàâèëî, ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñî ñëåäóþùèìè òðóäíîñòÿìè. Äëÿ ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà T +P , îïðåäåëåííîãî â H ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
íå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Hk ⊆ H, îïðåäåëåííûõ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïàðàìåòðîâ k1, ..., kn, ... . Åñëè äëÿ ëþáûõ f ∈ H è ε > 0 ñóùåñòâóåò

òàêîå k̂ = k̂(f, ε) > 0, ÷òî inf
fi∈Hk

‖f − fi‖ < ε, i = 1, Nk, Nk = dimHk äëÿ âñåõ

k < k̂, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk} ïîëíà â H [1]. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò f ∈ H ìîæåò áûòü ñ íåîáõîäèìîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè
àïïðîêñèìèðîâàí ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Hk. Åñëè óäàëîñü ïîñòðîèòü òàêóþ
ïîëíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ {Hk}, òî â Hk âûáèðàåòñÿ áàçèñ

{ϕn}Nk
n=1, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóÿ êîòîðûå, ëèíåé-

íûé îïåðàòîð T + P îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìàòðèöåé A = ‖(Aϕk, ϕj)‖Nk

k,j=1

[2]. Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A. Ðàçëàãàÿ êîìïàíåí-
òû ýòèõ âåêòîðîâ ïî ýëåìåíòàì âûáðàííîãî áàçèñà, ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå èñõîäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû A õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì Nk =
dimHk. Îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû âûñîêîé ðàçìåðíîñòè îáëàäàþò ñâîé-
ñòâàìè, ñóùåñòâåííî îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ ìàòðèö ìàëîé ðàçìåðíîñòè � êðîìå
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ó òàêèõ ìàòðèö åñòü ïî÷òè ñîáñòâåííûå ÷èñëà µ òàêèå, ÷òî
‖Ax − µx‖ ≤ ε‖x‖ ïðè ‖x‖ 6= 0 è î÷åíü ìàëîì ε [3]. Íàéäåííûå ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè òàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò è íå ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.

Óíèêàëüíîñòü ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîç-
ìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ íåèòåðàöèîííûé ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ïðîñòûå ôîðìóëû, èñïîëüçóþùèå èí-
ôîðìàöèþ î ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà è åãî
âîçìóùàþùåì îïåðàòîðå. Àïïðîêñèìàöèÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà ìàòðèöåé
íå òðåáóåòñÿ. Êðîìå òîãî, íîâûé ìåòîä ïðåâîñõîäèò ðàíåå ðàçðàáîòàííûé ìå-
òîä ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ
äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ â ïëàíå âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè [4] � [6].

Â ñòàòüå äëÿ öåëüíîãî èçëîæåíèÿ ìåòîäà âñå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå L2(V ), ãäå V = [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [am, bm], aj , bj ∈ R, aj ≤ bj ,
j = 1,m, m ∈ N.

1. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

(1) (T + P )un = µnun, ∀n ∈ N.
Çäåñü T � ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó äèñêðåòíûé, à P � îãðà-
íè÷åííûé îïåðàòîðû, çàäàííûå â ïðîñòðàíñòâå L2(V ). Îïåðàòîð T , äåéñòâó-
þùèé â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçîâåì äèñêðåòíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ0 òàêîå, ÷òî Rλ0

= (T −λ0E)−1

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â H [7]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {λk}∞k=1

ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà T , çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ, à ÷å-
ðåç {vk(x)}∞k=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (x ∈ V ). Ñëåäóÿ
ðàáîòàì Ñàäîâíè÷åãî Â.À. è Äóáðîâñêîãî Â.Â. (ñì., íàïð., [8]), îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç N � êîëè÷åñòâî âñåõ íåðàâíûõ äðóã äðóãó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk, ëåæàùèõ
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âíóòðè îêðóæíîñòè TN ðàäèóñà ρN =
|λN+1 + λN |

2
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-

äèíàò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Åñëè äëÿ âñåõ n ≥ N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

qn =
2‖P‖

|λn+1 − λn‖
< 1, òîãäà îïåðàòîð T + P ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, è âíóòðè

îêðóæíîñòè TN íàõîäèòñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòî-
ðîâ T è T + P [7]. ×åðåç {µk}∞k=1 îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà âîçìóùåííîãî
îïåðàòîðà T+P , çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷à-
ñòåé, à ÷åðåç {uk(x)}∞k=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (x ∈ V ).

Ñëåäóÿ îáùåé ñõåìå ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé, òî÷íîå ðåøåíèå ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è (1) áóäåì èñêàòü â âèäå:

(2) un(x) =

∞∑
k=1

akvk(x), ∀n ∈ N.

Çäåñü ak � íåèçâåñòíûå ïîêà ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû, à ôóíêöèè vk(x) îá-
ðàçóþò ñ÷åòíûé áàçèñ â L2(V ) ñ ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé ‖vk(x)‖T+P , èíäó-

öèðîâàííîé ýíåðãåòè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (vk, vm)T+P =
(

(T +

P )vk, vm

)
, ∀k,m ∈ N. Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî L2(V ) ñ ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìîé

‖vk(x)‖T+P ÷åðåç HT+P . Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [9].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T � äèñêðåòíûé ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð, à P
� îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(V ), òîãäà ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà T îáðàçóþò ñ÷åòíûé áàçèñ â ýíåðãåòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå HT+P .

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà T , ò.å. ðåøåíèÿ
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è Tvn = λnvn (∀n ∈ N), ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
áàçèñíûõ ôóíêöèé {vk(x)}∞k=1 ðåøåíèÿ (2).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ũn(x) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1),

îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûìè N ñëàãàåìûìè, âõîäÿùèìè â (2): ũn(x) =
N∑
k=1

akvk(x),

∀N ∈ N. Î ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ũn(x) ê òî÷íîìó ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â [10].

Îïèøåì âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ak, âõîäÿùèõ â (2), äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, çàäàííûõ â L2(V ). Ðàçîáüåì îá-

ëàñòü V íà N ïîäîáëàñòåé, îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Vk, k = 1, N , ïðè÷åì
N⋃
k=1

Vk = Ṽ ,

Vk ∩ Vl = ∅ ïðè k 6= l, à ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà V \ Ṽ ðàâíà íóëþ. Ââåäåì

ôóíêöèþ zj(x) =

{
1, x ∈ Vj ;
0, x ∈ V \ Vj , ∀j ∈ N. Óìíîæèì ñêàëÿðíî ëåâóþ è ïðà-

âóþ ÷àñòè (1) íà zj . Ñ ó÷åòîì (2) ïîëó÷èì:(
(T + P )un, zj

)
=
(

(T + P )

∞∑
k=1

akvk, zj

)
=
( ∞∑
k=1

ak(T + P )vk, zj

)
=

=

∞∑
k=1

ak

(
(T + P )vk, zj

)
=

∞∑
k=1

ak

[
(λkvk, zj) + (Pvk, zj)

]
= µn

∞∑
k=1

ak(vk, zj).
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Îòñþäà ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ak, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëè-
æåíèÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ũn, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µn îïå-
ðàòîðà T + P :

(3)

N∑
k=1

ak

[
(λk − µn)

∫
Vj

vkdVj +

∫
Vj

PvkdVj

]
= 0, j = 1, N.

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (3) èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, ÷òî îñëîæ-
íÿåò ïðèìåíåíèå äàííîé ìåòîäèêè ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Áûë ïîëó-
÷åí ïðîñòîé, âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïå-
ðàòîðîâ.

2. Àëãîðèòì ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè

Ðàçäåëèì êàæäûé îòðåçîê [aj , bj ], j = 1,m îáëàñòè V íà Nj ÷àñòåé è çàíóìå-

ðóåì ïîëó÷åííûå îáëàñòè Vj̃ îäíèì èíäåêñîì j̃ òàê, ÷òîáû êàæäîìó j̃ ñòàâèëñÿ

â ñîîòâåòñòâèå îäèí íàáîð èíäåêñîâ ij : Vj̃ = [ai1 , bi1 ]× [ai2 , bi2 ]× ...× [aim , bim ],

ij = 1, Nj , j̃ = 1, Ñ , Ñ =
m∏
k=1

Nk. Êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé Nk íåîáõîäèìî ïîäáè-

ðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Ñ ≤ N .
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (3) â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ: A(µn)X = 0, ãäå

A(µn) = ‖bj̃k‖
Ñ
j̃,k=1

, X = (a1, a2, ..., aÑ )T ,

bj̃k = (λk − µn)

bi1∫
ai1

...

bim∫
aim

vkdx1...dxm +

bi1∫
ai1

...

bim∫
aim

Pvkdx.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ n-îé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ũn, 1 ≤ n ≤ Ñ , n ∈ N â ìàò-
ðèöå A(µn) èñêëþ÷èì n-óþ ñòðîêó, à n-ûé ñòîëáåö ïåðåíåñåì â ïðàâóþ ÷àñòü
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Ïîëó÷èì:
(4)

b1,1 ... b1,n−1 b1,n+1 ... b1,Ñ
... ... ... ... ... ...

bn−1,1 ... bn−1,n−1 bn−1,n+1 ... bn−1,Ñ

bn+1,1 ... bn+1,n−1 bn+1,n+1 ... bn+1,Ñ

... ... ... ... ... ...
bÑ,1 ... bÑ,n−1 bÑ,n+1 ... bÑ,Ñ

 ·


a1

...
an−1

an+1

...
aÑ

 = −


b1,n
...

bn−1,n

bn+1,n

...
bÑ,n

 .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü âñå êîýôôèöèåíòû aj ,
êðîìå êîýôôèöèåíòà an. Êîýôôèöèåíò an ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ íîðìèðîâ-

êè an = ±

√√√√Ca −
Ñ∑
k=1
k 6=n

a2
k, ãäå Ca � íîðìà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà (a1, ..., aÑ )T

(ñì., íàïð., [11], [12]). Îäíàêî, íà ïðàêòèêå äëÿ áîëüøèíñòâà èññëåäóåìûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòà an èç ýòîãî óñëîâèÿ ëèáî äà-
âàëî ñëèøêîì áîëüøîå ðàñõîæäåíèå ñ èñêîìûì çíà÷åíèåì, ëèáî âîâñå íå äàâà-
ëî íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ñâÿçàíî ýòî, âî-ïåðâûõ, ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ âûáîðà
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çíàêà ïåðåä êîýôôèöèåíòîì an, âî-âòîðûõ, ñ ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò
ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ: ïîãðåøíîñòü áóäåò âîçðàñòàòü

ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé Ñ . Ïðåäëîæèì äðóãîé, áîëåå
òî÷íûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà an.

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå ũn, ñ íàéäåííûìè èç óðàâíåíèÿ (4) êîýôôèöèåíòàìè ak,

k = 1, Ñ , k 6= n, â óðàâíåíèå (1) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè V :∫
V

[
(T + P )un − µnun

]
dV =

∫
V

[ Ñ∑
j=1

ajTvj +

Ñ∑
j=1

ajPvj − µn
Ñ∑
j=1

ajvj

]
dV =

=

∫
V

Ñ∑
j=1

ajλjvjdV +

∫
V

Ñ∑
j=1

ajPvjdV − µn
∫
V

Ñ∑
j=1

ajvjdV =

= an

[
(λn − µn)

∫
V

vndV +

∫
V

PvndV
]
+

+

∫
V

Ñ∑
j=1
j 6=n

ajλjvjdV +

∫
V

Ñ∑
j=1
j 6=n

ajPvjdV − µn
∫
V

Ñ∑
j=1
j 6=n

ajvjdV = 0.

Ðàçðåøèâ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî an, ïîëó÷èì:

(5) an =

µn
∫
V

Ñ∑
j=1
j 6=n

ajvjdV −
∫
V

Ñ∑
j=1
j 6=n

ajλjvjdV −
∫
V

Ñ∑
j=1
j 6=n

ajPvjdV

(λn − µn)
∫
V

vndV +
∫
V

PvndV
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ak, k = 1, Ñ , k 6= n, íåîáõî-
äèìî ðåøèòü ëþáûì èçâåñòíûì ñïîñîáîì íåîäíîðîäíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
(4), à íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò an âû÷èñëèòü ïî ëèíåéíîé ôîðìóëå (5).

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Äëÿ ïðîâåðêè îïèñàííîé ìåòîäèêè áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-
ðèìåíòû ïî íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà, çàäàííîãî íà îòðåçêå [0; l] è íà ïðÿìîóãîëüíèêå [0; a] × [0; b] (l, a, b ∈ R)
ñ ãðàíèöåé Γ.

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

(6)
(T + P )u = µu, u ∈ H̃,

H̃ = {u|u ∈ C2(V )
⋂
C(V ), ∆u ∈ L2(V ), u

∣∣∣
Γ

= 0}.

Çäåñü T = −∆, à P � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ p(x), x ∈ V .
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà µn âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà T+P âû÷èñëÿëèñü ìåòîäîì,

îïèñàííûì â ðàáîòàõ Ñ.È. Êàä÷åíêî ïî ôîðìóëàì: µn = λn + (Pvn, vn) + δ̃(n),

ãäå äëÿ δ̃(n) ñïðàâåäëèâû îöåíêè |δ̃(n)| ≤ (2n − 1)ρN
q2

1− q
, q = max

n∈N
qn, qn =

2‖P‖
|λn+1 − λn|

< 1 (ñì., íàïð., [13]).
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Â ñëó÷àå, êîãäà V = [0; l], ñîáñòâåííûå ÷èñëà λn è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè vn(x) íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà T èìåþò âèä:

λn =
(πn
l

)2

, vn(x) = sin(
√
λnx), ∀n ∈ N.

Îòðåçîê V äåëèëñÿ íà N ÷àñòåé: V1 = [c0 = 0; c1], V2 = [c1; c2], ..., VN =
[cN−1; cN = l] (cj ∈ R, j = 0, N).

Â ñëó÷àå, êîãäà V = [0; a]× [0; b], ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà T èìåþò
âèä:

λnk = π2
(n2

a2
+
k2

b2

)
, vnk(x, y) =

2√
ab

sin
nπx

a
sin

kπy

b
, ∀n, k ∈ N,

à îáëàñòü V äåëèì íà N ×N ÷àñòåé. Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå íóìåðà-
öèÿ îáëàñòåé Vk (k = 1, N2) ïðîèçâîäèëàñü ïî ïðàâèëó:

V(i−1)·N+j = [aj−1; aj ]× [bi−1; bi], i, j = 1, N.

Àíàëîãè÷íî, îäíèì èíäåêñîì áûëè çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà λnk, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè vnk(x, y)
(x ∈ [0, a], y ∈ [0, b]).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà T+P áûëè íàéäåíû îïèñàí-
íûì ìåòîäîì è ìåòîäîì À.Í. Êðûëîâà; ïåðâûå îáîçíà÷åíû ÷åðåç ûn, âòîðûå �
ũn. Â òàáëèöàõ 1, 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ðàçíèöû â ïðîöåíòàõ ìåæäó ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿìè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6) ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå ïåðâûõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ûn, íàéäåííûõ íîâûì ìåòîäîì, è ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ũn, íàéäåííûõ ìåòîäîì À.Í. Êðûëîâà. Â òàáëèöàõ 2 è 4 � ïðèìåð
ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â óçëàõ äèñêðåòè-
çàöèè, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (6) â ïðîöåíòàõ ïðè

V = [0;
π

3
] è p(x) = sin(

x

3
) + x · i.

n
∣∣∣‖(T + P )ûn − µnûn‖

‖µnûn‖

∣∣∣× 100%
∣∣∣‖(T + P )ũn − µnũn‖

‖µnũn‖

∣∣∣× 100%

1 0, 022211582 0, 049325018

2 0, 001205399 0, 088682602
3 0, 000255294 0, 037295943

4 0, 000110375 0, 010753444

5 0, 000047613 0, 002057378
6 0, 000023213 0, 000242708

7 0, 000013997 0, 000012252
8 0, 000006057 0, 000007082

9 0, 000007506 0, 000004872

10 0, 000015661 0, 000035467
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Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé âîñüìîé ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè,

ïðè V = [0;
π

3
] è p(x) = sin(

x

3
) + x · i.

x û8(x) ũ8(x) |û8 − ũ8|
∣∣∣ û8−ũ8

ũ8

∣∣∣× 100%

0 0 0 0 0

0, 149 −0, 600228694− 0, 001361781i −0, 600022443− 0, 001667832i 0, 000369062 0, 061507849
0, 299 1, 081210974 + 0, 001750061i 1, 081062189 + 0, 001971675i 0, 000266926 0, 024691093

0, 449 −1, 347638124− 0, 000911717i −1, 347708957− 0, 000782587i 0, 000147282 0, 010928363

0, 598 1, 346979545− 0, 000565024i 1, 347147583− 0, 000929429i 0, 000401282 0, 029787555
0, 748 −1, 079707477 + 0, 001476272i −1, 079790213 + 0, 001898312i 0, 000430074 0, 039829308

0, 898 0, 599026547− 0, 001479458i 0, 598984305− 0, 001494872i 0, 000044966 0, 007507062
1, 047 0 0 0 0

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (6) â ïðîöåíòàõ ïðè

V = [0;
π

6
]× [0; 0, 42] è p(x, y) = x2 + xy + 2y.

n
∣∣∣‖(T + P )ûn − µnûn‖

‖µnûn‖

∣∣∣× 100%
∣∣∣‖(T + P )ũn − µnũn‖

‖µnũn‖

∣∣∣× 100%

1 0, 00011415 0, 000235647
2 0, 000070489 0, 000079876
3 0, 00388655 0, 000006501

4 0, 000029408 0, 000224659
5 0, 000014949 0, 00016657
6 0, 000012842 0, 000143982

7 0, 000001456 0, 000126637
8 0, 000011626 0, 000025412
9 0, 000006124 0, 000021634

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåííûõ
äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíà â ïðèìåíå-
íèè ê ïðîñòðàíñòâó L2(V ). Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíîå åå èñïîëüçîâàíèå � ñïåê-
òðàëüíûå çàäà÷è, çàäàííûå íà êîìïàêòíûõ ãðàôàõ. Ïðè ýòîì ñïîñîá ñîñòàâëå-
íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ïóòåì ðàçáèåíèÿ îáëàñòè V íà ïîäîáëàñòè òàêæå
óñïåøíî ðàáîòàåò â ñëó÷àå, åñëè çàäàííàÿ îáëàñòü èìååò ñëîæíóþ ôîðìó. Èç
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âèäíî, ÷òî è â ñëó÷àå êîãäà èñêîìûå ôóíêöèè
çàäàíû íà ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè, ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè.
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