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Abstract. В работе построены локально-одномерные схемы (ЛОС)
для дифференциальных уравнений в частных производных дроб-
ных порядков по времени и по пространству в многомерной области.
Установлена справедливость принципа максимума для решения раз-
ностной задачи. На основании принципа максимума получена апри-
орная оценка в равномерной метрике, откуда следует устойчивость
и сходимость разностных схем.

Keywords: уравнение диффузии дробного порядка, производная дроб-
ного порядка, устойчивость и сходимость разностных схем, уравне-
ние медленной диффузии, локально-одномерные схемы.

1. Введение

Краевые задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка воз-
никают при изучении многих физических процессов [1] — [5], при изучении
фильтрации жидкости в сильно-пористой (фрактальной) среде [6]. Заметим,
что порядок дробной производной связан с размерностью фрактала [2], [3].
Простые формулы, связывающие размерность фрактала df с порядком дроб-
ной производной получены в работе [7].
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Как отмечается в [8] существуют достаточно много подтверждений тому,
что для диффузионного процесса характерно нелинейное нарастание среднего
квадратичного отклонения. Нарушения проявляются во многих ситуациях, в
том числе при движении частиц в плазме [9], турбулентной диффузии частиц
[10]. В качестве математических моделей подобных процессов рассматриваются
дифференциальные уравнения в частных производных дробных порядков по
пространству и времени [11] — [13].

В работе [14] для численного моделирования аномальной диффузии в мно-
гомерной области применяется метод приближенной факторизации. Для пер-
вой начально-краевой задачи для дифференциального уравнения с частными
производными дробных порядков по пространству и времени изучена чисто
неявная схема на основе метода приближенной факторизации, доказана устой-
чивость схемы для рассматриваемого класса задач.

В работе [15] рассматривается первая начально-краевая задача для одномер-
ного уравнения параболического типа с дробной производной Римана-Лиувилля
по пространственной переменной

ut − Dα
x u = f, x ∈ D = (0, 1), 0 < t ≤ T,

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t ≤ T,

u(x, 0) = v, x ∈ D,

где α ∈ (1, 2).
Рассматривается специальная полудискретная схема на основе метода Галер-
кина, а также полностью дискретная схема, основанная на методе Кранка-
Николсона. Получены оценки для погрешности в нормах L2(D) и Hα/2(D) для
полудискретной схемы и в норме L2(D) для полностью дискретной схемы.

В работе [16] рассматривается вариационная формулировка типа Петрова-
Галеркина для одномерных краевых задач с дробной производной Римана-
Лиувилля порядка α ∈ (3/2, 2).

В работе [17] рассматривается уравнение с производной дробного порядка
по времени с граничными условиями первого рода

∂α0tu−∆u = f, x ∈ Ω, 0 < t ≤ T, 0 < α < 1,

u
∣∣
Γ
= 0, 0 < t ≤ T,Ω+ Γ = Ω,

u(x, 0) = v, x ∈ Ω.

В работе получен дискретный аналог дробной производной по времени по-
рядка аппроксимации O(τ2−α). Доказана сходимость построенной схемы в нор-
ме L2(Ω).

В работе [18] рассматриваются разностные схемы для дифференциальных
уравнений обыкновенных и с частными производными второго порядка с дроб-
ной производной по времени. Отдельно изучены стационарные и нестационар-
ные задачи для уравнения диффузии в одномерной и многомерной областях.
Доказаны устойчивость и сходимость разностных схем для рассматриваемых
уравнений.

В работах [19] и [20] были рассмотрены локально-одномерные схемы для
уравнения диффузии дробного порядка в p-мерном параллелепипеде с крае-
выми условиями первого и третьего рода соответственно, а в [21] для урав-
нения теплопроводности дробного порядка с сосредоточенной теплоемкостью.
В этих работах была доказана сходимость ЛОС в равномерной метрике при



146 А.К. БАЗЗАЕВ

1/2 < α ≤ 1. В работе [22] построены многомерные разностные схемы для урав-
нения диффузии дробного порядка и доказана сходимость разностных схем при
всех α, 0 < α ≤ 1. Работа [23] посвящена рассмотрению локально-одномерных
разностных схем для уравнения диффузии дробного порядка с переменными
коэффициентами в области сложной формы. Доказаны устойчивость и равно-
мерная сходимость локально-одномерных схем для рассматриваемой задачи.

В работах [24] — [25] рассматриваются дифференциальные уравнения теп-
лопроводности дробного порядка с краевыми условиями третьего рода.

Работа [26] посвящена численному методу второго порядка точности реше-
ния дробного дифференциального уравнения диффузии. Алгоритм численно-
го решения, предложенный в данной работе, основан на классическом методе
Кранка-Николсона. Доказывается сходимость предложенного метода.

Основополагающие элементы теории краевых задач для дифференциальных
уравнений с частными производными дробного порядка рассмотрены, напри-
мер, в монография [27].

В работах [28] — [31] рассмотрена проблема единственности решения начально-
краевых задач для обобщенного уравнения диффузии с дробной производной
по времени в области G × (0, T ), G ∈ Rn. Доказывается принцип максимума
для рассматриваемой задачи. С помощью принципа максимума показано, что
рассматриваемая задача имеет единственное решение, зависящее от входных
данных задачи. Результаты этих работ использованы в работах [32], [33] для
доказательства принципа максимума для дифференциального уравнения дроб-
ного порядка.

В работах [34] — [38] рассматриваются численные методы решения диф-
ференциальных уравнений с дробной производной Римана-Лиувилля по про-
странственной переменной, а также вопросы устойчивости и сходимости.

В работе [39] построены разностные схемы для дифференциальных урав-
нений дробного порядка по времени и по пространству, а также построены
локально-одномерные схемы для многомерного дифференциального уравнения
с дробной производной по пространственной переменной.

В работе [41] исследуется семейство разностных схем, аппроксимирующих
первую и третью краевые задачи для уравнения диффузии дробного порядка с
переменными коэффициентами. Получены достаточные условия устойчивости
разностных схем. Методом энергетических неравенств получены априорные
оценки для рассматриваемых краевых задач.

В работе [40] рассматривается первая краевая задача для уравнения Ал-
лера дробного по времени порядка с обобщенными функциями памяти. Для
численного решения поставленной задачи построены две разностные схемы
повышенного порядка аппроксимации. В случае переменных коэффициентов
предложена разностная схема второго порядка аппроксимации, как по време-
ни, так и по пространству. А для обобщенного уравнения Аллера с постоян-
ными коэффициентами предложена компактная разностная схема четвертого
порядка аппроксимации по пространственной переменной и второго порядка
по времени. Методом энергетических неравенств получены априорные оценки
для решений предложенных разностных схем. Доказана их безусловная устой-
чивость и сходимость. Также показано, что скорость сходимости совпадает с
порядком погрешности аппроксимации в случае достаточно гладкого решения
исходной задачи.
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Данная работа посвящена построению локально-одномерных схем для урав-
нения диффузии с частными производными дробных порядков по простран-
ству и по времени в многомерной области. Для построенных ЛОС доказан
принцип максимума, а также устойчивость и равномерная сходимость в слу-
чае, когда порядок дробной производной по времени α ∈

(
1/2; 1

]
.

2. Постановка задачи

В цилиндре QT = G×(0; T ], основанием которого является p-мерный парал-
лелепипед G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xk < ℓk, k = 1, 2, . . . , p} с границей
Γ, рассмотрим задачу:

(1) ∂α0tu = Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

где

Lu =
p∑

k=1

Lβk

k u, Lβk

k u = ∂βk

0xk
u+ qk(x, t)u,

∂βk

0xk
u =

1

Γ(2− βk)

xk∫
0

uηη(x1, . . . , xk−1, η, xk+1, . . . , xp, t)

(xk − η)βk−1
dη — дробная производ-

ная Капуто порядка βk, 1 < βk ≤ 2 по пространственной координате xk,

uxx =
∂2u

∂x2
, ∂α0tu =

1

Γ(1− α)

t∫
0

u̇(x, η)

(t− η)α
dη — дробная производная Капуто по-

рядка α, 0 < α < 1, u̇ =
∂u

∂t
, qk ≥ q∗ > 0.

К уравнению (1) присоединим начальное и краевые условия

(2)


∂u

∂xk
= λ−ku− µ−k(x, t), xk = 0,

− ∂u

∂xk
= λ+ku− µ+k(x, t), xk = ℓk,

(3) u(x, 0) = u0(x), x ∈ G,

где λ±k ≥ λ∗ > 0.
В дальнейшем будем полагать, что задача (1) — (3) имеет единственное до-

статочно гладкое решение, а также и входные данные задачи обладают необ-
ходимой гладкостью.

3. Локально-одномерная схема

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению
Oxk с шагом hk = ℓk/Nk, k = 1, 2, . . . , p:

ωhk
= {x(ik)k = (ikhk : ik = 0, 1, . . . , Nk)}, ω =

p∏
k=1

ωhk
.

На отрезке [0; T ] введем равномерную сетку

ωτ = {0, tj+k/p = (j + k/p) τ, j = 0, 1, . . . , j0 − 1, k = 1, 2, . . . , p},

содержащую наряду с узлами tj = jτ фиктивные узлы tj+k/p , k = 1, 2, . . . , p−1.
Будем обозначать через ωτ — множество узлов сетки ωτ , для которых t > 0.



148 А.К. БАЗЗАЕВ

В работе [18] показано, что дискретный аналог дробной производной Капуто
порядка α, 0 < α < 1 имеет вид [19]:
(4)

1

Γ(1− α)

tj+k/p∫
0

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
u
s/p

t
+O

(
τ

p

)
,

где us/p
t

=
us/p − u(s−1)/p

τ/p
, u(t) ∈ C2[0, T ].

По аналогии с работой [41] покажем, что этот результат можно улучшить,
если u(t) ∈ C3[0, T ]. Справедлива

Лемма 1. Если u(t) ∈ C2[0, T ], то
(5)

1

Γ(1− k)

tj+k/p∫
0

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−k

j+(k−s)/p

)
u
s/p

t
+O

(
τ

p

)2−α

,

где us/p
t

=
u

s
p − u(s−1)/p

τ/p
.

Доказательство.

1

Γ(1− α)

tj+k/p∫
0

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, η)

(tj+k/p − η)α
dη =

=
1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, t) + (η − t)ü(x, t) +O((η − t)2)

(tj+k/p − η)α
dη =

=
1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

u̇(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη+

1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

(η − t)ü(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη+O

((
τ

p

)2
)
,

=
1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
u
s/p

t
+

(6) +
1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

(η − t)ü(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη +O

((
τ

p

)2
)
.

где t = t s
p−

1
2p

.
Оценим второе слагаемое в (6):∣∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

(η − t)ü(x, t)

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

ü(x, t)

t s
p∫

t s−1
p

η − t

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣ M

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

t s
p∫

t s−1
p

η − t

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ =

=
M

Γ(1− α)

pj+k∑
s=1

∣∣∣∣∣
t s
p∫

t

η − t

(tj+k/p − η)α
dη −

t∫
t s−1

p

t− η

(tj+k/p − η)α
dη

∣∣∣∣∣ =

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α pj+k∑
s=1

( 1∫
0

z dz

(2(pj + k − s) + 1− z)α
−

1∫
0

z dz

(2(pj + k − s) + 1 + z)α

)
=

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α pj+k∑
s=1

( 1∫
0

1

(2(pj + k − s) + 1− z)α
−

1∫
0

1

(2(pj + k − s) + 1 + z)α

)
z dz =

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

z

pj+k∑
s=1

(
1

(2(pj + k − s) + 1− z)α
−

1∫
0

1

(2(pj + k − s) + 1 + z)α

)
dz =

=
2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

(
z

(3− z)α
− z

(2(pj + k) + 1 + z)α

)
dz−

− 2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

z

pj+k∑
s=1

(
1

(2(pj + k − s) + 1− z)α
− 1

(2(pj + k + 1) + 1 + z)α

)
dz ≤

≤ 2αM

4Γ(1− α)

(
τ

p

)2−α
1∫

0

z dz

(3− z)α
=

2α[(α− 4)21−α + 32−α]M

4Γ(3− α)

(
τ

p

)2−α

,

где M = max
0≤t≤T

|ü(x, t)|.
Лемма доказана. �
Аналогичный результат можно получить и для дробной производной Капу-

то порядка β, 1 < β ≤ 2, по пространственной переменной x. В работе [39]
построен дискретный аналог дробной производной порядка β, 1 < β ≤ 2, по
пространственной переменной x:

∆β
0xi
v =

1

Γ(3− β)

i∑
s=1

(
x2−β
i−s+1 − x2−β

i−s

)
vxx,s, 1 < β ≤ 2, vxx,s =

us+1 − 2us + us−1

h2
,

а также показано, что

(7) ∂β0xi
v = ∆β

0xi
v +O(h),

при условии, что v(x) ∈ C3[0, ℓ]. Как и выше покажем, что этот результат
также можно улучшить при v(x) ∈ C4[0, ℓ].

Итак, справедлива

Лемма 2. Для любой функции v(x) ∈ C4[0, ℓ] справедливо равенство

∂βk

0xik
vk =

1

Γ(3− βk)

ik∑
s=1

(
x2−βk

ik−s+1 − x2−β
ik−s

)
vxkxk,s +O(h3−βk

k ), 1 < βk ≤ 2.
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Доказательство.

∂βk

0xik
vk =

1

Γ(2− βk)

xik∫
0

v
′′
(ξ)dξ

(xik − ξ)βk−1
=

1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

xs∫
xs−1

v
′′
(ξ)dξ

(xik − ξ)βk−1
=

=
1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

xs∫
xs−1

v
′′
(xs−1/2) + v

′′′
(xs−1/2)(ξ − xs−1/2) +O((ξ − xs−1/2)

2)

(xik − ξ)βk−1
dξ =

=
1

Γ(2− βk)

i∑
s=1

vxkxk,s−1/2

xs∫
xs−1

dξ

(xik − ξ)βk−1
+

+
1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

v
′′′
(xs−1/2)

xs∫
xs−1

(ξ − xs−1/2)

(xik − ξ)βk−1
dξ +O(h2).

Оценим величину∣∣∣∣∣∣ 1

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

v
′′′
(xs−1/2)

xs∫
xs−1

(ξ − xs−1/2)

(xik − ξ)βk−1
dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ Mk

Γ(2− β)

ik∑
s=1

∣∣∣∣∣∣
xs∫

xs−1

(ξ − xs−1/2)

(xik − ξ)βk−1
dξ

∣∣∣∣∣∣ =
=

Mk

Γ(2− βk)

ik∑
s=1

∣∣∣∣∣∣∣
xs∫

xs−1/2

ξ − xs−1/2

(xi − ξ)βk−1
dξ −

xs−1/2∫
xs−1

xs−1/2 − ξ

(xik − ξ)βk−1
dξ

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

2βk−1h3−βk Mk

4Γ(2− βk)

ik∑
s=1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

zdz

(2(ik − s) + 1− z)βk−1
−

1∫
0

zdz

(2(ik − s) + 1 + z)βk−1

∣∣∣∣∣∣ =
=

2βk−1h3−β
k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

ik−1∑
s=0

(
1

(2s+ 1− z)βk−1
− 1

(2s+ 1 + z)βk−1

)
dz =

=
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

(
1

(1− z)βk−1
− 1

(2ik − 1 + z)βk−1

)
dz+

+
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

ik−1∑
s=1

(
1

(2s− 1 + z)βk−1
− 1

(2s+ 1− z)βk−1

)
dz =

=
2βk−1h3−βk Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

(
z

(1− z)βk−1
− z

(2i− 1 + z)βk−1

)
dz−

−
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

z

ik−1∑
s=1

(
1

(2s− 1 + z)βk−1
− 1

(2s+ 1− z)βk−1

)
dz ≤



О СХОДИМОСТИ ЛОКАЛЬНО-ОДНОМЕРНЫХ СХЕМ 151

≤
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

(
z

(1− z)βk−1
− z

(2ik − 1 + z)βk−1

)
dz =

=
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

zdz

(1− z)βk−1
− 2βk−1h3−βk Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

zdz

(2ik − 1 + z)βk−1
≤

≤
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1∫
0

zdz

(1− z)βk−1
=

=
2βk−1h3−βk

k Mk

4Γ(2− βk)

1

(2− βk)(3− βk)
=

2βk−1Mk

4Γ(4− βk)
h3−βk

k ,

где Mk = max
0≤xk≤ℓk

|v′′′
(xk)|.

Лемма доказана. �

По аналогии с ([43], с. 522) уравнению (1) поставим в соответствие цепочку
одномерных уравнений

Pku = 0, где Pku =
1

p
∂α0tu− Lβk

k u− fk,

p∑
k=1

fk = f.

Уравнение (1) перепишем в виде

Pu = ∂α0tu− Lu− f = 0,

или
p∑

k=1

Pku = 0, Pku =
1

p
∂α0tu− Lku− fk.

На каждом полуинтервале ∆k =
(
tj+(k−1)/p, tj+k/p

]
, k = 1, 2, . . . , p, будем

последовательно решать задачи

(8) Pkv(k) =
1

p
∂α0tv(k) − Lβk

k v(k) − fk = 0, t ∈ ∆k, k = 1, 2, . . . , p,

(9)


∂v(k)

∂xk
= λ−kv(k) − µ−k(x, t), xk = 0,

−
∂v(k)

∂xk
= λ+kv(k) − µ+k(x, t), xk = ℓk,

полагая при этом следующее:

(10)
v(1)(x, 0) = u0(x),

v(k)(x, tj+(k−1)/p) = v(k−1)(x, tj+(k−1)/p), k = 2, 3, . . . , p,
v(1)(x, tj) = v(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . , j0 − 1.

Каждое из уравнений (8) номера k аппроксимируем неявной двухслойной
схемой

(11) ∆α
0tj+k/p

y = Λk

(
σky

j+k/p + (1− σk)y
j+(k−1)/p

)
+ φ

j+k/p
k , k = 1, 2, . . . , p,

где

∆α
0tj+k/p

y =
1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
y

s
p

t
,
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Λky =
1

Γ(3− βk)

ik∑
s=1

(
x2−βk

ik−s+1 − x2−βk

ik−s

)
yxkxk,s − dky,

y(σk) = σky
j+k/p + (1− σk)y

j+(k−1)/p, 0 ≤ σk ≤ 1,

(12)


(
y
j+k/p
xk,0

− λ−ky
j+k/p
0

)σk

= −µ−k, xk = 0,

−
(
y
j+k/p
xk,Nk

− λ+ky
j+k/p
Nk

)σk

= −µ+k, xk = ℓk,

(13) y(x, 0) = u0(x).

Среди неявных схем наибольшее распространение в вычислительной прак-
тике получили симметричная схема (σk = 0, 5) и чисто неявная схема (σk = 1)
(см., например, [44] стр. 248). В дальнейшем для простоты будем рассматри-
вать случай чисто неявных схем.

4. Погрешность аппроксимации ЛОС

Подставляя yj+k/p = zj+k/p + uj+k/p в уравнение (11), получим уравнение
для погрешности zj+k/p:

(14) ∆α
0tj+k/p

z = Λkz
j+k/p + ψ

j+k/p
k , k = 1, 2, . . . , p,

где
ψ
j+k/p
k = Λku

j+k/p + φ
j+k/p
k −∆α

0tj+k/p
u.

Обозначив через
◦
ψk =

(
Lβk

k u+ fk − 1

p
∂α0tu

)j+1/2

заметим, что
p∑

k=1

◦
ψk = 0, если

p∑
k=1

fk = f.

Представим ψk = ψ
j+k/p
k в виде

ψk =
◦
ψk +

∗
ψk,

тогда
ψ
j+k/p
k =

(
Λku

j+k/p + φ
j+k/p
k −∆α

0tj+k/p
u
)
−

−
(
Lβk

k u+ fk − 1

p
∂α0tu

)j+1/2

+
◦
ψk =

=

(
Λku

j+k/p −
(
Lβk

k u
)j+1/2

)
+
(
φ
j+k/p
k − f

1+1/2
k

)
−

−
(
∆α

0tj+k/p
u− 1

p
(∂α0tu)

j+1/2

)
+

◦
ψk =

◦
ψk +

∗
ψk,

где
∗
ψk =

(
Λku

j+k/p −
(
Lβk

k u
)j+1/2

)
+
(
φ
j+k/p
k − f

j+1/2
k

)
−

−
(
∆α

0tj+k/p
u− 1

p
(∂α0tu)

j+1/2

)
.
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Из определения Λk и φk следует, что
∗
ψk = O(h3−βk

k + τ2−α),
◦
ψk = O(1),

p∑
k=1

◦
ψk = 0.

Таким образом,

ψ =

p∑
k=1

ψk =

p∑
k=1

(
◦
ψk +

∗
ψk) =

p∑
k=1

∗
ψk = O

(
|h|3−βk + τ2−α

)
.

Граничные условия запишем в виде

(15)

{
z
j+k/p
xk,0

− λ−kz
j+k/p
0 = ψ−k, ψ−k = λ−ku

j+k/p
0 − u

j+k/p
xk,0

− µ−k,

z
j+k/p
xk,Nk

− λ+kz
j+k/p
Nk

= ψ+k, ψ+k = λ+ku
j+k/p
Nk

− u
j+k/p
xk,Nk

− µ+k,

(16) z(x, 0) = 0,

где
ψ−k, ψ+k = O(h).

Таким образом, схема (11) — (13) обладает суммарной аппроксимацией

ψ =

p∑
k=1

ψk =

p∑
k=1

(
◦
ψk +

∗
ψk) =

p∑
k=1

∗
ψk = O

(
|h|+ τ2−α

)
.

5. Устойчивость ЛОС

Чтобы получить оценку для решения разностной задачи (11) — (13), приве-
дем уравнение и граничные условия к каноническому виду ([42], стр. 339):
(17)

A(P )y(P ) =
∑

Q∈Ш′(P )

B(P,Q)y(Q) + F (P ), P ∈ ω,

A(P ) > 0, B(P,Q) > 0, D(P ) = A(P )−
∑

Q∈Ш′(P )

B(P,Q) ≥ 0 для всех P ∈ ω,

ω — множество узлов сетки в некоторой ограниченной области n - мерного
евклидова пространства.

Каноническую форму уравнения (11) запишем в виде(
2τα

Γ(3− βk)h
βk

k

− (22−βk − 1)τα

Γ(3− βk)h
βk

k

+
1

Γ(2− α)
+ dk

)
y
j+k/p
ik

=
τα

Γ(3− βk)h
βk

k

y
j+k/p
ik+1 +

+

(
τα

Γ(3− βk)h
βk

k

− 2(22−βk − 1)τα

Γ(3− βk)h
βk

k

+
τα(32−βk − 22−βk)

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
ik−1 +

+

(
τα(22−βk − 1)

Γ(3− βk)h
βk

k

− 2τα(32−βk − 22−βk)

Γ(3− βk)h
βk

k

+
τα(42−βk − 32−βk)

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
ik−2 + . . .+

+

(
τα[(ik − 3)2−βk − (ik − 4)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

− 2τα[(ik − 2)2−βk − (ik − 3)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

+

+
τα[(ik − 1)2−βk − (ik − 2)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
3 +

(
τα[(ik − 2)2−βk − (ik − 3)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

−
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−2τα[(ik − 1)2−βk − (ik − 2)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

+
τα[i2−βk

k − (ik − 1)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

)
y
j+k/p
2 +

+

(
τα[(ik − 1)2−βk − (ik − 2)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

−
2τα[i2−βk

k − (ik − 1)2−βk ]

Γ(3− βk)h
βk

k

+

+(1− λ−khk)
τα[i2−βk

k − (ik − 1)2−βk ]

Γ(3− βk)h
β
k

)
y
j+k/p
1 +

+
1

Γ(2− α)

{ [
(j + 1)1−α − j1−α

]
y0ik +

[
−(j + 1)1−α + 2j1−α − (j − 1)1−α

]
y1ik+

(18) + . . .+ (−21−α + 2)y
j+(k−1)/p
ik

}
+ φikτ

α +
µ−khk

1 + λ−khk

τα(x2−βk

ik
− x2−βk

ik−1 )

Γ(3− βk)h2k
.

Заметим, что [18]

−(j + 1)1−α + 2j1−α − (j − 1)1−α > 0, j ≥ 1,

A(P ) =
2τα

Γ(3− βk)h
βk

k

− (22−βk − 1)τα

Γ(3− βk)h
βk

k

+
1

Γ(2− α)
+ dk > 0

и все коэффициенты, стоящие перед yj+k/p
s , s = 2, 3, . . . , ik +1, положительны,

а коэффициент при y
j+k/p
1 положителен при малых hk. При написании кано-

нической формы (18) был использован разностный аналог граничного условия

при xk = 0, yxk,0 = λ−ky0−µ−k, или y0 = (1−λ−khk)y1+
µ−khk

1 + λ−khk
, hk <

1

λ−k
.

Нетрудно заметить, что

D(P (xik , tj+1)) =
λ−kτ

α(x2−βk

ik
− x2−βk

ik−1 )

Γ(3− βk)hk
+ dk > 0,

D(P (0, tj+1)) = λ−k, D(P (ℓk, tj+1)) = λ+k, β±k ≥ λ∗ > 0.

Замечание 1. В общем случае схемы с весами, когда 0 ≤ σk ≤ 1, коэффици-
енты B(P,Q) > 0, если

(19) τα ≤
Γ(3− βk)(2− 21−α)hβk

k

(1− σk)(3− 22−βk)
,

Т.о., при условии (19) на шаг сетки по времени принцип максимума сохраня-
ется и в общем случае.

При α → 1, βk → 2, k = 1, 2, . . . , p, (19) переходит в хорошо известное
условие

τ ≤ h2k
2(1− σk)

.

Итак, так как D(P ) > 0 на всей сетке ωhτ = ωh × ωτ , то при каждом k =
1, 2, . . . , p для решения задачи (11) — (13) из принципа максимума следует
оценка

∥yj+k/p∥Ch
≤ ∥u0(x)∥Ch

+
2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥µ−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥µ+k(t)∥C
γ
+
k

)
+

(20) +
ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max
t∈ωτ

∥φj+k/p
k ∥Ch

,
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где γ−k — множество левых граничных узлов, γ+k — множество правых гранич-
ных узлов, γ = γ−k + γ+k , где ∥y∥Ch

= max
x∈ωh

|y(x)|.
Суммируя (20) по всем k от 1 до p, получим
p∑

k=1

∥yj+k/p∥Ch
≤ p∥u0(x)∥Ch

+
2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥µ−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥µ+k(t)∥C
γ
+
k

)
+

+

p∑
k=1

ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max

0≤j′≤j
∥φj′+k/p∥Ch

,

или

∥yj+1∥Ch
≤ p∥u0(x)∥Ch

+
2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥µ−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥µ+k(t)∥C
γ
+
k

)
+

(21) +

p∑
k=1

ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max

0≤j′≤j
∥φj′+k/p∥Ch

.

Таким образом, справедлива следующая

Теорема 1. Локально-одномерная схема (11) — (13) устойчива по начальным
данным и правой части, так что для задачи (11) — (13) справедлива оценка
(21).

6. Равномерная сходимость ЛОС

Обозначим через z(k) = zj+k/p и представим решение задачи (14) — (16) в
виде суммы

z(k) = v(k) + η(k),

где η(k) определяется условиями

1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
η

s
p

t
=

◦
ψk, x ∈ ωhk

+γhk
, k = 1, 2, . . . , p,

η(x, 0) = 0.

По аналогии с [19], [20] доказывается, что

η
j+k/p
(k) = O(τα), k = 1, 2, . . . , p, j = 0, 1, 2, . . . , j0 − 1.

Функция v(k) определяется условиями
(22)
1

p

1

Γ(2− α)

pj+k∑
s=1

(
t1−α
j+(k−s+1)/p − t1−α

j+(k−s)/p

)
η

s
p

t
= Λkv(k) + ψ̃k, ψ̃k = Λkη(k) +

∗
ψk,

(23)

{
vxk,0 = λ−kv0 + ψ̃−k, ψ̃−k = −ηj+k/p

xk,0
+ λ−kη(k) − ψ−k,

−vxk,Nk
= λ+kvNk

+ ψ̃+k, ψ̃+k = η
j+k/p
xk,Nk

+ λ+kη(k) − ψ+k,

(24) v(k)(x, 0) = 0.

Воспользуемся теперь (21) для оценки решения задачи (22) – (24) v(k):

∥vj+1∥Ch
≤ 2

λ∗

p∑
k=1

max
t∈ωτ

(
∥ψ̃−k(t)∥C

γ
−
k

+ ∥ψ̃+k(t)∥C
γ
+
k

)
+
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(25) +

p∑
k=1

ℓβk−1
k Γ(2− βk)

λ∗
max

0≤j′≤j
∥ψ̃j′+k/p∥Ch

.

Если существуют непрерывные в замкнутой областиQT производные
∂4u

∂x2k∂x
2
β

,

k ̸= β, то Λkη(k) = −ταΛk

(
◦
ψk+1 + . . .+

◦
ψp

)
= O(τα), ψ̃−k = ψ̃+k = O(h).

Поэтому из оценки (25) получаем

∥zj∥Ch
≤ ∥vj∥Ch

≤M

(
h

τ1−α
+ τ2α−1

)
,

так как ηj = 0 для всех j = 0, 1, . . . , j0.
Таким образом, имеет место следующая

Теорема 2. Пусть задача (1) — (3) имеет единственное непрерывное в QT

решение u(x, t) и существуют непрерывные в QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2k∂x
2
s

,
∂2+αu

∂x2k∂t
α
,
∂2f

∂x2k
, 1 ≤ k, s ≤ p, k ̸= s.

Тогда локально-одномерная схема (11) — (13) равномерно сходится со скоро-
стью

O

(
h

τ1−α
+ τ2α−1

)
, h = O(τ1−α), 1/2 < α ≤ 1,

так что
∥yj − uj∥Ch

≤M

(
h

τ1−α
+ τ2α−1

)
,

где h = max
k

hk, M > 0, M — не зависит от h и τ .
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