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СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МЕРЫ ГИББСА ДЛЯ
НС-МОДЕЛИ СО СЧЕТНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ

Р.М. ХАКИМОВ, М.Т.МАХАММАДАЛИЕВ

Abstract. In this paper, we study weakly periodic Gibbs measures for
the HC-model with a countable set Z of spin values and with a countable
set of parameters λi > 0, i ∈ Z on a Cayley tree of order k ≥ 2. For the
considered model for

∑
i λi = λ < +∞ a complete description of weakly

periodic Gibbs measures is obtained in the case of any normal divisor of
index two and for λ = +∞ it is shown that there is no weakly periodic
Gibbs measure. Moreover, in the case of a normal index divisor of four
uniqueness conditions for weakly periodic Gibbs measures are found. As
well as under certain conditions an exact critical value is found under
which there exist weakly periodic (non-periodic) Gibbs measures.

Keywords: Cayley tree, admissible configuration, HC model, Gibbs
measure, periodic Gibbs measures, weakly periodic Gibbs measures.

1. Введение

Описание всех предельных мер Гиббса для данного гамильтониана являет-
ся одним из основных задач теории гиббсовских мер. Известно, что каждой
предельной мере Гиббса сопоставляется одна фаза физической системы. По-
этому в теории мер Гиббса одной из важных задач является существование
фазового перехода, т.е. когда физическая система меняет свое состояние при
изменении температуры. Это происходит, когда количество мер при изменении
температуры меняется. При этом температура, при которой меняется состоя-
ние физической системы, обычно называется критической (см. [1]-[4]).

Khakimov, R.M., Makhammadaliev, M.T., Weakly periodic Gibbs measures.
c© 2023 Хакимов Р.М.
Работа поддержана фундаментальным проектом Министерства инновационного развития

республики Узбекистан (грант F-FA-2021- 425).
Поступила 1 января 2015 г., опубликована 31 декабря 2015 г.

144



СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МЕРЫ ГИББСА 145

Для многих классических моделей с конечным множеством значений спи-
на из физики (например, модель Изинга, модель Поттса, HC-модель) хорошо
развита теория мер Гиббса. Надо отметить, что несмотря на наличие многочис-
ленных работ, посвященных изучению предельных мер Гиббса, ни для одной
модели не было получено полное описание всех предельных мер Гиббса.

А в случае счетного множества значений спина существование мер Гиббса
не гарантировано. Но имеются несколько работ, посвященных изучению таких
моделей (см. например, работы [5]-[11]).

А.Е.Мазелью и Ю.М.Суховым была введена и изучена НС-модель (жест-
кий диск, жесткая сердцевина) на d-мерной решетке Zd (см. [12]). Эта модель
вызывает интерес с точки зрения статистической механики, комбинаторики и
теории нейронных сетей [1], [13], [14]. Достаточно много работ посвящены изу-
чению предельных мер Гиббса для НС моделей с конечным числом состояний
на дереве Кэли (см. например, литературу работ [4], [15], [16]).

НС-модель со счетным числом значений спина впервые изучена в работе
[17]. Для этой модели на дереве Кэли произвольного порядка найдены условия
существования и не существования трансляционно-инвариантной меры Гибб-
са, а также доказана единственность такой меры при условии существования.
Кроме того, для рассматриваемой модели исследованы периодические меры
Гиббса с периодом два. Найдены условия существования и неединственности
периодических(не трансляционно-инвариантных) мер Гиббса с периодом два.

В данной работе изучаются слабо периодические меры Гиббса для НС-
модели со счетным числом значений спина на дереве Кэли в случаях нормаль-
ных делителей индекса два и четыре. В случае произвольного нормального
делителя индекса два доказано, что если ряд

∑
j∈Z0

λj , полученный из последо-
вательности параметров активности {λj}j∈Z0=Z\{0} сходится, то слабо периоди-
ческая мера Гиббса является трансляционно-инвариантной и она единственна,
если же ряд

∑
j∈Z0

λj расходится, то не существует слабо периодической меры
Гиббса. А в случае нормального делителя индекса четыре при некоторых усло-
виях показана трансляционно-инвариантность (значит, единственность) слабо
периодических мер Гиббса на дереве Кэли произвольного порядка. А также на
дереве Кэли порядка два и три при некоторых условиях найдены точные кри-
тические значения λcr, которая является суммой ряда, полученной из последо-
вательности параметров {λj}j∈Z0

такая, что при 0 < λ ≤ λcr существует ровно
одна слабо периодическая мера Гиббса µ0, которая является трансляционно-
инвариантной, а при λ > λcr существуют ровно три слабо периодические меры
Гиббса, одна из которых совпадает с µ0, а две остальные являются слабо пе-
риодическими(не периодическими) мерами Гиббса.

2. Предварительные сведения

Пусть τk = (V,L, i)− есть дерево Кэли порядка k ≥ 1, где V есть множество
вершин τk, L−множество его ребер и i−функция инцидентности, сопоставля-
ющая каждому ребру l ∈ L его концевые точки x, y ∈ V . Если i(l) = {x, y}, то
x и y называются ближайшими соседями вершины и обозначается l = 〈x, y〉.
Пусть d(x, y) есть расстояние между вершинами x, y ∈ V , т.е. количество ребер
кратчайшей пути, соединяющей x и y.
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Для фиксированного x0 ∈ V обозначим

Wn = {x ∈ V | d(x, x0) = n}, Vn = ∪nj=0Wj .

Будем писать x ≺ y, если путь от x0 до y проходит через x. Вершину y
назовем прямым потомком вершины x, если y � x и x, y являются ближайшими
соседями. Заметим, что на дереве τk всякая вершина x 6= x0 имеет k прямых
потомков, а вершина x0 имеет k+ 1 потомков. Для x ∈Wn множество прямых
потомков вершины x обозначим через S(x):

S(x) = {yi ∈Wn+1|d(x, yi) = 1, i = 1, 2, . . . , k}.

Пусть Φ = Z и σ ∈ ΦV -конфигурация, то есть σ = {σ(x) ∈ Z : x ∈ V },
где σ(x) 6= 0 означает, что вершина x на дереве Кэли занятая, а σ(x) = 0
означает, что она свободная. Конфигурация σ называется допустимой, если
σ(x)σ(y) = 0 для любых соседних 〈x, y〉 из V (Vn или Wn, соответственно ) и
обозначим множество таких конфигураций через Ω (ΩVn

и ΩWn
). Ясно, что

Ω ⊂ ΦV .
Рассмотрим множество Z как множество вершин некоторого бесконечного

графа G. С помощью графа G определим G-допустимую конфигурацию сле-
дующим образом. Конфигурация σ называется G-допустимой конфигурацией
на дереве Кэли (в Vn илиWn), если {σ(x), σ(y)}-ребро графа G для любой бли-
жайшей пары соседей x, y из V (из Vn). Обозначим множество G-допустимых
конфигураций через ΩG (ΩGVn

).
Множество активности [16] для графа G есть ограниченная функция λ :

G 7→ R+ (R+− множество положительных действительных чисел). Значение
λi функции λ в вершине i ∈ Z называется ее “активностью”.

Для данных G и λ определим гамильтониан G−HC-модели как

(1) Hλ
G(σ) =

{
J
∑
x∈V

lnλσ(x), если σ ∈ ΩG,

+∞, если σ /∈ ΩG,

где J ∈ R.
Пусть L(G)−множество ребер графа G, обозначим через A ≡ AG = (aij)i,j∈Z

матрицу смежности G, т.е.

aij = aGij =

{
1, если {i, j} ∈ L(G),

0, если {i, j} /∈ L(G).

Пусть B есть σ-алгебра, порожденная цилиндрическими подмножествами
ΩG. Понятие меры Гиббса и градиентных мер Гиббса для НС-модели опреде-
ляется стандартным образом (см. [1, Глава 12], [5], [11]).

Пусть Z0 = Z \ {0}. Известно, что (см. [17] или [1, Глава 12]) каждой мере
Гиббса на (ΩG,B) соответствует совокупность векторов zx = {zi,x, i ∈ Z0} ∈
RZ0

+ такая, что ∀x ∈ V имеют место следующие равенства:

(2) z′i,x = λ′i
∏

y∈S(x)

ai0 +
∑∞
m=−∞ aimz

′
m,y

a00 +
∑∞
m=−∞ a0mz′m,y

, i,m ∈ Z0,

где z
′

i,x = λ′i
zi,x
z0,x

, λ′i = λiν(i)
λ0ν(0)

, Z0 = Z\{0} и ν = {ν(i) > 0, i ∈ Z}−фиксированная
вероятностная мера.
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Таким образом, чтобы получить полное описание всех мер Гиббса для дан-
ного гамильтониана (1) надо найти все решения системы уравнений (2). Но эта
задача является очень сложной.

Поэтому рассмотрим конкретный граф G с ai0 = 1 для всех i ∈ Z и aim = 0
для всех i,m ∈ Z0 (см. Рис.1).

Рис. 1. Счетный графG с множеством вершин Z, все вершины
связаны только с 0.

Соответствующая допустимая конфигурация удовлетворяет σ(x)σ(y) = 0
для любых соседних 〈x, y〉 из V (Vn или Wn, соответственно), т.е. если вершина
x имеет спиновое значение σ(x) = 0, то на соседние вершины можем ставить
любое значение из Z, если же на вершине x находится любое значение из Z0, то
на соседние вершины ставим только нули. Полагая z0,x = 1, λ′i = λi, zi,x = z

′

i,x,
i ∈ Z0, из (2) получим

(3) zi,x = λi
∏

y∈S(x)

1

1 +
∑
j∈Z0

zj,y
, i ∈ Z0.

Известно, что дерево Кэли представляется как группа Gk, являющаяся сво-
бодным произведением k + 1 циклических групп второго порядка с образую-
щими a1, ..., ak+1.

Пусть Ĝk−нормальный делитель конечного индекса r ≥ 1. Рассмотрим фактор-
группу Gk/Ĝk = {H1, ...,Hr}.

Определение 1. Совокупность векторов z = {zx, x ∈ Gk} называется Ĝk-
периодической, если zyx = zx для любого x ∈ Gk и y ∈ Ĝk.

Gk-периодические совокупности векторов называются трансляционно-инвариантными.
Для любого x ∈ Gk множество {y ∈ Gk : 〈x, y〉} \ S(x) имеет единственный

элемент, которого обозначим через x↓ (см.[18]).

Определение 2. Совокупность векторов z = {zx, x ∈ Gk} называется Ĝk-
слабо периодической, если zx = zij при x ∈ Hi, x↓ ∈ Hj для любого x ∈ Gk.

Определение 3. Мера µ называется Ĝk-(слабо) периодической, если она со-
ответствует Ĝk-(слабо) периодической совокупности векторов z.

3. Случай нормального делителя индекса два



148 Р.М. ХАКИМОВ, М.Т.МАХАММАДАЛИЕВ

Пусть ∅ 6= A ⊂ Nk = {1, 2, ..., k+ 1}. Известно, что любая подгруппа индекса
два группы Gk имеет вид

HA = {x ∈ Gk :
∑
i∈A

wx(ai)− четное число},

где wx(ai)−число букв ai в слове x ∈ Gk (см. [4]).
Заметим, что HA-слабо периодическая совокупность векторов z имеет вид

zx =


y, x ∈ HA, x↓ ∈ HA,

u, x ∈ HA, x↓ ∈ Gk\HA,

v, x ∈ Gk\HA, x↓ ∈ HA,

t, x ∈ Gk\HA, x↓ ∈ Gk\HA,

где
y = (· · · , y−2, y−1, 1, y1, y2, · · · ), u = (· · · , u−2, u−1, 1, u1, u2, · · · ),
v = (· · · , v−2, v−1, 1, v1, v2, · · · ), t = (· · · , t−2, t−1, 1, t1, t2 · · · ).

Тогда в силу (3) ys, us, vs, ts
(
s ∈ Z0

)
удовлетворяют следующей системе

уравнений:

(4)



ys = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

vj

)i · 1(
1+

∑
j∈Z0

yj

)k−i ,

us = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

vj

)i−1 · 1(
1+

∑
j∈Z0

yj

)k−i+1 ,

vs = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

uj

)i−1 · 1(
1+

∑
j∈Z0

tj

)k−i+1 ,

ts = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

uj

)i · 1(
1+

∑
j∈Z0

tj

)k−i ,

где |A| = i−мощность множества A.

Лемма 1. Пусть k ≥ 2. Если для некоторой последовательности параметров
{λj}j∈Z0 существует положительное решение (yj , uj , vj , tj), j ∈ Z0, системы
уравнений (4), то ряды

∑
j∈Z0

yj,
∑
j∈Z0

uj,
∑
j∈Z0

vj,
∑
j∈Z0

tj и
∑
j∈Z0

λj схо-
дятся.

Доказательство. Пусть k ≥ 2 и существует положительное решение (yj , uj , vj , tj),
j ∈ Z0, системы уравнений (4). Сначала покажем, что ряды

∑
j∈Z0

yj ,
∑
j∈Z0

uj ,∑
j∈Z0

vj и
∑
j∈Z0

tj сходятся. Предположим обратное, т.е. пусть один из рядов,
например, ряд

∑
j∈Z0

yj расходится, т.е.
∑
j∈Z0

yj = +∞. Тогда из первого урав-
нения (4) получим, что yj = 0, а это противоречит расходимость ряда

∑
j∈Z0

yj .
А в случае, когда все ряды

∑
j∈Z0

yj ,
∑
j∈Z0

uj ,
∑
j∈Z0

vj и
∑
j∈Z0

tj расходятся,
то очевидно, что система уравнений (4) не имеет решений. Значит, если суще-
ствует решение (4), то ряды

∑
j∈Z0

yj ,
∑
j∈Z0

uj ,
∑
j∈Z0

vj и
∑
j∈Z0

tj сходятся.
Теперь докажем сходимость ряда

∑
j∈Z0

λj . Для этого, предположим, что∑
j∈Z0

yj = Y ,
∑
j∈Z0

uj = U ,
∑
j∈Z0

vj = V и
∑
j∈Z0

tj = T . Тогда из первого
уравнения (4) получим, что

∑
i∈Z0

λi = Y (1 + Y )k−i(1 + V )i, т.е. ряд
∑
j∈Z0

λj
сходится. �

Из леммы 1 следует следующее.

Следствие 1. Если один из рядов
∑
j∈Z0

yj,
∑
j∈Z0

uj,
∑
j∈Z0

vj,
∑
j∈Z0

tj и∑
j∈Z0

λj расходится, то система уравнений (4) не имеет положительного
решения.
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Пусть ряды
∑
j∈Z0

yj ,
∑
j∈Z0

uj ,
∑
j∈Z0

vj ,
∑
j∈Z0

tj сходятся и
∑
j∈Z0

yj = Y ,∑
j∈Z0

uj = U ,
∑
j∈Z0

vj = V ,
∑
j∈Z0

tj = T. Тогда из системы уравнений (4)
имеем

(5)



ys = λs · 1(
1+V

)i · 1(
1+Y

)k−i ,

us = λs · 1(
1+V

)i−1 · 1(
1+Y

)k−i+1 ,

vs = λs · 1(
1+U

)i−1 · 1(
1+T

)k−i+1 ,

ts = λs · 1(
1+U

)i · 1(
1+T

)k−i .

Суммируя обе части каждого уравнения в (5) по s ∈ Z0, можем получить

(6)



Y = λ · 1(
1+V

)i · 1(
1+Y

)k−i ,

U = λ · 1(
1+V

)i−1 · 1(
1+Y

)k−i+1 ,

V = λ · 1(
1+U

)i−1 · 1(
1+T

)k−i+1 ,

T = λ · 1(
1+U

)i · 1(
1+T

)k−i ,

где λ =
∑
s∈Z0

λs.
Следующее утверждение очевидно.

Предложение 1. Для решений системы уравнений (6) верны следующие оцен-
ки:

0 <
λ

(1 + λ)k
< Y < λ, 0 <

λ

(1 + λ)k
< U < λ,

0 <
λ

(1 + λ)k
< V < λ, 0 <

λ

(1 + λ)k
< T < λ.

Доказательство. Получается из (6). �

Далее, разделив в системе уравнений (6) первое уравнение на второе, третье
на четвертое, получим следующую систему уравнений:

(7)

{
Y
U = 1+Y

1+V
V
T = 1+U

1+T .

Используя (7), систему уравнений (6) можно переписать как

(8)



Y =
(
Y
U

)i · λ
(1+Y )k

U =
(
Y
U

)i−1 · λ
(1+Y )k

V =
(
T
V

)i−1 · λ
(1+T )k

T =
(
T
V

)i · λ
(1+T )k

.

Из первого уравнения системы (8) найдем U , из четвертого V и, подставив их в
четвертое и первое уравнения системы уравнений (6), соответственно, получим

(9)


Y = (1+T )k((

1+T
)k/i

+λ1/i·T 1−1/i
)i · λ(

1+Y
)k−i ,

T = (1+Y )k((
1+Y

)k/i
+λ1/i·Y 1−1/i

)i · λ(
1+T

)k−i
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Справедлива следующая лемма.

Лемма 2. 1) Если в системе уравнений (6) выполнены равенства Y = T и
U = V , тогда Y = U = V = T.

2) Y = T тогда и только тогда, когда U = V.

Доказательство. Легко получается из системы уравнений (7). �

Для удобства введем обозначения Y = y, T = x и перепишем систему урав-
нений (9)

(10)

{
y = ϕ(x) · ψ(y),

x = ϕ(y) · ψ(x),

где

ϕ(x) =
(1 + x)k(

(1 + x)k/i + λ1/i · x1−1/i
)i , ψ(x) =

λ

(1 + x)k−i
.

Следующая теорема дает полное описание слабо периодических мер Гиббса
для рассматриваемой НС модели в случае нормального делителя индекса два.

Теорема 1. Пусть k ≥ 2. Тогда для НС модели со счетным числом состояний
(соответствующей графу из рис. 1) в случае нормального делителя индекса
два справедливы следующие утверждения:

1. Если ряд
∑
j∈Z0

λj, полученный из последовательности параметров {λj}j∈Z0
,

сходится и его сумма
∑
j∈Z0

λj = λ, то для любых i ≤ k и при любом λ > 0,
HA-слабо периодическая мера Гиббса единственна. Более того, эта мера сов-
падает с единственной трансляционно-инвариантной мерой Гиббса.

2. Если ряд
∑
j∈Z0

λj расходится, то HA-слабо периодическая мера Гиббса
не существует.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что система функ-
циональных уравнений (6) имеет корни только вида Y = U = V = T. Для это-
го в (10) вычтем из первого уравнения второе и в правую часть полученного
уравнения прибавим и вычтем ϕ(x) ·ψ(x), затем используя теорему Лагранжа
о среднем для функций ϕ(x) и ψ(x) на (y, x), получим:

y − x = ψ(y) · ϕ
′
(ξ) · (x− y) + ϕ(y) · ψ

′
(η) · (y − x),

где ξ ∈ (y, x), η ∈ (y, x).
Отсюда

(11) (y − x) · [1 + ψ(y) · ϕ
′
(ξ)− ϕ(y) · ψ

′
(η)] = 0.

Из этого уравнения получим, что y = x или

(12) 1 + F (y, ξ, η) = 0,

где
F (y, ξ, η) = ψ(y) · ϕ

′
(ξ)− ϕ(y) · ψ

′
(η).

Здесь

ψ
′
(η) = − λ(k − i)

(1 + λη)k−i+1
≤ 0,



СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МЕРЫ ГИББСА 151

т.е. функция ψ(η) убывает, т.к. i ≤ k, λ > 0, η > 0, а производная функции ϕ(y)
в точке ξ ∈ (y, x) имеет вид

ϕ
′
(ξ) =

λ1/i(1 + ξ)k−1[ξ(k − i+ 1)− i+ 1]

ξ1/i[(1 + ξ)k/i + λ1/iξ1−1/i]i+1
.

Покажем, что уравнение (12) не имеет решений, т.е.

(13) F (y, ξ, η) > −1.

Очевидно, что для функции

F (y, ξ, η) =
λ

(1 + y)k−i
· λ

1/i(1 + ξ)k−1[ξ(k − i+ 1)− i+ 1]

ξ1/i[(1 + ξ)k/i + λ1/iξ1−1/i]i+1
+

+
(1 + y)k(

(1 + y)k/i + λ1/i · y1−1/i
)i · λ(k − i)

(1 + λη)k−i+1

верна оценка

F (y, ξ, η) >
λ

(1 + y)k−i
· λ

1/i(1 + ξ)k−1[ξ(k − i+ 1)− i+ 1]

ξ1/i[(1 + ξ)k/i + λ1/iξ1−1/i]i+1
.

Далее, используя оценку из предложения 1, при 0 < y < ξ < x < λ уменьшая
числитель и увеличивая знаменатель правой части последнего неравенства,
можем получить

F (y, ξ, η) >
(1− i) (1 + λ)i−1λ(
(1 + λ)k/i + λ

)i+1
.

Покажем справедливость неравенства

(1− i) (1 + λ)i−1λ(
(1 + λ)k/i + λ

)i+1
> −1,

т.е. (
(1 + λ)k/i + λ

)i+1
> (i− 1) (1 + λ)i−1λ.

Очевидно, что при i = 1 последнее неравенство верно.
Пусть i > 1. Учитывая k

i ≥ 1, запишем последнее неравенство

(14)
(

1 +
λ

1 + λ

)i−1
·
(
(1 + λ)k/i + λ

)2
> (i− 1)λ

и воспользовавшись неравенством Бернулли(
1 +

λ

1 + λ

)i−1
> 1 +

(i− 1)λ

λ+ 1
,

при i ≤ k для левой части (14) получим следующую оценку:(
1 +

λ

1 + λ

)i−1
·
(
(1 + λ)k/i + λ

)2
>

1 + iλ

λ+ 1
· (1 + 2λ)2.

Отсюда и из (14) получим неравенство
1 + iλ

λ+ 1
· (1 + 2λ)2 > (i− 1)λ,

которое верно при любых λ > 0 и i ≤ k, т.к.
(1 + iλ)(1 + 2λ)2 > (i− 1)λ(λ+ 1) ⇒ 4iλ3 + (3i+ 5)λ2 + (3i+ 5)λ+ 1 > 0.
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Следовательно, получим справедливость неравенства (13). Это значит, что
уравнение (11) имеет корни только вида x = y, следовательно, по выше дока-
занной лемме 2, система уравнений (6) при этом условии имеет единственное
решение вида Y = U = V = T, т.е. соответствующая такому решению сла-
бо периодическая мера Гиббса единственна и она совпадает с единственной
трансляционно-инвариантной мерой Гиббса для рассматриваемой модели (см.
Теорему 1 из [17]). �

В работе [11] (стр.8) показано, что если z ∈ l k+1
k , то решение z ∈ R∞+ удо-

влетворяет условию нормализуемости. Заметим, что решение {zj}j∈Z0
в пред-

ложении 1 будет нормализуемым, потому что ряд
∑
j∈Z0

z
k+1
k

j сходится, т.к.
сходится ряд

∑
j∈Z0

zj . Тогда по [11, Теорема 3.5.] существует мера Гиббса,
соответствующая этому решению.

4. Случай нормального делителя индекса четыре

Пусть H{a1} = {x ∈ Gk : wx(a1) − четное число}, где wx(a1)−число буквы
a1 в слове x ∈ Gk, G(2)

k = {x ∈ Gk :| x | −четное число}, где | x | −длина слова
x ∈ Gk и G(4)

k = H{a1} ∩G
(2)
k −нормальный делитель индекса четыре.

Рассмотрим фактор-группу G(4)
k = {H0, H1, H2, H3}, где

H0 = {x ∈ Gk : wx(a1)− четно, |x| − четно}

H1 = {x ∈ Gk : wx(a1)− нечетно, |x| − четно}

H2 = {x ∈ Gk : wx(a1)− четно, |x| − нечетно}

H3 = {x ∈ Gk : wx(a1)− нечетно, |x| − нечетно}

Тогда в силу (3) G(4)
k -слабо периодическая величина zx имеет вид

zx =



q, x ∈ H3, x↓ ∈ H1,

b, x ∈ H1, x↓ ∈ H3,

c, x ∈ H3, x↓ ∈ H0,

d, x ∈ H0, x↓ ∈ H3,

y, x ∈ H1, x↓ ∈ H2,

u, x ∈ H2, x↓ ∈ H1,

v, x ∈ H2, x↓ ∈ H0,

t, x ∈ H0, x↓ ∈ H2.

Здесь q = (· · · , q−2, q−1, 1, q1, q2, · · · ), b = (· · · , b−2, b−1, 1, b1, b2, · · · ),

c = (· · · , c−2, c−1, 1, c1, c2, · · · ), d = (· · · , d−2, d−1, 1, d1, d2 · · · ),

y = (· · · , y−2, y−1, 1, y1, y2, · · · ), u = (· · · , u−2, u−1, 1, u1, u2, · · · ),

v = (· · · , v−2, v−1, 1, v1, v2, · · · ), t = (· · · , t−2, t−1, 1, t1, t2 · · · ).
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Тогда в силу (3) qs, bs, cs, ds, ys, us, vs, ts
(
s ∈ Z0

)
удовлетворяют следу-

ющей системе уравнений:

(15)



qs = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

dj

)i · 1(
1+

∑
j∈Z0

bj

)k−i ,

bs = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

uj

)i−1 · 1(
1+

∑
j∈Z0

qj

)k−i+1 ,

cs = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

dj

)i−1 · 1(
1+

∑
j∈Z0

bj

)k−i+1 ,

ds = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

cj

)i · 1(
1+

∑
j∈Z0

vj

)k−i ,

ys = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

uj

)i · 1(
1+

∑
j∈Z0

qj

)k−i ,

us = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

yj

)i−1 · 1(
1+

∑
j∈Z0

tj

)k−i+1 ,

vs = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

yj

)i−1 · 1(
1+

∑
j∈Z0

tj

)k−i+1 ,

ts = λs · 1(
1+

∑
j∈Z0

cj

)i · 1(
1+

∑
j∈Z0

vj

)k−i ,

где |A| = i.

Лемма 3. Пусть k ≥ 2. Если для некоторой последовательности параметров
{λj}j∈Z0

существует положительное решение (qj , bj , cj , dj , yj , uj , vj , tj), j ∈
Z0, системы уравнений (15), то ряды

∑
j∈Z0

qj,
∑
j∈Z0

bj,
∑
j∈Z0

cj,
∑
j∈Z0

dj,∑
j∈Z0

yj,
∑
j∈Z0

uj,
∑
j∈Z0

vj,
∑
j∈Z0

tj и
∑
j∈Z0

λj сходятся.

Доказательство. Доказывается аналогично доказательству леммы 1. �

Из леммы 3 следует

Следствие 2. Если один из рядов
∑
j∈Z0

qj,
∑
j∈Z0

bj,
∑
j∈Z0

cj,
∑
j∈Z0

dj,∑
j∈Z0

yj,
∑
j∈Z0

uj,
∑
j∈Z0

vj,
∑
j∈Z0

tj и
∑
j∈Z0

λj расходится, то система
уравнений (15) не имеет положительного решения.

Пусть все ряды сходятся и их суммы
∑
j∈Z0

qj = Q,
∑
j∈Z0

bj = B,
∑
j∈Z0

Cj =

C и
∑
j∈Z0

dj = D,
∑
j∈Z0

yj = Y ,
∑
j∈Z0

uj = U ,
∑
j∈Z0

vj = V ,
∑
j∈Z0

tj = T.

Перепишем систему уравнений (15) в виде

(16)



qs = λs · 1(
1+D

)i · 1(
1+B

)k−i , bs = λs · 1(
1+U

)i · 1(
1+Q

)k−i ,

cs = λs · 1(
1+D

)i−1 · 1(
1+B

)k−i+1 , ds = λs · 1(
1+C

)i−1 · 1(
1+V

)k−i+1 ,

ys = λs · 1(
1+U

)i−1 · 1(
1+Q

)k−i+1 , us = λs · 1(
1+Y

)i−1 · 1(
1+T

)k−i+1 ,

vs = λs · 1(
1+Y

)i · 1(
1+T

)k−i , ts = λs · 1(
1+C

)i · 1(
1+V

)k−i .

Суммируя обе части каждого уравнения в (16) по s ∈ Z0 можем получить

(17)



Q = λ · 1(
1+D

)i · 1(
1+B

)k−i , B = λ · 1(
1+U

)i · 1(
1+Q

)k−i ,

C = λ · 1(
1+D

)i−1 · 1(
1+B

)k−i+1 , D = λ · 1(
1+C

)i−1 · 1(
1+V

)k−i+1 ,

Y = λ · 1(
1+U

)i−1 · 1(
1+Q

)k−i+1 , U = λ · 1(
1+Y

)i−1 · 1(
1+T

)k−i+1 ,

V = λ · 1(
1+Y

)i · 1(
1+T

)k−i , T = λ · 1(
1+C

)i · 1(
1+V

)k−i .
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где λ =
∑
s∈Z0

λs.
Разделив в этой системе уравнений первое уравнение на третье, второе на

пятое, шестое на седьмое, четвертое на восьмое, получим следующую систему
уравнений: {

Q
C = 1+B

1+D ,
B
Y = 1+Q

1+U ,
U
V = 1+Y

1+T ,
D
T = 1+C

1+V .

Используя эту систему уравнений, (17) можно записать так:

(18)


Q =

(
A
C

)i · λ
(1+B)k

, B =
(
B
Y

)i · λ
(1+Q)k

,

C =
(
A
C

)i−1 · λ
(1+B)k

, D =
(
T
D

)i−1 · λ
(1+V )k

,

Y =
(
B
Y

)i−1 · λ
(1+Q)k

, U =
(
V
U

)i−1 · λ
(1+T )k

,

V =
(
V
U

)i · λ
(1+T )k

, T =
(
T
D

)i · λ
(1+V )k

.

Из первого уравнения системы (18) найдем C, из второго−Y , из седьмого−U ,
из восьмого−D и, подставив их в восьмое, седьмое, второе и первое уравнения
системы уравнений (17), соответственно, получим:

(19)



Q = (1+V )k

((1+V )k/i+λ1/iT 1−1/i)
i · λ

(1+B)k−i ,

B = (1+T )k

((1+T )k/i+λ1/iV 1−1/i)
i · λ

(1+Q)k−i ,

V = (1+Q)k

((1+Q)k/i+λ1/iB1−1/i)
i · λ

(1+T )k−i ,

T = (1+B)k

((1+B)k/i+λ1/iQ1−1/i)
i · λ

(1+V )k−i .

Рассмотрим отображение W : R4 → R4, определенное следующим образом:

(20)



Q′ = (1+V )k

((1+V )k/i+λ1/iT 1−1/i)
i · λ

(1+B)k−i ,

B′ = (1+T )k

((1+T )k/i+λ1/iV 1−1/i)
i · λ

(1+Q)k−i ,

V ′ = (1+Q)k

((1+Q)k/i+λ1/iB1−1/i)
i · λ

(1+T )k−i ,

T ′ = (1+B)k

((1+B)k/i+λ1/iA1−1/i)
i · λ

(1+V )k−i .

Заметим, что (19) есть уравнение z = W (z). Чтобы решить систему уравне-
ний (19), необходимо найти неподвижные точки отображения z

′
= W (z).

Лемма 4. Следующие множества являются инвариантными относительно
отображения W :

I1 =
{

(Q,B, V, T ) ∈ R4 : Q = B = V = T
}
, I2 =

{
(Q,B, V, T ) ∈ R4 : Q = V, B = T

}
,

I3 =
{

(Q,B, V, T ) ∈ R4 : Q = B, V = T
}
, I4 =

{
(Q,B, V, T ) ∈ R4 : Q = T, B = V

}
.

Доказательство. Доказывается аналогично доказательству леммы 2 из [19].
�

Из определений 1 и 2 следует, что в случае I2 (или I3 или I4) слабо периоди-
ческая мера Гиббса не совпадает периодической, если из условий Q = V, B = T
(или Q = B, V = T или Q = T, B = V ) вытекает, что хотя бы одно из равенств
Q = C, B = Y , D = T , U = V не выполняется, т.е. значение zi зависит от x↓.
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Лемма 5. Если на инвариантных множествах I2 и I4 существуют слабо пе-
риодические меры Гиббса, то они являются либо трансляционно-инвариантными,
либо слабо периодическими (не периодическими).

Доказательство. Проверим для I2(остальные доказываются аналогично.) Пусть
Q = V, B = T . Тогда из системы уравнений (17) при B 6= D получим

Q =
1

(1 +D)
i
· λ

(1 +B)
k−i 6= C =

1

(1 +D)
i−1 ·

λ

(1 +B)
k−i+1

,

а то, что B 6= D можно увидеть из второго и четвертого уравнений этой же
системы. �

Заметим, что в случае инвариантного множества I3 мы получим систему
уравнений (20), которая уже изучена в предыдущем пункте и следовательно,
в этом случае получим утверждение Теоремы 1.

Случай I2 и k = 2, i = 1. В этом случае запишем систему уравнений (19):

(21)

Q = (1+Q)2

(1+Q)2+λ
· λ
1+B ,

B = (1+B)2

(1+B)2+λ
· λ
1+Q .

Верно следующее утверждение.

Предложение 2. Система уравнений (21) при λ ≤ 4 имеет только одно
решение, а при λ > 4 имеет ровно три решения.

Доказательство. Введя обозначения x = 1 + Q и y = 1 + B, из (21) после
некоторых преобразований можем получить{

x = f(y)
y = f(x),

где f(x) = λx2

(x2+λ)(x−1) .
Заметим, что уравнение f(x) = x имеет единственное положительное реше-

ние при любых λ > 0, т.к. уравнение

x =
λx2

(x2 + λ)(x− 1)

эквивалентно уравнению ξ(x) = x3 − x2 − λ = 0, которое по известной теореме
Декарта о количестве положительных корней многочлена имеет не более одно-
го положительного корня. С другой стороны, ξ(1) = −λ < 0 и ξ(x)→ +∞ при
x → +∞, т.е. уравнение ξ(x) = 0 имеет по крайней мере одно положительное
решение.

Очевидно, что это решение больше единицы. Кроме того, оно находится
среди решений уравнения f(f(x)) = x. Поэтому рассмотрим уравнение

x− f(f(x))

x− f(x)
= 0,

которое эквивалентно уравнению

h(x) = x6 − (λ+ 2)x5 + (5λ+ 1)x4 − λ(2λ+ 5)x3 + 2λ(2λ+ 1)x2 − 3λ2x+ λ2 = 0.

Перепишем последнее уравнение

h(x) =
(
x2 − λx+ λ

) (
x2 − x−

√
λ2 − λ+ λ

)(
x2 − x+

√
λ2 − λ+ λ

)
= 0.
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Тогда оно имеет корни вида

x1,2 =
λ±
√
λ2 − 4λ

2
, xi =

1±
√

1± 4
√
λ2 − λ− 4λ

2
, (i = 3, 4, 5, 6).

Нетрудно увидеть, что x1,2 > 0 при λ > 4, и xi (i = 3, 4, 5, 6) принимает отрица-
тельные или комплексные значения при λ > 0. Отсюда уравнение h(x) = 0 не
имеет решений при λ < 4, имеет одно решение при λ = 4 и имеет два решения
при λ > 4. Заметим, что при λ = 4 уравнение h(x) = 0 имеет решение x = 2 и
оно при λ = 4 совпадает с единственным решением уравнения f(x) = x. �

Случай I2 и k = 3, i = 1. В этом случае, обозначив x = 1 + Q, y = 1 + B,
аналогично предыдущему случаю из системы уравнений (19) получим

(22)

y
2 = λx3

(x3+λ)(x−1)

x2 = λy3

(y3+λ)(y−1)

Справедливо следующее утверждение.

Предложение 3. Система уравнений (22) при λ ≤ 27
16 имеет только одно

решение и при λ > 27
16 имеет ровно три решения.

Доказательство. В системе уравнений (22) найдем из первого уравнения y и
подставим во второе уравнение. Тогда после некоторых преобразований полу-
чим уравнение

(23) λx6− ((x3 + λ)(x− 1))2 = x
√
λx(x3 + λ)(x− 1)(λx+ x3− (x3 + λ)(x− 1)).

Здесь необходимо, чтобы выражения в левой и правой частях уравнения (23)

(24) λx6 − ((x3 + λ)(x− 1))2,

(25) λx+ x3 − (x3 + λ)(x− 1)

имели одинаковые знаки.
Легко проверить, что выражение (24) при λ́1(x) < λ < λ́2(x) будет положи-

тельным, при λ < λ́1(x) и λ > λ́2(x) отрицательным, где λ́1(x) и λ́2(x) есть
корни квадратного трехчлена (24) относительно переменной λ:

λ́1(x) =
x3(x3 − 2(x− 1)2)− x3

√
x6 − 4x3(x− 1)2

2(x− 1)2
,

λ́2(x) =
x3(x3 − 2(x− 1)2) + x3

√
x6 − 4x3(x− 1)2

2(x− 1)2
.

Далее, перепишем выражение (25)

λx+ x3 − (x3 + λ)(x− 1) = λ+ 2x3 − x4.

Отсюда, если λ > λ̆(x) = x4 − 2x3, то (25) будет положительным, в противном
случае отрицательным. Значит, одновременно должны выполняться условия:

(26) λ́1(x) < λ < λ́2(x), λ > λ̆(x)

или

(27) λ < λ́1(x), λ > λ́2(x), λ < λ̆(x).
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Теперь, обе стороны уравнения (23) возведем в квадрат. Тогда получим урав-
нение

(28)
f(λ, x) = x16 − (λ+ 4)x15 + 3(λ+ 2)x14 − 4x13 + (1− 14λ)x12 + 3λ(λ+ 8)x11−
− 16λx10 − 4λ(5λ− 1)x9 + 36λ2x8 + λ2(λ− 24)x7 + λ2(6− 13λ)x6 + 24λ3x5−

− 16λ3x4 + λ3(4− 3λ)x3 + 6λ4x2 − 4λ4x+ λ4 = 0.

Заметим, что если y = x, то решения системы уравнений (22) соответствуют
решениям из инвариантного множества I1, а на I1 известно, что решение си-
стемы уравнений (19), и значит, решение системы уравнений (22) единственно.
Кроме того, это решение находится среди решений (28).

При y = x из (22) получим

λ1(x) = λ = −x3 + x4.

Рассмотрим уравнение (28) относительно переменной λ и разделим его на мно-
гочлен λ+ x3 − x4. В результате будем иметь уравнение вида

g(λ, x) = (−3x3 + 6x2 − 4x+ 1)λ3 + (−2x7 − 4x6 + 14x5 − 11x4 + 3x3)λ2+

+(x11 − 2x10 − 2x9 + 11x8 − 10x7 + 3x6)λ− x12 + 3x11 − 3x10 + x9 = 0.

Решив уравнение g(λ, x) = 0 с помощью формулы Кардано, получим следую-
щие решения:

λ2(x) =
x3(x− 1)3

3x2 − 3x+ 1
,

λ3(x) =
x3(2− x− x2 + x

√
x2 + 2x− 3)

2x− 2
,

λ4(x) =
x3(2− x− x2 − x

√
x2 + 2x− 3)

2x− 2

Ясно, что λ4(x) < 0, т.к. x > 1.
Рассмотрим λ = λ2(x). Заметим, что λ2(x) при x > 1 должно одновременно

удовлетворяет условиям (26) или (27).
Проверив условия (26), получим, что условие λ́1(x) < λ2(x) < λ́2(x) эквива-

лентно неравенству 2x3−6x2 +4x−1 > 0, а условие λ2(x) > λ̆(x) эквивалентно
неравенству 2x3−6x2+4x−1 < 0. Значит, λ2(x) одновременно не удовлетворяет
условиям (26). Заметим, что условия (27) также одновременно не выполняют-
ся, т.к. λ2(x) < λ́2(x) при любых значениях x > 1. Значит, если λ = λ2(x), то не
существует ни одного значения x, которое соответствовало бы значению λ2(x).

Пусть λ = λ3(x). Легко проверить, что условия (26) выполняются одновре-
менно при всех значениях x, которые удовлетворяют неравенству 2x3 − 6x2 +
4x − 1 < 0, а также условия (27) выполняются одновременно при всех значе-
ниях x, которые удовлетворяют неравенству 2x3 − 6x2 + 4x − 1 > 0. Иными
словами, λ3(x) одновременно удовлетворяет условиям (26) или (27).

Найдем критические точки функции λ3(x):

λ′3(x) =
x2(2x− 3)

[
(−x2 − x+ 2 + xt(x))t(x)r(x) + 8x(x− 1)

]
(2x− 2)2t(x)

= 0.
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Здесь t(x) =
√
x2 + 2x− 3 и r(x) =

√
2x2 + 3x− 3 +

√
(2x+ 1)t(x). Легко пока-

зать, что
(−x2 − x+ 2 + xt(x))t(x)r(x) + 8x(x− 1) > 0.

Значит, функция λ3(x) имеет критические точки: x = 0 и x = 3/2. Отсюда,
при 1 < x < 3/2 функция λ3(x) убывает, а при x > 3/2 она возрастает, т.е.
x = 3/2 есть точка минимума функции λ3(x) (см. Рис.2). Значит, минимальное
значение этой функции есть:

λ3(3/2) ≡ λcr = 27/16.

Рис. 2. График функции λ3(x).

Рассмотрим вторую производную функции λ3(x):

λ′′3(x) =
s(x)

(x− 1)2(x+ 3)
√

(x− 1)(x+ 3)
.

Здесь

s(x) = 6x5+15x4−12x3−54x2+18x+27−(4x4+7x3−21x2−21x−9)
√

(x− 1)(x+ 3).

Покажем, что λ′′3(x) > 0. Для этого достаточно показать справедливость сле-
дующего неравенства:

6x5 +15x4−12x3−54x2 +18x+27 > (4x4 +7x3−21x2−21x−9)
√

(x− 1)(x+ 3).

Для этого увеличим правую часть этого неравенства следующим образом:

(4x4 + 7x3−21x2−21x−9)
√

(x− 1)(x+ 3) < (4x4 + 7x3−21x2−21x−9)(x+ 3).

В результате получим неравенство

2(x+ 1)(x(x− 1)3 − 6x2 + 19x+ 27) > 0.

Легко показать, что x(x− 1)3− 6x2 + 19x+ 27 > 0 при x > 1. Значит, λ′′3(x) > 0
Из всего сказанного следует, что каждому значению λ = λ3(x) соответству-

ют ровно два значения x1, x2 при λ > (λ3(x))min = λcr, одно значение x0 при
λ = λcr и ни одного значения при 0 < λ < λcr.

С другой стороны, если в (22) из второго уравнения найдем y и подставим
в первое уравнение, то относительно y получим точно такое же уравнение как
уравнение (23). Подобно уравнению (23), анализируя это уравнение, можно
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получить, что оно будет иметь решение y0 при λ ≤ λcr и решения вида y0, y1, y2
при λ > λcr. Легко заметить, что x0 = y0, x1 = y1, x2 = y2 и λ1(3/2) = λcr.

Итак, система уравнений (22) имеет единственное решение (x0, x0) при 0 <
λ ≤ λcr, а при λ > λcr имеет ровно три решения (x0, x0), (x2, y1), (y1, x2). �

Заметим, что аналогично случаю нормального делителя индекса два по [11,
Теорема 3.5.] существуют меры Гиббса, соответствующие найденным решени-
ям, т.к. эти решения удовлетворяют условию нормализуемости.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Пусть k ≥ 2 и ряд
∑
j∈Z0

λj, полученный из последовательности
параметров {λj}j∈Z0

, сходится. Тогда для НС модели со счетным числом со-
стояний (соответствующей графу из рис. 1) в случае нормального делителя
индекса четыре верны следующие утверждения:

1. При k ≥ 1, i ≤ k на инвариантных множествах I1 и I3 слабо периодиче-
ская мера Гиббса единственна. Более того, эта мера совпадает с единствен-
ной трансляционно-инвариантной мерой Гиббса.

2. Пусть k = 2, i = 1, λcr = 4. Тогда на I2 при λ ≤ λcr существует ров-
но одна слабо периодическая мера Гиббса, которая является трансляционно-
инвариантной и при λ > λcr существуют ровно три слабо периодические
меры Гибсса, одна из которых является трансляционно-инвариантной, а две
другие слабо периодическими (не периодическими).

3. Пусть k = 3, i = 1, λcr = 27
16 . Тогда на I2 при λ ≤ λcr существует ров-

но одна слабо периодическая мера Гиббса, которая является трансляционно-
инвариантной и при λ > λcr существуют ровно три слабо периодические
меры Гибсса, одна из которых является трансляционно-инвариантной, а две
другие слабо периодическими (не периодическими).

Доказательство. Следует из предложений 2,3 и Леммы 5. �

Заметим, что если ряд
∑
j∈Z0

λj расходится, то HA-слабо периодическая ме-
ра Гиббса не существует.

Случай I4. В этом случае полезна следующая лемма.

Лемма 6. (Кестен) [22] Пусть f : [0, 1] → [0, 1]− непрерывная функция с
неподвижной точкой ξ ∈ (0, 1). Допустим, что f дифференцируема в точке
ξ и f

′
(ξ) < −1. Тогда существуют точки x1, x2, 0 ≤ x1 < ξ < x2 ≤ 1 такие,

что f(x1) = x2 и f(x2) = x1.

Пусть

s± := s±(k) =
k − 3±

√
k2 − 6k + 1

4
,

λ± := λ±(k) = (s± + 1)ks±.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. При k ≥ 6, i = 1 и λ ∈ (λ−(k), λ+(k)) для НС модели со счетным
числом состояний (соответствующей графу из рис. 1) в случае нормального
делителя индекса четыре существуют не менее трех слабо периодических
мер Гиббса, соответствующих совокупности величин из I4. При этом одна из
них является трансляционно-инвариантной, а другие слабо периодическими
(не периодическими) мерами Гиббса.
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Доказательство. При k ≥ 6 и i = 1 на I4 система уравнений (19) имеет вид
(x = λQ и y = λV ):

(29)

{
x = γ(y)

y = γ(x),

где

γ(x) =
1 + λx

(1 + λx)k + λ
.

Ясно, что 0 < x < 1 и 0 < y < 1. Отсюда 0 < γ(x) < 1, т.е. γ : [0, 1] → [0, 1].
Кроме того, γ(x)−непрерывная, дифференцируемая функция на отрезке [0, 1].
Известно, что уравнение γ(x) = x имеет единственную неподвижную точку
x = ξ. Тогда

ξ =
1 + λξ

(1 + λξ)k + λ
.

Отсюда после некоторых преобразований получим

(30) ξ =
1

(1 + λξ)k
.

Рассмотрим производную γ′(ξ):

γ′(ξ) =
λ(1 + λξ)k + λ2 − kλ(1 + λξ)k

((1 + λξ)k + λ)2
.

Используя (30), получим

γ′(ξ) =
λξ(1− k) + λ2ξ2

(1 + λξ)2
.

Тогда неравенство γ′(ξ) < −1 имеет вид

λξ(1− k) + λ2ξ2 + (1 + λξ)2 < 0.

Анализируя это неравенство можно увидеть, что оно имеет решение ξ1 < ξ <
ξ2, если условия теоремы выполнены, где

(31) ξ1 =
k − 3−

√
k2 − 6k + 1

4λ
, ξ2 =

k − 3 +
√
k2 − 6k + 1

4λ
.

Тогда ξ ∈
(
s−

λ ,
s+

λ

)
. Из (30) получим

(32) λ = κ(ξ) :=
1

ξ

(
k

√
1

ξ
− 1

)
.

При 0 < ξ < 1 имеем

κ′(ξ) = − k + 1

k k
√
ξ2k+1

+
1

ξ2
< 0,

т.е. функция κ(ξ) убывает. Кроме того, κ(1) = 0, κ(ξ)→∞ при ξ → 0 и κ′(ξ) = 0

при ξ =
(
1 + 1

k

)k
> 1. Отсюда при ξ ∈

(
s−

λ ,
s+

λ

)
, в силу (31) и (32), имеем

λ ∈ (κ(ξ2), κ(ξ1)) = (λ−(k), λ+(k)).

Следовательно, по лемме Кестена получим, что система уравнений (29) при
λ−(k) < λ < λ+(k) имеет три решения (ξ, ξ), (x1, y1) и (y1, x1). Известно,
что решение (ξ, ξ) соответствует трансляционно-инвариантной мере Гиббса для
НС-модели. Кроме того, такая мера единственна. Значит, решения (x1, y1) и
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(y1, x1) соответствуют слабо периодическим (не периодическим) мерам Гиббса
для рассматриваемой модели. �
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