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Abstract. This work is devoted to the study of an ill-posed boundary
value problem for an inhomogeneous high-order mixed-type equation. An
a priori estimate of the solution is obtained depending on the initial data.
The uniqueness and conditional stability of the solution are proved.

Keywords: mixed-type equation, ill-posed problem, a priori estimate,
uniqueness, stability, set of correctness.

1. Введение. Постановка задачи

Работа посвящена исследованию начально-краевой задачи для неоднород-
ного уравнения смешанного типа высокого порядка.

ПустьQT = {(x, y, t) : (x, y) ∈ Ω, 0 < t < T}, Ω = {(x, y) : |x| < π, 0 < y < π},
Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω.

Задача. Найти решение u(x, y, t) уравнения

(1) ∂nt u+ sgn(x) ∂2
xu+ ∂2m

y u = f(x, y, t)

в области QT ∩ {x 6= 0} и удовлетворяющее следующим условиям:
начальным

(2) ∂pt u|t=0 = ϕp(x, y), p = 0, 1, ..., n− 1., (x, y) ∈ Ω̄,

граничным

(3)
u|x=−π = u|x=π = 0, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ t ≤ T,

∂2q
y u
∣∣
y=0

= ∂2q
y u
∣∣
y=π

= 0, q = 0, 1, ..., (m− 1), −π ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T,
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и условиям склеивания

(4) u|x=−0 = u|x=+0, ux|x=−0 = ux|x=+0, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ t ≤ T,
где n = 2s, s,m ∈ N , ϕp(x, y)- достаточные гладкие функции и удовлетворяют
условиям согласования, p = 0, 1, ..., n− 1., f(x, y, t) - функция источника.

Уравнение (1) относиться к классу уравнений смешанного типа и исследуе-
мая задача некорректна в смысле Ж.Адамара.

В данной работе доказывается условная корректность задачи (1)-(4) на мно-
жестве корректности.

Исследование условной кооректности краевых задач началось с работ [1-2].
В работах [3-5, 7] исследуется некорректные краевые задачи для уравнений
высокого порядка смешанного и составного типа. Заметим, что некорретные
задачи для абстрактных дифференциальных уравнений исследовались в рабо-
тах S. Agmon, L.Nirenberg, F. John, R.J. Knops, L.E. Payne, A.P. Calderon, С.Г.
Крейн, H.A.Levine, К.С.Фаязов.

Так как задача (1)-(4) относиться к классу некорректно поставленных за-
дач математической физики возникает необходимость нахождения априорных
оценок для решения уравнения (1), блогодаря которым нам удается доказать
теоремы о единственности и условной устойчивости решения искомой задачи
на множестве корректности.

2. Вспомогательные факты

Для решения задачи (1)-(4) нам понадобиться результаты следующей спек-
тральной задачи.

Спектральная задача. Найти такие значения λ при которых задача

(5)

sgnx ∂2
xω + ∂2m

y ω + λω = 0, (x, y) ∈ Ω ∩ {x 6= 0} ,
ω(−π, y) = ω(π, y) = 0, y ∈ [0; π],

∂2q
y ω
∣∣
y=0

= ∂2q
y ω
∣∣
y=π

= 0, q = 0, 1, ..., (m− 1), x ∈ [−π; π],

ω(−0, y) = ω(+0, y), ωx(−0, y) = ωx(+0, y), y ∈ [0; π]

имеет нетривиальное решение.
Используя результаты работы [9, 10] можно доказать, что задача (5) име-

ет λ̄k,j = µ+
k + (−1)

m+1
j2m, λ̃k,j = µ−k + (−1)

m+1
j2m,

{
λ̄k,j

}∞
k,j=1

,
{
λ̃k,j

}∞
k,j=1

собственные значения и соответствующие им собственные функции {ω̄k,j}∞k,j=1,
{ω̃k,j}∞k,j=1, где µ+

k , −µ−k образуют неубывающие последовательности и явля-

ются решениями трансцендентного уравнения tg
√
±µ±k π + th

√
±µ±k π = 0.

Решения уравнения tg
√
±µ±k π + th

√
±µ±k π = 0 можно легко найти с по-

мощью метода Ньютона. При ε = 10−10 с погрешностью вычислим µ+
1 ≈

0, 56672194089, µ+
2 ≈ 3, 06251868904, µ+

3 ≈ 7, 56250005484, µ+
4 ≈ 14, 06250000014,

µ+
k ≈

(
k − 1

4

)2, k > 4, µ−k = −µ+
k , k ∈ N . Отметим, что µ+

k =
(
k − 1

4

)2
+

O
(
e−(k+ 1

2 )π
)
. Отсюда, для любой k, j ∈ N , оценим∣∣λ̄k,j∣∣ =

∣∣∣µ+
k + (−1)

m+1
j2m

∣∣∣ ≥ ∣∣µ+
k − j2m

∣∣ =
∣∣∣(k − 1

4

)2 − j2m +O
(
e−2(k+ 1

2 )π
)∣∣∣ ≥∣∣∣(k − 1

4

)2 − j2m
∣∣∣− ∣∣∣O (e−(k+ 1

2 )π
)∣∣∣ =∣∣k − 1

4 − j
m
∣∣ (k − 1

4 + jm
)
−
∣∣∣O (e−(k+ 1

2 )π
)∣∣∣ ≥ 1

4

(
2k − 1

4

)
−
∣∣∣O (e−(k+ 1

2 )π
)∣∣∣ > 2

5 .
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Аналогичном образом,
∣∣∣λ̃k,j∣∣∣ > 2

5 .

Обозначим (u, v) =
∫
Ω

u v dΩ скалярное произведение и ‖u‖ =
√

(u, u) в L2(Ω).

Отметим, что из (5) следует, что ω̄k,j , ω̃k,j ∈
◦
W

2,2m
2 (Ω), и их можно представить

в виде:
ω̄k,j(x, y) = X+

k (x) · Yj(y),
ω̃k,j(x, y) = X−k (x) · Yj(y),

и они обладают свойством

(ω̄k,j , ω̄p,q) =

{
1, k = p ∧ j = q,
0, k 6= p ∨ j 6= q,

(ω̃k,j , ω̃p,q) =

{
−1, k = p ∧ j = q,
0, k 6= p ∨ j 6= q,

(ω̄k,j , ω̃p,q) = 0, k, j, p, q ∈ N,
где

X+
k (x) =


sin
√
µ+
k (x−π)

√
π cos
√
µ+
k π

, 0 < x 6 π,

sh
√
µ+
k (x+π)

√
πch
√
µ+
k π

, − π 6 x < 0,
X−k (x) =


sh
√
−µ−

k (x−π)
√
πch
√
−µ−

k π
, 0 < x 6 π,

sin
√
−µ−

k (x+π)
√
π cos
√
−µ−

k π
, − π 6 x < 0,

Yj(y) =
√

2
π sin jy.

Лемма 1. (см. [10]) Любая функция ϕ(x, y) ∈
◦
W

1,2m−1
2 (Ω) представима в

виде ряда

ϕ(x, y) =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgnxϕ, ω̄k,j)ω̄k,j +

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgnxϕ, ω̃k,j)ω̃k,j

сходящегося в норме
◦
W

1,2m−1
2 (Ω).

Обозначим черезH0(Ω) замыкание линейны оболочек систем функций {ω̄k,j} , {ω̃k,j}
по нормам L2(Ω).

Теорема 1. (см. [10]) Собственные функции задачи (5) образует базис Рисса
в L2(Ω) и любая функция

ϕ(x, y) =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgnxϕ, ω̄k,j)ω̄k,j +

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgnxϕ, ω̃k,j)ω̃k,j

(определение и свойства базисов Рисса см.[6]).

Согласно [9, 10], имеем

(6) ‖u(x, y, t)‖20 =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgn(x)u, ω̄k,j)
2

+

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgn(x )u, ω̃k,j)
2
.

Под обобщенным решением краевой задачи (1) - (4) назовем функцию u(x, y, t),
принадлежащую W 1,2m−1,n

2 (QT ) и удовлетворяющую тождеству

(7)

∫
QT

(
sgnxu ∂nt V − uxVx − sgnx ∂2m−1

y u ∂yV
)
dQT =

n∑
p=1

(−1)
p+1 ∫

Ω

sgnx∂p−1
t V

∣∣∣
t=0

∂n−pt u
∣∣
t=0

dΩ−
∫
QT

sgnx f V dQT



НЕКОРРЕКТНАЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 147

для любой функции V (x, y, t) ∈W 2,2m,n
2 (QT ), удовлетворяющей условиям ∂pt V |t=T =

0, p = 0, 1, ..., n − 1, ∂2q
y V

∣∣
y=0

= ∂2q
y V

∣∣
y=π

= 0, q = 0, 1, ..., (m − 1), V |x=−π =

V |x=π = 0.
Пусть решение задачи (1) - (4) существует и тогда он имеет вид

u(x, y, t) =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

ūk,j(t)ω̄k,j(x, y) +

∞∑
k=1

∞∑
j=1

ũk,j(t)ω̃k,j(x, y)

где ūk,j(t) =
∫
Ω

sgnxu(x, y, t)ω̄k,j(x, y)dΩ, ũk,j(t) = −
∫
Ω

sgnxu(x, y, t)ω̃k,j(x, y)dΩ.

Используя выражения V = ϑk,j(t)ω̄k,j(x, y), V = ϑk,j(t)ω̃k,j(x, y) из равен-
ство (7), условия ∂pt ϑk,j(T ) = 0, p = 0, 1, ..., n− 1., ϑk,j(t) ∈ Wn

2 (0, T ) и обозна-
чения ϕ̄pk,j

=
∫
Ω

sgnxϕp(x, y)ω̄k,j(x, y)dΩ, ϕ̃pk,j
= −

∫
Ω

sgnxϕp(x, y)ω̃k,j(x, y)dΩ,

f̄
k,j

(t) =
∫
Ω

sgnx f(x, y, t)ω̄k,j(x, y)dΩ, f̃
k,j

(t) = −
∫
Ω

sgnx f(x, y, t)ω̃k,j(x, y)dΩ, p =

0, 1, ..., n − 1., заметим, что функции ūk,j(t), ũk,j(t) при каждом k ∈ N, j ∈ N
являются решением следующих задач, соответственно

(8)
{

dn

dtn {ūk,j} − λ̄k,j ūk,j = f̄k,j ,
dp

dtp {ūk,j}
∣∣
t=0

= ϕ̄pk,j
, p = 0, 1, ..., n− 1.,

и

(9)
{

dn

dtn {ũk,j} − λ̃k,j ũk,j = f̃k,j ,
dp

dtp {ũk,j}
∣∣
t=0

= ϕ̃pk,j
, p = 0, 1, ..., n− 1.

3. Априорная оценка

Лемма 2. Для решения уравнения

dnv(t)

dtn
− bn

2 v(t) = g(t), n = 2s, s ∈ N

при b > 0, b - некоторая константа, 0 < t < T , справедлива оценка

(10) |v(t)|2 ≤ 2n

(
n

n−1∑
k=0

b−k
∣∣∣∣ dkdtk v(0)

∣∣∣∣2 + α2

)1− t
T

×

(
n

n−1∑
k=0

b−k
∣∣∣∣ dkdtk v(T )

∣∣∣∣2 + α2

) t
T

+ nα2.

где α = b
1−n
2

T∫
0

|g(t)|dt.

Доказательство. Доказательство данного неравенство приведем последова-
тельно, начиная с уравнения первого порядка.

1. Пусть υ(t) решение уравнения υt − aυ = h(t), где a- некоторая константа.
Тогда легко заметить, что для функции υ(t) справедлива оценка

(11) |υ(t)| ≤ (|υ(0)|+ α1)
1− t

T (|υ(T )|+ α1)
t
T + α1,

где α1 =
T∫
0

|h(t)|dt.
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2. При s = 1 рассмотрим дифференциальное уравнение vtt − bv = g(t). Вве-
дем обозначения 1√

b
dv
dt = w, ρ = v + w, σ = v − w. Тогда после некоторых

преобразований имеем

ρt −
√
bρ = b−1/2g(t)

ρ(0) = v(0) + b−1/2vt(0)

и
σt +

√
bσ = −b−1/2g(t)

σ(0) = v(0)− b−1/2vt(0)
.

Применяя неравенство (11) получим, что для функции v(t) верно неравенство

(12)
|v(t)|2 ≤

(∣∣∣v(0) + b−
1
2 vt(0)

∣∣∣+ α
)2 T−t

T
(∣∣∣v(T ) + b−

1
2 vt(T )

∣∣∣+ α
)2 t

T

+ α2+(∣∣∣v(0)− b− 1
2 vt(0)

∣∣∣+ α
)2 T−t

T
(∣∣∣v(T )− b− 1

2 vt(T )
∣∣∣+ α

)2 t
T

+ α2.

Используя неравенство a2 + b2 ≥ 2ab, для решения уравнения vtt − bv = g(t)
получаем

(13) |v(t)|2 ≤ 4
(

2
(
|v(0)|2 + |b|−1|vt(0)|2

)
+ α2

)T−t
T ×(

2
(
|v(T )|2 + |b|−1|vt(T )|2

)
+ α2

) t
T

+ 2α2

где α = |b|−1/2
T∫
0

|g(t)|dt.

3. Теперь рассмотрим уравнение d4v
dt4 − b

2v = g(t), когда s = 2. Введем обо-
значения 1

b
d2v
dt2 = w, ρ = v + w, σ = v − w, тогда имеем

(14) ρtt − bρ = b−1g(t)
ρ(0) = v(0) + b−1vtt(0), ρt(0) = vt(0) + b−1vttt(0),

и

(15) σtt + bσ = −b−1g(t)
σ(0) = v(0)− b−1vtt(0), σt(0) = vt(0)− b−1vttt(0).

Очевидно, что для решения задачи (14) согласно (13) верна оценка

|ρ(t)|2 ≤ 4
(

2
(
|ρ(0)|2 + |b|−1|ρt(0)|2

)
+ α2

)T−t
T ×(

2
(
|ρ(T )|2 + |b|−1|ρt(T )|2

)
+ α2

) t
T

+ 2α2.

где α = |b|−3/2
T∫
0

|g(t)|dt.

Уравнение (15) перепишем в виде σtt − i2bσ = −b−1g(t). Тогда из (12)

|σ(t)|2 ≤ 2

(∣∣∣σ(0) + ib−
1
2σt(0)

∣∣∣2 + α2

)(1− t
T )(∣∣∣σ(T ) + ib−

1
2σt(T )

∣∣∣2 + α2

) t
T

+α2+

2

(∣∣∣σ(0)− ib− 1
2σt(0)

∣∣∣2 + α2

)(1− t
T )(∣∣∣σ(T )− ib− 1

2σt(T )
∣∣∣2 + α2

) t
T

+ α2
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откуда

|σ(t)|2 ≤ 4
(

2
(
|σ(0)|2 + b−1|σt(0)|2

)
+ α2

)1− t
T ×(

2
(
|σ(T )|2 + b−1|σt(T )|2

)
+ α2

) t
T

+ 2α2.

Замечая, что |v(t)|2 ≤ 1
2

(
|ρ(t)|2 + |σ(t)|2

)
и учитывая начальные условия

задачи (14), (15) можно получить следующую оценку для решения уравнения
четвертого порядка

|v(t)|2 ≤ 8

(
4

3∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk v(0)

∣∣∣∣2 + α2

)1− t
T

×

(
4

3∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk v(T )

∣∣∣∣2 + α2

) t
T

+ 4α2.

4. Пусть s = r, r ∈ N , и рассмотрим уравнение d2
r
v

dt2r
− b2r−1

v = g(t). Предпо-
лагаем, что следующая оценка верна

(16) |v(t)|2 ≤ 2 · 2r
(

2r
2r−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣dkv(0)

dtk

∣∣∣∣2 + α2

)1− t
T

×

(
2r

2r−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣dkv(T )

dtk

∣∣∣∣2 + α2

) t
T

+ 2rα2,

где α = |b|
1−2r

2

T∫
0

|g(t)|dt.

5. Теперь s = r + 1 и рассмотрим уравнение d2
r+1

v

dt2r+1 − b2
r

v = g(t). На основе
метода математической индукции докажем, что справедлива оценка

(17) |v(t)|2 ≤ 2 · 2r+1

2r+1
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣dkv(0)

dtk

∣∣∣∣2 + α2

1− t
T

×

2r+1
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣dkv(T )

dtk

∣∣∣∣2 + α2

 t
T

+ 2r+1α2,

где α = |b|
1−2r+1

2

T∫
0

|g(t)|dt.

Введем обозначения 1

b2r−1
d2

r
v

dt2r
= w, ρ = v + w, σ = v − w, тогда имеем

(18)
d2

r
ρ

dt2r
− b2r−1

ρ = b−2r−1

g(t),
dkρ
dtk

∣∣∣
t=0

= dkv
dtk

∣∣∣
t=0

+ b−2r−1 d2
r+kv

dt2r+k

∣∣∣
t=0

, k = 0, 1, ..., 2r − 1.
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и

(19)
d2

r
σ

dt2r
+ b2

r−1

σ = −b−2r−1

g(t),
dkσ
dtk

∣∣∣
t=0

= dkv
dtk

∣∣∣
t=0
− b−2r−1 d2

r+kv
dt2r+k

∣∣∣
t=0

, k = 0, 1, ..., 2r − 1.

Применяя (16) для (18) имеем оценку

|ρ(t)|2 ≤ 2 · 2r
(

2r
2r−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk ρ(0) + b−2r−1 d2r+k

dt2r+k
ρ(0)

∣∣∣∣2 + α2

)1− t
T

×

(
2r

2r−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk ρ(T ) + b−2r−1 d2r+k

dt2r+k
ρ(T )

∣∣∣∣2 + α2

) t
T

+ 2rα2 ≤

2r+1

2r
2r−1∑
k=0

|b|−k
(
dk

dtk
ρ(0)

)2

+ |b|−2r−k
(
d2r+k

dt2r+k
ρ(0)

)2

+ α2

1− t
T

×

2r
2r−1∑
k=0

|b|−k
(
dk

dtk
ρ(T )

)2

+ |b|−2r−k
(
d2r+k

dt2r+k
ρ(T )

)2

+ α2


t
T

+ 2rα2 ≤

2r+1

2r
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk ρ(0)

∣∣∣∣2 + α2

1− t
T
2r

2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk ρ(T )

∣∣∣∣2 + α2

 t
T

+2rα2,

где α = |b|
1−2r

2

T∫
0

∣∣∣b−2r−1

g(t)
∣∣∣dt = |b|

1−2r+1

2

T∫
0

|g(t)|dt.

Аналогичным образом для функции σ(t) имеем оценку

|σ(t)|2 ≤ 2r+1

2r
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk σ(0)

∣∣∣∣2 + α2

1− t
T

×

2r
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk σ(T )

∣∣∣∣2 + α2

 t
T

+ 2rα2.

Замечая, что |v(t)|2 ≤ 1
2

(
|ρ(t)|2 + |σ(t)|2

)
и можно получить следующую оцен-

ку для решения уравнения 2r+1 порядка

|v(t)|2 ≤ 2 · 2r+1

2r+1
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk v(0)

∣∣∣∣2 + α2

1− t
T

2r+1
2r+1−1∑
k=0

|b|−k
∣∣∣∣ dkdtk v(T )

∣∣∣∣2 + α2

 t
T

+ 2r+1α2.

Значить ∀n = 2s, s ∈ N, s ≥ 1 верна оценка (10). �
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Применяя лемму 2 для решения задач (8), (9) имеем соответствующие оцен-
ки

(20) |ūk,j(t)|2 ≤ 2n

(
n

n−1∑
r=0

∣∣λ̄k,j∣∣− 2r
n

∣∣∣∣ dkdtk ūk,j(0)

∣∣∣∣2 + ᾱ2
k,j

)1− t
T

×

(
n

n−1∑
r=0

∣∣λ̄k,j∣∣− 2r
n

∣∣∣∣ dkdtk ūk,j(T )

∣∣∣∣2 + ᾱ2
k,j

) t
T

+ nᾱ2
k,j ,

(21) |ũk,j(t)|2 ≤ 2n

(
n

n−1∑
r=0

∣∣∣λ̃k,j∣∣∣− 2r
n

∣∣∣∣ dkdtk ũk,j(0)

∣∣∣∣2 + α̃2
k,j

)1− t
T

×

(
n

n−1∑
r=0

∣∣∣λ̃k,j∣∣∣− 2r
n

∣∣∣∣ dkdtk ũk,j(T )

∣∣∣∣2 + α̃2
k,j

) t
T

+ nα̃2
k,j .

На основе (6) имеем

‖u(x, y, t)‖20 =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(
|ūk,j(t)|2 + |ũk,j(t)|2

)
.

Заметим, что для любых k, j справедливы оценки

(
n

√∣∣λ̄k,j∣∣2)−p < C1,
n

√∣∣∣λ̃k,j∣∣∣2−p < C1, p = 1, ..., n− 1.,

где C1 = 25
4 .

Суммируя неравенства (20) и (21) по k, j и используя неравенство Гельдера,
получим

‖u‖20 ≤ 4n

nC1

∞∑
k=1

∞∑
j=1

n−1∑
p=0

(∣∣ϕ̄pk,j

∣∣2 +
∣∣ϕ̃pk,j

∣∣2)+

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(
ᾱ2
k,j + α̃2

k,j

)1− t
T

×

nC1

∞∑
k=1

∞∑
j=1

n−1∑
p=0

(∣∣∣∣ dpdtp ūk,j(T )

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ dpdtp ũk,j(T )

∣∣∣∣2
)

+

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(
ᾱ2
k,j + α̃2

k,j

) t
T

+

n

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(
ᾱ2
k,j + α̃2

k,j

)
,
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где ᾱk,j =
∣∣λ̄k,j∣∣ 1−n

n

T∫
0

∣∣f̄k,j(t)∣∣dt, α̃k,j =
∣∣∣λ̃k,j∣∣∣ 1−n

n
T∫
0

∣∣∣f̃k,j(t)∣∣∣dt. Заметим, что

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(
ᾱ2
k,j + α̃2

k,j

)
≤

T

T∫
0

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(∣∣λ̄k,j∣∣ 2(1−n)
n
∣∣f̄k,j(t)∣∣2 +

∣∣∣λ̃k,j∣∣∣ 2(1−n)
n
∣∣∣f̃k,j(t)∣∣∣2) dt ≤
C2T

T∫
0

‖f(x, y, t)‖20 dt,

где C2 =
(

25
4

)n−1
n . Тогда

(22) ‖u(x, y, t)‖20 ≤ 4n

C1n

n−1∑
k=0

‖ϕp‖2 + C2T

T∫
0

‖f‖20 dt

1− t
T

×

C1n

n−1∑
p=0

∥∥∥∥ dpdtpu(x, y, T )

∥∥∥∥2

+ C2T

T∫
0

‖f‖20 dt


t
T

+ C2nT

T∫
0

‖f‖20 dt.

4. Теоремы о единственности и условной устойчивости

Пусть M =

{
u :

n−1∑
p=0

∥∥∥ dpu(x,y,t)
dtp

∣∣∣
t=T

∥∥∥2

≤ θ2

}
.

Теорема 2. Пусть решение задачи (1) - (4) существует и u(x, y, t) ∈ M .
Тогда решение задачи (1) - (4) единственно.

Доказательство. Пусть u1, u2 являются решениями задачи (1) - (4) с одинако-
выми данными соответственно. Тогда u = u1−u2 удовлетворяет задаче (1) - (4)
с однородными начальными данными (2) и условиями (3), (4). Из (22) следует
‖u(x, y, t)‖0 ≤ 0⇒ u(x, y, t) = 0 или u1(x, y, t) ≡ u2(x, y, t) для ∀(x, y, t) ∈ Ω. �

Введем обозначения: через u(x, y, t) обозначим решение задачи (1) - (4) c
точными данными, а через uε(x, y, t) решение задачи (1) - (4) с приближенными
данными.

Теорема 3. Пусть решение задачи (1) - (4) существует и u(x, y, t), uε(x, y, t) ∈
M . Пусть ‖ϕp(x, y)− ϕpε(x, y)‖0 ≤ ε, p = 0, 1, ..., n−1., ‖f(x, y, t)− f(x, y, t)‖0 ≤
ε. Тогда для любого решения задачи (1) - (4) при (x, y, t) ∈ QT имеет место
неравенство

‖u(x, y, t)− uε(x, y, t)‖20 ≤ δ(ε, θ, t),

где δ(ε, θ, t) = 4n
((
C1n

2 + C2T
2
)
ε2
)T−t

T
(
4C1nθ

2 + C2T
2ε2
) t

T + C2nT
2ε2.

Доказательство. Пусть решение задачи (1) - (4) существует. Рассмотрим раз-
ность U(x, y, t) = u(x, y, t) − uε(x, y, t). Заметим, что u(x, y, t), uε(x, y, t) ∈ M .
Функция U(x, y, t) является решением уравнения в области QT ∩ {x 6= 0}

∂nt U + sgn(x)∂2
xU + ∂2m

y U = f(x, y, t)− fε(x, y, t)
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с начальными данными

dp

dtp
U(x, y, 0) = ϕp(x, y)− ϕpε(x, y), p = 0, 1, ..., n− 1., (x, y) ∈ Ω̄,

граничными данными

U |x=−π = U |x=π = 0, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ t ≤ T,
∂2q
y U

∣∣
y=0

= ∂2q
y U

∣∣
y=π

= 0, q = 0, 1, ..., (m− 1), −π ≤ x ≤ π, 0 ≤ t ≤ T,

а также условиями склеивания

U |x=−0 = U |x=+0, Ux|x=−0 = Ux|x=+0, 0 ≤ y ≤ π, 0 ≤ t ≤ T.

Из неравенства (22) следует

‖U‖20 ≤ 4n

C1n

n−1∑
p=0

‖ϕp − ϕpε‖20 + C2T

T∫
0

‖f − fε‖20 dt

1− t
T

×

C1n

n−1∑
p=0

∥∥∥∥ dpU(x, y, t)

dtp

∣∣∣∣
t=T

∥∥∥∥2

0

+ C2T

T∫
0

‖f − fε‖20 dt


t
T

+nC2T

T∫
0

‖f − fε‖20 dt.

Оценим каждый множитель правой части отдельно:

n−1∑
p=0

‖ϕp − ϕpε‖20 = ‖ϕ1 − ϕ1ε‖20 + ‖ϕ2 − ϕ2ε‖20 + ...+

‖ϕn−1 − ϕn−1ε‖20 ≤ ε
2 + ε2 + ...+ ε2 = nε2,

n−1∑
p=0

∥∥∥∥ dpU(x, y, t)

dtp

∣∣∣∣
t=T

∥∥∥∥2

0

=

n−1∑
p=0

∥∥∥∥ dpudtp
∣∣∣∣
t=T

− dpuε
dtp

∣∣∣∣
t=T

∥∥∥∥2

0

≤

2

n−1∑
p=0

∥∥∥∥ dpudtp
∣∣∣∣
t=T

∥∥∥∥2

0

+ 2

n−1∑
p=0

∥∥∥∥ dpuεdtp

∣∣∣∣
t=T

∥∥∥∥2

0

≤ 4θ2,

T∫
0

‖f − fε‖20 dt ≤ Tε
2.

После несложных преобразований получим неравенство

‖U‖20 ≤ 4n
(
C1n

2ε2 + C2T
2ε2
)T−t

T
(
4C1nθ

2 + C2T
2ε2
) t

T + C2nT
2ε2.

Что и требовалось доказать. �
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