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Abstract: In this paper, we prove a su�cient condition for the
e�ective in�nity of classes of complete and precomplete numberings,
as well as numberings satisfying the recursion theorem, of computable
families. A su�cient condition for the e�ective in�nity of classes of
non-precomplete numberings of computable families satisfying the
recursion theorem is also obtained. These conditions are satis�ed
by the family of all c.e. sets and the family of graphs of all partially
computable functions. For �nite families of c.e. sets, we prove a
criterion for the e�ective in�nity of classes of their numberings
that satisfy the recursion theorem. Finally, it is established that the
classes of complete and precomplete numberings of �nite families
of c.e. sets are not e�ectively in�nite.
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1 Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ èìååò öåëüþ èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëè-
ìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ (â.ï.) ìíîæåñòâ è
÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ (÷.â.) ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàñïðîñòðàíåí-
íûì â òåîðèè íóìåðàöèé è òåîðèè âû÷èñëèìîñòè êëàññàì íóìåðàöèé,
ñðåäè âñåõ íóìåðàöèé ýòèõ ñåìåéñòâ. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èçó÷àåòñÿ ñ
ïîçèöèè ðàçíûõ ¾óðîâíåé¿ áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ íóìåðàöèé, âûäåëåí-
íûõ â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâà, À. ßõíèñà è Â. ßõíèñà [1]. Òàê
â ïðîöèòèðîâàííîé ðàáîòå êðîìå êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ áåñêîíå÷íîñòè
ðàññìàòðèâàëèñü è åãî ýôôåêòèâíûå âåðñèè. À èìåííî, äëÿ áåñêîíå÷íûõ
êëàññîâ íóìåðàöèé ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷-
íûõ âû÷èñëèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ äðóã
äðóãó èõ ýëåìåíòîâ è èõ ýôôåêòèâíàÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñëåäíÿÿ áûëà
ââåäåíà è âïåðâûå èçó÷åíà â òîé æå ñòàòüå [1] è èìååò ìåñòî, åñëè ïî
ëþáîé âû÷èñëèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóìåðàöèé, ïðèíàäëåæàùèõ çà-
äàííîìó êëàññó, ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ,
ïðèíàäëåæàùóþ òîìó æå êëàññó è íå ýêâèâàëåíòíóþ íè îäíîé èç íóìå-
ðàöèé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â [1] òàêæå ïîëó÷åíà ñåðèÿ äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè òàêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êëàññîâ
íóìåðàöèé, êàê êëàññû îäíîçíà÷íûõ, ðàçðåøèìûõ, ìèíèìàëüíûõ, ïî-
çèòèâíûõ (è íåðàçðåøèìûõ), íåãàòèâíûõ (è íåðàçðåøèìûõ) íóìåðàöèé
âû÷èñëèìûõ ñåìåéñòâ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò â òîì ÷èñëå è ñåìåéñòâî
âñåõ â.ï. ìíîæåñòâ.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè

êëàññîâ íóìåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå ðåêóðñèè ñ òîé èëè èíîé
ñòåïåíüþ ðàâíîìåðíîñòè. Ê íèì, êðîìå íóìåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå â åå êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, îòíîñÿòñÿ
áîëåå òîíêèå êëàññû ïîëíûõ è ïðåäïîëíûõ íóìåðàöèé, ââåäåííûõ ñîîò-
âåòñòâåííî â ðàáîòàõ À.È. Ìàëüöåâà [2,3] è Þ.Ë. Åðøîâà [4,5], êîòîðûå ñ
ðàçíûõ ïîçèöèé èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ ñî âòîðîé ïîëîâèíû ïðîøëîãî
âåêà ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ (ñì., íàïð., ðàáîòû [6�11]). Â îáçîðå Â.Ë. Ñå-
ëèâàíîâà [12] ìîæíî íàéòè âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ, áîëüøóþ ÷àñòü
êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ è ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòèì êëàññàì íó-
ìåðàöèé. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè íóìåðàöèé èçó÷àþòñÿ è äðóãèå åñòå-
ñòâåííûå êëàññû íóìåðàöèé [13�15], óäîâëåòâîðÿþùèå ðàçíûì ôîðìàì
òåîðåìû ðåêóðñèè, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé
ñòàòüè.
Â ðàçäåëå 3 íàñòîÿùåé ñòàòüè äîêàçûâàåòñÿ (òåîðåìà 1) äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ Kc(A), Kp(A) è Kr(A) ñî-
îòâåòñòâåííî ïîëíûõ (îòíîñèòåëüíî íàèìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåí-
òà A), ïðåäïîëíûõ íóìåðàöèé è íóìåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå
ðåêóðñèè, âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà A. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ñå-
ìåéñòâà âñåõ â.ï. ìíîæåñòâ E è âñåõ ÷.â. ôóíêöèé F . Òàì æå ïðèâîäèòñÿ
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äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîòû êàæäîé ïðåäïîëíîé âû÷èñëèìîé íóìåðà-
öèè çàäàííîãî ñåìåéñòâà (ïðåäëîæåíèå 1), êîòîðîìó òàê æå óäîâëåòâî-
ðÿþò ñåìåéñòâà E è F .
Â ðàçäåëå 4 äîêàçûâàåòñÿ (òåîðåìà 2), ÷òî äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî

(íåîäíîýëåìåíòíîãî) âû÷èñëèìîãî ñåìåéñòâà A, îáëàäàþùåãî ðàçðåøè-
ìîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé è ñîäåðæàùåãî íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ
ýëåìåíò, êëàññ Kr(A) \Kp(A) ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷åí.
Â ðàçäåëå 5 èçó÷àþòñÿ êëàññû Kc(A), Kp(A) è Kr(A) êîíå÷íûõ ñå-

ìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ A. Â íåì äîêàçûâàþòñÿ êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé
áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ Kr(A) (ïðåäëîæåíèå 2) è íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ Kc(B) è Kp(B) âû÷èñëèìûõ ñåìåé-
ñòâ B (òåîðåìà 3), êîòîðîìó íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîå êîíå÷íîå ñåìåé-
ñòâî â.ï. ìíîæåñòâ. Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ ïîë-
íûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ (ïðåäëî-
æåíèå 3).

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â îáîçíà÷åíèÿõ è òåðìèíîëîãèè ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ìîíîãðàôèé
Þ.Ë. Åðøîâà [5] (è åãî ñòàòüè [16]) è Ð.È. Ñîàðà [17,18]. ×åðåç φe è We

áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷.â. ôóíêöèþ è â.ï. ìíîæåñòâî ñ ãåäå-
ëåâñêèì íîìåðîì e. Äëÿ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ψ åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
îáîçíà÷àåòñÿ êàê domψ. Èñïîëüçóåì çàïèñü ψ(x) ↓, åñëè x ∈ domψ, è

ψ(x) ↑ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îïðåäåëèì Tot
def
= {e :We = N}. ×åðåç c(x, y)

áóäåì îáîçíà÷àòü âû÷èñëèìóþ áèåêöèþ N× N íà N.
Äëÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà S ëþáîå ñþðúåêòèâ-

íîå îòîáðàæåíèå α : N → S íàçûâàåòñÿ åãî íóìåðàöèåé. Ìíîæåñòâî âñåõ
íóìåðàöèé S áóäåì îáîçíà÷àòü êàê H(S). Åñëè α, β ∈ H(S), òî ãîâîðèì,
÷òî α ñâîäèòñÿ ê β (â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå α ⩽ β),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî α(x) = β(f(x)) äëÿ
âñåõ x. Åñëè α ⩽ β è β ⩽ α, òî íóìåðàöèè α è β íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíûìè (â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü α ≡ β). Äëÿ íóìåðàöèé
α0, α1 ∈ H(S) èõ ïðÿìàÿ ñóììà α0⊕α1 ∈ H(S) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(α0 ⊕ α1)(2x+ i) = αi(x), i = 0, 1.

Íàçîâåì íóìåðàöèþ α ðàçðåøèìîé, åñëè åå íóìåðàöèîííàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü

ηα = {
〈
x, y

〉
∈ N× N : α(x) = α(y)}

âû÷èñëèìà, è îäíîçíà÷íîé, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1 (À.È. Ìàëüöåâ [2]). Íóìåðàöèÿ α ∈ H(S) íàçûâàåò-
ñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî îñîáîãî ýëåìåíòà b ∈ S, åñëè äëÿ ëþáîé ÷.â.
ôóíêöèè ψ ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x
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âûïîëíÿåòñÿ

α(h(x)) =

{
α(ψ(x)), åñëè ψ(x) ↓,
b, åñëè ψ(x) ↑ .

Çàìåòèì, ÷òî ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà âñåõ â.ï. ìíîæåñòâ α :
x 7→ Wx ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ∅ ∈ E . Ðàâíîñèëüíûì óñëîâèåì
ïîëíîòû íóìåðàöèè α ∈ H(S) îòíîñèòåëüíî îñîáîãî ýëåìåíòà b ∈ S
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äâóõìåñòíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ e, x âûïîëíÿåòñÿ

α(f(e, x)) =

{
α(φe(x)), åñëè φe(x) ↓,
b, åñëè φe(x) ↑ .

Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ â îïðåäåëåíèè 1 ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíê-
öèþ ψ, îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ e, x ðàâåíñòâîì ψ(c(e, x)) = φe(x), è ïî-
ëîæèâ f(e, x) = h(c(e, x)).

Îïðåäåëåíèå 2 (Þ.Ë. Åðøîâ [4]). Íóìåðàöèÿ α íàçûâàåòñÿ ïðåäïîë-
íîé, åñëè äëÿ ëþáîé ÷.â. ôóíêöèè ψ ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ
h òàêàÿ, ÷òî α(h(x)) = α(ψ(x)) äëÿ âñåõ x ∈ domψ.

Âçÿâ â îïðåäåëåíèè 2 ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ψ, îïðåäåëåí-
íóþ äëÿ âñåõ e, x ðàâåíñòâîì ψ(c(e, x)) = φe(x), è ïîëîæèâ f(e, x) =
h(c(e, x)), ïîëó÷èì, ÷òî íóìåðàöèÿ α ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äâóõìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òà-
êàÿ, ÷òî ν(f(e, x)) = ν(φe(x)) äëÿ âñåõ e, x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ x ∈ domφe. Ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäïîëíûõ íóìåðàöèé â
òåðìèíàõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïîä÷åðêèâàåò åñòåñòâåííîñòü è âàæíîñòü
äâóõ ïîñëåäíèõ ïîíÿòèé.

Òåîðåìà (Þ.Ë. Åðøîâ [19]). Íóìåðàöèÿ α ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé äâóõìåñòíîé ÷.â. ôóíêöèè ψ ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî α(ψ(x, h(x))) = α(h(x)) äëÿ
âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

〈
x, h(x)

〉
∈ domψ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íóìåðàöèÿ α óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå ðåêóðñèè, åñ-
ëè äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî α(f(n)) =
α(n).
Íóìåðàöèÿ α ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ A íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè

ìíîæåñòâî ïàð

Gα = {
〈
x, y

〉
∈ N× N : y ∈ α(x)}

â.ï. Äëÿ êàæäîãî e îáîçíà÷èì ÷åðåç αe âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α, äëÿ
êîòîðîé Gα = We. Ñåìåéñòâà, îáëàäàþùèå âû÷èñëèìûìè íóìåðàöèÿ-
ìè, áóäåì òàê æå íàçûâàòü âû÷èñëèìûìè. Êëàññ íóìåðàöèé C ⊆ H(A)
íàçîâåì âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò â.ï. ìíîæåñòâî H òàêîå, ÷òî

C = {αe : e ∈ H}.
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ÅñëèH =Wx, òî êëàññ C áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Cx. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
âû÷èñëèìîñòü íåïóñòîãî êëàññà C ⊆ H(A) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè d, äëÿ êîòîðîé

C = {αd(x) : x ∈ N}.
Âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α ∈ H(A) íàçîâåì ãëàâíîé, åñëè β ⩽ α äëÿ
âñåõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé β ∈ H(A).
Âñå âîçíèêàþùèå â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè íóìåðàöèè α áóäóò íóìå-

ðîâàòü ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ α ñåìåéñòâà A ïîëíà îòíî-
ñèòåëüíî B ∈ A, òî B ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîì
A.
Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ íó-
ìåðàöèÿ α ñåìåéñòâà A, ïîëíàÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî íå íàèìåíü-
øåãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà B ∈ A. Âûáåðåì ÷èñëà y è z òàêèå, ÷òî
B ̸⊆ α(y) è z ∈ B \ α(y). Îïðåäåëèì ÷.â. ôóíêöèþ ψ, ïîëîæèâ äëÿ âñåõ
x

ψ(x) =

{
y, åñëè x ∈ ∅′,
íå îïðåäåëåíî, åñëè x ̸∈ ∅′.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëèìîé ôóíêöèè h èç îïðåäåëåíèÿ 1 âûïîëíÿåòñÿ

z ∈ α(h(x)) ⇔ x ̸∈ ∅′

äëÿ êàæäîãî x ∈ N. Îòñþäà ∅′ â.ï., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî íåâû÷èñëè-
ìîñòè. Ïîýòîìó âñå ïîëíûå íóìåðàöèè, âîçíèêàþùèå â äàëüíåéøåì èç-
ëîæåíèè, áóäóò ïîëíûìè îòíîñèòåëüíî íàèìåíüøèõ ïî âêëþ÷åíèþ ýëå-
ìåíòîâ íóìåðîâàííûõ èìè ñåìåéñòâ, è ìû íå áóäåì ÿâíî ýòî óêàçûâàòü.
×åðåç Kc(A), Kp(A) è Kr(A) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî êëàñ-

ñû âñåõ ïîëíûõ, ïðåäïîëíûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà A è íóìåðàöèé A,
óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå ðåêóðñèè.

Îïðåäåëåíèå 3 (Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâ, À. ßõíèñ, Â. ßõíèñ [1]). Êëàññ íóìå-
ðàöèé K ⊆ H(A) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò ÷.â. ôóíêöèÿ γ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x, åñëè Cx ⊆ K, òî γ(x) ↓,
αγ(x) ∈ K è αγ(x) ̸≡ ξ äëÿ âñåõ ξ ∈ Cx.

Ýôôåêòèâíàÿ áåñêîíå÷íîñòü êëàññîâ íóìåðàöèé ñõîæà ñ ïðîäóêòèâíî-
ñòüþ [17] ïîäìíîæåñòâ N è, êàê äåìîíñòðèðóåòñÿ â [1], ñîïîñòàâèìà ñ íåé
ïî çíà÷èìîñòè.

3 Ñåìåéñòâà ñ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûìè êëàññàìè
Kc(A), Kp(A) è Kr(A)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýôôåêòèâíîé
áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ Kc(A), Kp(A) è Kr(A), èç êîòîðîãî âûâîäèòñÿ
ýôôåêòèâíàÿ áåñêîíå÷íîñòü ýòèõ êëàññîâ êàê ïðè A = E , òàê è ïðè
A = F .
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå íàèìåíüøèé ïî âêëþ-
÷åíèþ ýëåìåíò, îáëàäàþùåå ðàçðåøèìîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé è óäî-
âëåòâîðÿþùåå äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F óñëîâèþ

RF
def
= {X ∈ A : F ⊆ X} ≠ ∅ ⇒ RF áåñêîíå÷íî. (1)

Òîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x, åñëè
Cx ⊆ H(A), òî αg(x) ∈ Kc(A) è ξ ̸⩽ αg(x) êàêîâà áû íè áûëà íóìåðàöèÿ
ξ ∈ Cx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïî ëþáîé âû÷èñëèìîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {βk}k∈N íóìåðàöèé ñåìåéñòâà A (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, äëÿ êîòîðîé βk = αf(k), k ∈ N, äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
f) ìîæíî ýôôåêòèâíî (ïî èíäåêñó f) ïîñòðîèòü òàêóþ ïîëíóþ âû÷èñ-
ëèìóþ íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà A, ÷òî βk ̸⩽ α äëÿ âñåõ k. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîíàäîáèòñÿ â.ï. îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè η íà N, ïîðîæäåííîå
ìíîæåñòâîì ïàð

{
〈
c(e, x), φe(x)

〉
: φe(x) ↓, e, x ∈ N}.

×åðåç {ηs}s∈N áóäåì îáîçíà÷àòü åãî âû÷èñëèìîå ïåðå÷èñëåíèå. Èñïîëü-
çóÿ òåîðåìó ðåêóðñèè, âûáåðåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë {ni}i∈N òàêóþ, ÷òî

φni(0) = c(ni, 0)

äëÿ âñåõ i. Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j èìååì〈
c(ni, 0), c(nj , 0)

〉
̸∈ η.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ e, x, i òîãäà è òîëüêî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ〈
c(e, x), c(ni, 0)

〉
∈ η, êîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c(e, x) = c(e0, x0), c(e1, x1), . . . , c(ek, xk) = c(ni, 0),

äëÿ êîòîðîé
φej (xj) = c(ej+1, xj+1)

äëÿ âñåõ j < k. Îïðåäåëèì â.ï. ìíîæåñòâî A, ïîëîæèâ

A =
⋃
i

[c(ni, 0)]η,

ãäå ÷åðåç [y]η îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè η ýëåìåíòà y.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ íóæíîé íóìåðàöèè α. Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè

äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F óñëîâèÿ (1), ñåìåéñòâî A áåñêî-
íå÷íî. Ïîñêîëüêó îíî îáëàäàåò ðàçðåøèìîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé,
îíî îáëàäàåò òàêîé æå îäíîçíà÷íîé íóìåðàöèåé. Âûáåðåì åãî îäíîçíà÷-
íóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ µ òàêóþ, ÷òî µ(0) � íàèìåíüøèé ïî âêëþ-
÷åíèþ ýëåìåíò A, è ñèëüíî âû÷èñëèìóþ äâîéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{µs(x)}s,x∈N, äëÿ êîòîðîé µt(x) ⊆ µt+1(x) è µ(x) =

⋃
s µs(x) äëÿ âñåõ

t, x. Òàêæå âûáåðåì ñèëüíî âû÷èñëèìóþ òðîéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{βk,s(x)}s,x∈N, äëÿ êîòîðîé βk,t(x) ⊆ βk,t+1(x) è βk(x) =

⋃
s βk,s(x) äëÿ

âñåõ k, t, x. Â ïîñòðîåíèè α äëÿ âñåõ y è z òàêèõ, ÷òî y, z ∈ [c(ni, 0)]η
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äëÿ íåêîòîðîãî i, âûïîëíèì ðàâåíñòâî α(y) = α(z), à äëÿ âñåõ x ̸∈ A
âûïîëíèì α(x) = µ(0). Òîãäà α áóäåò ïîëíîé, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ e, x
áóäåò ñïðàâåäëèâî

α(c(e, x)) =

{
α(φe(x)), åñëè φe(x) ↓,
µ(0), åñëè φe(x) ↑ .

(2)

×åðåç l áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ k, e, s ðàâåí-
ñòâîì

l(k, e, s+1) = max{y ⩽ s : ∀x ⩽ y [φe,s(x) ↓ &βk,s(x) ↾ y = αs(φe,s(x)) ↾ y]}

(äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì l(e, k, 0) = 0). Â êîíöå ïîñòðîåíèÿ áóäåì
èìåòü, ÷òî äëÿ âñåõ k, e ñóùåñòâóåò ïðåäåë lims l(k, e, s) è

βk = α ◦ φe ⇔ lim
s
l(k, e, s) = ∞.

Îäíîâðåìåííî ñ ïîñòðîåíèåì íóìåðàöèè α áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèè
m, r, h, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

βk ̸= α ◦ φe

äëÿ âñåõ k, e, è ôóíêöèè q è ñíîâà h, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
âûïîëíåíèÿ α(N) = A.

Ïîñòðîåíèå

Øàã 0. Ïîëàãàåì α0(c(ni, 0)) = ∅ äëÿ âñåõ i, è α0(x) = µ(0) äëÿ âñåõ x,
òàêèõ ÷òî

x ̸∈ {c(ni, 0) : i ∈ N}.
Äëÿ âñåõ k, e îïðåäåëèì

m(k, e, 0) = r(k, e, 0) = q(k, 0) = h(k, 0) = 0.

Íà êàæäîì øàãå s + 1 äëÿ âñåõ k, e, x áóäåì ïîëàãàòü m(k, e, s + 1) =
m(k, e, s), r(k, e, s+1) = r(k, e, s), q(k, s+1) = q(k, s), h(k, s+1) = h(k, s)
è αs+1(x) = αs(x), åñëè ÿâíî íå óêàçàíî îáðàòíîå. Ýòî æå ñîãëàøåíèå
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ.

Øàã s+1 = 3c(c(k, e), u)+1. Âûïîëíÿåì βk ̸= α ◦φe. Åñëè l(k, e, s+1) >
m(k, e, s), òî äëÿ êàæäîãî i ⩽ s, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

∀c(p, d) < c(k, e) [r(p, d, s) < i],

∀b ⩽ c(k, e) [q(b, s) < i],

h(i, s) ⩽ 2i,

âûáåðåì z > 2i è t, äëÿ êîòîðûõ

αs(c(ni, 0)) ⊆ µt(z),

è îïðåäåëèì

h(i, s+ 1) = z.
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
F óñëîâèÿ (1), òðåáóåìûå t è z ñóùåñòâóþò. Òàêæå ïîëîæèì

m(k, e, s+ 1) = r(k, e, s+ 1) = s.

Øàã s + 1 = 3c(z, u) + 2. Âûïîëíÿåì µ(z) ∈ α(N). Åñëè íå ñóùåñòâóåò
i ⩽ q(z, s) òàêîãî, ÷òî h(i, s) = z è

∀c(p, d) < z [r(p, d, s) < i],

∀b < z [q(b, s) < i],

òî âûáåðåì íàèìåíüøåå i, óäîâëåòâîðÿþùåå ïîñëåäíèì äâóì óñëîâèÿì,
äëÿ êîòîðîãî

αs(c(ni, 0)) = ∅,
è îïðåäåëèì

h(i, s+ 1) = z,

q(z, s+ 1) = i.

Åñëè òðåáóåìîå i ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã s+1 = 3c(c(x, i), u)+3. Âûïîëíÿåì α(c(ni, 0)) = α(x), åñëè
〈
x, c(ni, 0)

〉
∈

η, è α(N) = {α(c(nj , 0)) : j ∈ N}. Ïîëàãàåì
αs+1(x) = αs(x) ∪ αs(c(ni, 0)),

åñëè
〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ ηs, è

αs+1(c(ni, 0)) = αs(c(ni, 0)) ∪ µs(h(i, s)).
Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèå. Äëÿ êàæäîãî x ïîëîæèì α(x) =

⋃
s αs(x).

Ïîêàæåì, ÷òî íóìåðàöèÿ α ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ p, d ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lims r(p, d, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ p è d ôóíêöèÿ s 7→ r(p, d, s) íå
óáûâàåò, ïðåäåë lims r(k, e, s), âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé, ñóùåñòâóåò. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî, äëÿ íåêîòîðûõ k, e âûïîëíÿåòñÿ

lim
s
r(k, e, s) = ∞.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå c(k, e) íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Ñîãëàñíî
øàãàì s+ 1 = 3c(c(k, e), u) + 1, u ∈ N, ïîñòðîåíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ òàêæå

lim
s
l(k, e, s) = ∞.

Òîãäà βk = α◦φe è äåéñòâèÿ, âûïîëíÿåìûå íà øàãàõ s+1 = 3c(c(k, e), u)+
1 è s + 1 = 3c(c(x, i), u) + 3, i, u ∈ N, âëåêóò, ÷òî A \ α(N) áåñêîíå÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà øàãå s + 1 = 3c(c(k, e), u) + 1 äëÿ íåêîòîðîãî i
îïðåäåëÿåòñÿ h(i, s + 1) = z, òî z > 2i è q(z, s + 1) = i. Îòñþäà è èç ïî-
ñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ, çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà, i
âûïîëíÿåòñÿ α(c(ni, 0)) = µ(z) = α(x) äëÿ íåêîòîðîãî z > 2i è äëÿ ëþáî-
ãî x òàêîãî, ÷òî

〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ η. Ó÷èòûâàÿ îäíîçíà÷íîñòü íóìåðàöèè µ,

ïðèõîäèì ê áåñêîíå÷íîñòè ðàçíîñòè A\α(N). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàâåíñòâîì A = βk(N). □
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Èç êîíå÷íîñòè äëÿ âñåõ k, e ïðåäåëà lims r(k, e, s) ñëåäóåò âûïîëíåíèå

βk ̸= α ◦ φe,

à òàêæå êîíå÷íîñòü ïðåäåëîâ lims q(k, s) è lims h(k, s). Ïî îïðåäåëåíèþ α
èìååì, ÷òî α(N) ⊆ A. Äåéñòâèÿ, âûïîëíÿåìûå íà øàãàõ s+1 = 3c(z, u)+2
è s + 1 = 3c(c(x, i), u) + 3, âëåêóò, ÷òî äëÿ êàæäîãî z íàéäåòñÿ i, äëÿ
êîòîðîãî

α(c(ni, 0)) = µ(z)

(îòñþäà, A ⊆ α(N)), è äëÿ âñåõ x, y òàêèõ, ÷òî
〈
x, y

〉
∈ η, âûïîëíÿåòñÿ

α(x) = α(y).

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó â ïîñòðîåíèè α çàòðàãèâàþòñÿ òîëüêî íîìåðà x ∈
A, èìååì α(y) = µ(0) äëÿ âñåõ y ̸∈ A. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ e, x
âûïîëíÿåòñÿ (2). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. □

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � ñåìåéñòâî âñåõ â.ï. ìíîæåñòâ èëè (ãðàôè-
êîâ) âñåõ ÷.â. ôóíêöèé. Òîãäà êëàññû Kc(A), Kp(A) è Kr(A) ýôôåêòèâíî
áåñêîíå÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [20] ñåìåéñòâî A îáëàäàåò îäíîçíà÷íîé âû-
÷èñëèìîé íóìåðàöèåé. Ïîñêîëüêó îíî òàêæå äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì
çàêëþ÷åíèå ñëåäñòâèÿ. □

Èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî êëàññKp(A)\Kc(A) ÿâëÿåòñÿ
ïóñòûì êàê ïðè A = E , òàê è ïðè A = F , à çíà÷èò îí òåì áîëåå íå
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî, äëÿ êîòîðîãî
∅ ∈ A. Òîãäà ëþáàÿ åãî ïðåäïîëíàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ν � ïðåäïîëíàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåé-
ñòâà A. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ν(0) = ∅. Âûáå-
ðåì âû÷èñëèìóþ äâóõìåñòíóþ ôóíêöèþ f òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ e è âñåõ
x ∈ domφe âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ν(f(e, x)) = ν(φe(x)).

Ïóñòü ψ � ïðîèçâîëüíàÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì
÷àñòè÷íî âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ φn, ñ÷èòàÿ ïî òåîðåìå ðåêóðñèè èçíà-
÷àëüíî èçâåñòíûì åå èíäåêñ n. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x âûáåðåì (åñëè îíî
ñóùåñòâóåò) íàèìåíüøåå s, óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç äâóõ óñëîâèé:

1) νs(f(n, x)) ̸= ∅ è φn,s(x) ↑,
2) ïðåäûäóùåå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ è ψs(x) ↓.

Åñëè âûáðàííîå äëÿ x íàèìåíüøåå s óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ, òî
îïðåäåëèì φn(x) = 0, à åñëè âòîðîìó, òî ïîëàãàåì φn(x) = ψ(x). Åñëè íå
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ñóùåñòâóåò s, óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîìó èç ýòèõ óñëîâèé, òî ïîëîæèì
φn(x) ↑. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ñïðàâåäëèâî

ν(f(n, x)) =

{
ν(ψ(x)), åñëè ψ(x) ↓,
∅, åñëè ψ(x) ↑ .

Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò x, íå óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó óñëî-
âèþ. Òîãäà ëèáî ψ(x) ↑ è ν(f(n, x)) ̸= ∅, ëèáî ψ(x) ↓ è ν(f(n, x)) ̸=
ν(ψ(x)). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ν(f(n, x)) ̸= ∅
è φn(x) = 0. Òîãäà

∅ ≠ ν(f(n, x)) = ν(φn(x)) = ν(0) = ∅.
Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé x óäîâëåòâîðÿåò òðå-
áóåìîìó óñëîâèþ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ψ, íóìåðàöèÿ ν ïîë-
íà. □

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïðåäëîæåíèè 1 óñëîâèå ¾∅ ∈ A¿ ìîæíî çàìå-
íèòü íà ¾B ∈ A¿, ãäå B � âû÷èñëèìûé è íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ
ýëåìåíò A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ñåìåéñòâà A,
äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü Kp(A) \ Kc(A) íå ïóñòàÿ. Ïðèìåð òàêîãî ñåìåé-
ñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ ïîçèòèâíóþ ïðåäïîëíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íà
N (ñì. [5]) è ïîëîæèâ A ðàâíûì ôàêòîðìíîæåñòâó ïî ýòîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Òîãäà åãî êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ áóäåò ïðåäïîëíîé, íî, â ñèëó
îòñóòñòâèÿ â íåì íàèìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà, íå áóäåò ïîëíîé.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñåìåéñòâî A íå ñîäåðæèò âû÷èñëèìûé íàèìåíüøèé
ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò, òî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âîïðîñó.

Âîïðîñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî A, äëÿ êîòîðîãî
êëàññ Kp(A) \Kc(A) ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷åí?

4 Ñåìåéñòâà ñ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûìè êëàññàìè
Kr(A) \Kp(A)

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýôôåêòèâíîé
áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ Kr(A) \Kp(A), êîòîðîìó òàê æå óäîâëåòâîðÿþò
ñåìåéñòâà E è F .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå íàèìåíüøèé ïî âêëþ-
÷åíèþ ýëåìåíò è îáëàäàþùåå ðàçðåøèìîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî äëÿ âñåõ x, åñëè
Cx ⊆ H(A) è Cx íå ñîäåðæèò ðàçðåøèìûõ íóìåðàöèé, òî αg(x) ∈
Kr(A) \Kp(A) è ξ ̸⩽ αg(x) êàêîâà áû íè áûëà íóìåðàöèÿ ξ ∈ Cx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïî ëþáîé âû÷èñëèìîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {βk}k∈N íåðàçðåøèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà A ìîæ-
íî ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü òàêóþ óäîâëåòâîðÿþùóþ òåîðåìå ðåêóðñèè
íåïðåäïîëíóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ α ñåìåéñòâà A, ÷òî βk ̸⩽ α äëÿ
âñåõ k.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ l(k, e, s) êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Îä-
íîâðåìåííî ñ ïîñòðîåíèåì íóìåðàöèè α áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèè
m, r, h, q, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ òåõ æå óñëî-
âèé, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, à òàêæå ôóíêöèè v è w äëÿ
âûïîëíåíèÿ â α òåîðåìû ðåêóðñèè è óñëîâèÿ åå íåïðåäïîëíîòû ñîîò-
âåòñòâåííî. Òàêæå, ÷òîáû α íå áûëà ïðåäïîëíîé, ïîñòðîèì ÷àñòè÷íî
âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ψ òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè
f áóäåò ñóùåñòâîâàòü x, äëÿ êîòîðîãî ψ(x) ↓ è α(ψ(x)) ̸= α(f(x)). Ïóñòü
µ � ðàçðåøèìàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà A òàêàÿ, ÷òî µ(0) �
íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò A.

Ïîñòðîåíèå

Øàã 0. Ïîëàãàåì α0(x) = µ(0) è ψ0(x) ↑ äëÿ âñåõ x. Äëÿ âñåõ k, e îïðå-
äåëèì

m(k, e, 0) = r(k, e, 0) = q(k, 0) = h(k, 0) = v(k, 0) = w(k, 0) = 0.

Øàã s+1 = 5c(c(k, e), u)+1. Âûïîëíÿåì βk ̸= α ◦φe. Åñëè l(k, e, s+1) >
m(k, e, s), òî ïîëàãàåì m(k, e, s+ 1) = r(k, e, s+ 1) = s.

Øàã s + 1 = 5c(z, u) + 2. Âûïîëíÿåì µ(z) ∈ α(N). Åñëè íå ñóùåñòâóåò
x ⩽ q(z, s) òàêîãî, ÷òî h(x, s) = z è

∀c(p, d) < z [r(p, d, s) < x], (3)

∀b < z [max{q(b, s), v(b, s), w(b, s)} < x], (4)

òî âûáåðåì íàèìåíüøåå x, óäîâëåòâîðÿþùåå ïîñëåäíèì äâóì óñëîâèÿì,
äëÿ êîòîðîãî

h(x, s) = 0, (5)

è îïðåäåëèì

h(x, s+ 1) = z, q(z, s+ 1) = x. (6)

Åñëè òðåáóåìîå x ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã s+1 = 5c(e, u) + 3. Âûïîëíÿåì ∃n [α(φe(n)) = α(n)], åñëè φe âñþäó
îïðåäåëåíà. Åñëè íå ñóùåñòâóåò n ⩽ v(e, s) òàêîãî, ÷òî

∀c(p, d) < e [r(p, d, s) < n], (7)

∀b ⩽ e [q(b, s) < n], (8)

∀b < e [max{v(b, s), w(b, s)} < n], (9)

φe,s(n) ↑ ∨φe,s(n) ↓⩽ v(e, s)&h(n, s) = h(φe(n), s),

òî âûáåðåì íàèìåíüøåå n, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (7)�(9), äëÿ êî-
òîðîãî h(n, s) = 0, è îïðåäåëèì

h(n, s+ 1) = h(φe(n), s), v(e, s+ 1) = max{n, φe,s(n)}, (10)

(ïîëàãàåì v(e, s+ 1) = n, åñëè φe,s(n) ↑). Åñëè íóæíîå n ñóùåñòâóåò, òî
ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
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Øàã s + 1 = 5c(e, u) + 4. Âûïîëíÿåì ∃x [ψ(x) ↓ &α(ψ(x)) ̸= α(φe(x))],
åñëè φe âñþäó îïðåäåëåíà. Åñëè ñóùåñòâóåò y òàêîå, ÷òî

ψs(x) ↓⩽ w(e, s), φe,s(x) ↓⩽ w(e, s), µ(h(ψ(x), s)) ̸= µ(h(φe(x), s))

ïðè x = c(y, e), òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
åñëè ñóùåñòâóåò y, äëÿ êîòîðîãî φe,s(x) ↓ ïðè x = c(y, e), òî âûáèðàåì
ïåðâîå z, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

∀c(p, d) < e [r(p, d, s) < z], (11)

∀b ⩽ e [max{q(b, s), v(b, s) < z], (12)

∀b < e [w(b, s) < z], (13)

h(z, s) = 0, (14)

è ïîëàãàåì

ψs+1(x) = z, w(e, s+ 1) = max{z, φe(x)}, h(z, s+ 1) = a, (15)

äëÿ íàèìåíüøåãî a òàêîãî, ÷òî µ(a) ̸= µ(h(φe,s(x), s)). Åñëè òðåáóåìîãî
y íå ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã s+ 1 = 5c(x, u) + 5. Ïîëàãàåì

αs+1(x) = µs(h(x, s)). (16)

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèå. Ïîëîæèì α(x) =
⋃

s αs(x) äëÿ êàæäîãî x
è ψ =

⋃
s ψs. Ïîêàæåì, ÷òî íóìåðàöèÿ α ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Ëåììà 2. Äëÿ âñåõ p, d ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lims r(p, d, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ p è d ôóíêöèÿ s 7→ r(p, d, s) íå
óáûâàåò, ïðåäåë lims r(k, e, s), âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé, ñóùåñòâóåò. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî, äëÿ íåêîòîðûõ k, e âûïîëíÿåòñÿ

lim
s
r(k, e, s) = ∞.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå c(k, e) íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Ñîãëàñíî
øàãàì s+ 1 = 5c(c(k, e), u) + 1, u ∈ N, ïîñòðîåíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ òàêæå

lim
s
l(k, e, s) = ∞.

Òîãäà βk = α ◦ φe. Äëÿ ëþáûõ, çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà,
ïàð

〈
s, x

〉
âûïîëíÿåòñÿ

x ⩽ r(k, e, s) ⇒ α(x) = µ(h(x, s)).

Ïîñêîëüêó íóìåðàöèÿ µ ðàçðåøèìà, òî ðàçðåøèìîé áóäåò è íóìåðàöèÿ
βk. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì íóìåðàöèé
{βi}i∈N. □
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Èç êîíå÷íîñòè äëÿ âñåõ k, e ïðåäåëà lims r(k, e, s) ñëåäóåò âûïîëíåíèå

βk ̸= α ◦ φe,

à òàêæå êîíå÷íîñòü ïðåäåëîâ lims q(k, s), lims h(k, s), lims v(k, s), limsw(k, s).
Ïî îïðåäåëåíèþ α èìååì, ÷òî α(N) ⊆ A. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî z

ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå x è s, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
(3)�(5), à âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðåäåëû êîíå÷íû, â ñèëó äåéñòâèé
(6) è (16) èìååì A ⊆ α(N).
Ïîêàæåì, ÷òî α óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå ðåêóðñèè. Ïóñòü φe âñþäó

îïðåäåëåíà. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå n è s, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (7)�(9), â ñèëó êîíå÷íîñòè òåõ æå ïðåäåëîâ è
äåéñòâèé (10) ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå n, äëÿ êîòîðîãî α(φe(n)) = α(n).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî íóìåðàöèÿ α íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé. Ïóñòü

φe âñþäó îïðåäåëåíà. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî z, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (11)�(14), â ñèëó äåéñòâèé (15) ïðèõîäèì ê ñó-
ùåñòâîâàíèþ x ∈ domψ, äëÿ êîòîðîãî α(ψ(x)) ̸= α(φe(x)). Ýòèì çàâåð-
øàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. □

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A � íåòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå íàè-
ìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò è îáëàäàþùåå ðàçðåøèìîé âû÷èñëèìîé
íóìåðàöèåé. Òîãäà êëàññ Kr(A) \Kp(A) ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêàÿ ðàçðåøèìàÿ âû÷èñëèìàÿ íó-
ìåðàöèÿ µ íåòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà íå óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå ðåêóð-
ñèè. Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 2 ñðàçó ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ
ñëåäñòâèÿ. Âûáåðåì íîìåðà x0 è x1, äëÿ êîòîðûõ µ(x0) ̸= µ(x1). Òîãäà
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x0, åñëè µ(x) = µ(x1),

x1, åñëè µ(x) ̸= µ(x1),

íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê â íóìåðàöèè µ. □

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A � ñåìåéñòâî âñåõ â.ï. ìíîæåñòâ èëè âñåõ ÷.â.
ôóíêöèé. Òîãäà êëàññ Kr(A) \Kp(A) ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷åí.

5 Ýôôåêòèâíàÿ áåñêîíå÷íîñòü êëàññîâ Kr(A), Kp(A),
Kc(A) êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîé
áåñêîíå÷íîñòè êëàññîâ Kr(A) êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � íåòðèâèàëüíîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî â.ï.
ìíîæåñòâ. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) A ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò,
(2) êëàññ Kr(A) ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷åí,
(3) ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà A, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ òåîðåìå ðåêóðñèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1 ⇒ 2) ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.
Èìïëèêàöèÿ (2 ⇒ 3) î÷åâèäíà. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè
(3 ⇒ 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî A íå ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ïî
âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò. Ïóñòü

R0, . . . , Rn, n > 0,

âñå ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòû A. Ñëåäóÿ [5] (ïðåäëîæåíèå 4,
I �2), âûáåðåì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

F0 ⊆ R0, . . . , Fn ⊆ Rn

òàêèå, ÷òî Fi ̸⊆ Rj äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i, j ⩽ n. Ïóñòü α � ïðî-
èçâîëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ A. Çàôèêñèðóåì x0, x1, äëÿ êîòîðûõ
α(x0) = R0 è α(x1) = R1. Îïðåäåëèì âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f , íå îáëà-
äàþùóþ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè â íóìåðàöèè α, âûáðàâ äëÿ êàæäîãî x
íàèìåíüøåå s òàêîå, ÷òî Fi ⊆ αs(x) äëÿ íåêîòîðîãî i ⩽ n, è ïîëîæèâ

f(x) =

{
x1, åñëè F0 ⊆ αs(x),

x0, åñëè F0 ̸⊆ αs(x).

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè f äëÿ êàæäîãî x âûïîëíÿåòñÿ α(f(x)) ̸= α(x).
□

Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû âûòåêàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýôôåêòèâíîé áåñ-
êîíå÷íîñòè êëàññîâ Kc(A) è Kp(A), êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñåõ
êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ ýòè êëàññû íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî
áåñêîíå÷íûìè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � ñåìåéñòâî, îáëàäàþùåå ãëàâíîé âû÷èñëèìîé
íóìåðàöèåé ν è íóìåðàöèåé µ, ñâîäèìîé ê ëþáîé âû÷èñëèìîé íóìåðà-
öèè A. Ïóñòü K � êëàññ åãî íóìåðàöèé, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî
ýêâèâàëåíòíîñòè, òàêîé, ÷òî

I(K)
def
= {e ∈ Tot : µ⊕ (ν ◦ φe) ∈ K} ∈ Σ0

3 è I(K) ̸= ∅.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî αg(x) ∈ K äëÿ
ëþáîãî x è äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ξ ∈ K íàéäåòñÿ y, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ξ ≡ αg(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó I(K) ∈ Σ0
3, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ äâóõ-

ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ e ñïðàâåäëèâî

e ∈ I(K) ⇔ ∃z [Wh(e,z) áåñêîíå÷íî].

Çàôèêñèðóåì âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ β ∈ K. Ðàâíîìåðíî ïî ïðîèçâîëü-
íîé ïàðå

〈
e, z

〉
îïðåäåëèì íóìåðàöèþ α = αg(c(e,z)), óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèÿì

1) µ⊕ α ∈ K;
2) åñëè Wh(e,z) áåñêîíå÷íî, òî µ⊕ α ≡ µ⊕ (ν ◦ φe),
3) åñëè Wh(e,z) êîíå÷íî, òî µ⊕ α ≡ β.
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Äëÿ êàæäîãî x îáîçíà÷èì ÷åðåç tx íàèìåíüøåå t (åñëè îíî ñóùåñòâóåò),
äëÿ êîòîðîãî

φe,t(x) ↓ & |Wh(e,z),t| > x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A âû÷èñëèìîå (âîçìîæíî êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî

A = {t0 < t1 < . . . }.

Äëÿ êàæäîãî x, åñëè tx îïðåäåëåíî, òî ïîëàãàåì

α(tx) = ν(φe(x)).

Äëÿ êàæäîãî y ̸∈ A è êàæäîãî s îïðåäåëèì

αs(y) = βs(y),

åñëè íå ñóùåñòâóåò t ∈ A, äëÿ êîòîðîãî y < t ⩽ s. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âûáåðåì íàèìåíüøåå t ∈ A, äëÿ êîòîðîãî y < t ⩽ s, à äëÿ íåãî, â ñâîþ
î÷åðåäü, íàèìåíüøåå c(x, u), äëÿ êîòîðîãî βt(y) ⊆ µu(x), è îïðåäåëèì

αs(y) = µ(x).

Ïîëîæèì α(y) =
⋃

s αs(y).
Åñëè Wh(e,z) áåñêîíå÷íî, òî áåñêîíå÷íûì áóäåò è A. Òîãäà ïî îïðåäå-

ëåíèþ α äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ α(tx) = ν(φe(x)) è äëÿ êàæäîãî y ̸∈ A
ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü x, äëÿ êîòîðîãî α(y) = µ(x). Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî µ ⊕ α ≡ µ ⊕ (ν ◦ φe). Åñëè æå Wh(e,z) êîíå÷íî, òî äëÿ âñåõ, çà
èñêëþ÷åíèåì ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà, y âûïîëíÿåòñÿ α(y) = β(y). Îòñþ-
äà è â ñèëó âûáîðà íóìåðàöèè µ èìååì µ ⊕ α ≡ β. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. □

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü A � ñåìåéñòâî, îáëàäàþùåå ãëàâíîé âû÷èñëèìîé
íóìåðàöèåé ν è íóìåðàöèåé µ, ñâîäèìîé ê ëþáîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè
A. Òîãäà êëàññû Kp(A) è Kc(A) íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íû-
ìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ e èìååì

e ∈ I(Kp(A)) ⇔ e ∈ Tot& ∃i [i ∈ Tot& ∀j∀x [φi(c(j, x)) ↓ &φj(x) ↓→

→ (µ⊕ (ν ◦ φe))(φi(c(j, x))) = (µ⊕ (ν ◦ φe))(φj(x))]] ⇔
⇔ Π0

2&∃ [Π0
2&∀[Σ0

1 → Π0
2]] ⇔ Σ0

3.

Îòñþäà I(Kp(A)) ∈ Σ0
3 è, ïî òåîðåìå 3, êëàññ Kp(A) íå ÿâëÿåòñÿ ýô-

ôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì. Åñëè A ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ
ýëåìåíò X, òî, äîáàâèâ â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè ïîñëå ¾i ∈ Tot¿ êîíú-
þíêò

∀j∀x [φj(x) ↑→ φi(c(j, x)) ↓ &(µ⊕ (ν ◦ φe))(φi(c(j, x))) = X]

(⇔ ∀ [Π0
1 → Σ0

1&Π0
2] ⇔ Π0

2),

ïîëó÷èì, ÷òî I(Kc(A)) ∈ Σ0
3. Ñëåäîâàòåëüíî, Kc(A) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ

ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì. □
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Ñîãëàñíî [5] ëþáîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî â.ï. ìíîæåñòâ A óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 4. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü A � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî â.ï. ìíîæåñòâ. Òîãäà
êëàññû Kp(A) è Kc(A) íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûìè.

Çàêîí÷èì ýòó ðàáîòó ïðåäëîæåíèåì, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâî-
âàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàñ-
ñàì Kp(A) è Kc(A), íå âëå÷åò èõ ýôôåêòèâíóþ áåñêîíå÷íîñòü. Íàïîì-
íèì, ÷òî ýëåìåíò R ∈ A íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì [5], åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå Q ∈ A, ÷òî R ⊊ Q.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî â.ï. ìíîæåñòâ, ñî-
äåðæàùåå íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò è îòëè÷íûé îò íåãî ñó-
ùåñòâåííûé ýëåìåíò. Òîãäà A îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîïàðíî
íåýêâèâàëåíòíûõ ïîëíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {R0, R1, R2, . . . , Rk}, ãäå R0 � íàèìåíüøèé
ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò A è

R0 ⊊ R1 ⊊ R2.

Ïóñòü {Bj}j∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íå m-ñâîäèìûõ äðóã ê
äðóãó â.ï. ìíîæåñòâ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ðåêóðñèè, âûáåðåì áåñêîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë {ni}i∈N òàêóþ, ÷òî

φni(0) = c(ni, 0)

äëÿ âñåõ i. Äëÿ êàæäîãî j îïðåäåëèì ïîëíóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ
βj ñåìåéñòâà A, ïîëîæèâ

βj(c(n0, 0)) = R3, . . . , βj(c(nk−3, 0)) = Rk,

βj(c(nk−2+i, 0)) =

{
R1, åñëè i ̸∈ Bj ,

R2, åñëè i ∈ Bj .

Äëÿ âñåõ x ̸∈ {c(ni, 0) : i ∈ N} ïîëîæèì

βj(x) =

{
R0, åñëè ∀i [

〈
x, c(ni, 0)

〉
̸∈ η],

βj(c(ni, 0)), åñëè [
〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ η],

ãäå η � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííîå â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû 1. Ïî îïðåäåëåíèþ íóìåðàöèé βj , j ∈ N, èìååì, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v

βu ⩽ βv ⇒ Bu ⩽m Bv.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîïàðíî íåýêâè-
âàëåíòíûõ ïîëíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé. □

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 5 è ïðåäëîæåíèå 3, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ñåìåéñòâî A, äëÿ êîòîðîãî
êëàññû Kp(A) è Kc(A) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ ýô-
ôåêòèâíî áåñêîíå÷íûìè.
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Âîïðîñ 2. Ïóñòü ñåìåéñòâî A îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîïàðíî
íåýêâèâàëåíòíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåîðåìå
ðåêóðñèè. ßâëÿåòñÿ ëè êëàññ Kr(A) ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì?
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