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"ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÊËÀÑÑÛ ÍÓÌÅÐÀÖÈÉ È
ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÒÎ×ÊÅ"

Ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè � îäíî èç êëþ÷åâûõ â ñîâðåìåííîé òåî-
ðèè âû÷èñëèìîñòè. Âàæíûìè êëàññàìè íóìåðàöèé ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûå
íóìåðàöèè, ÿäðà (íóìåðàöèîííûå ýêâèâàëåíòíîñòè) êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-
þò òåîðåìå î íåïîäâèæíîé òî÷êå (äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè � âû÷èñëèìûå �xed
point íóìåðàöèè èëè fp-íóìåðàöèè), â ÷àñòíîñòè � ïîëíûå è ïðåäïîëíûå
íóìåðàöèè. Íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûå ïîñòîâñêèå è êëèíèåâñêèå íóìåðàöèè
� fp-íóìåðàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå è ïðèíöèïèàëü-
íûå âîïðîñû îá ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè óêàçàííûõ êëàññîâ, ò.å. íà-
ëè÷èè èíòåíñèîíàëüíîé (àëãîðèòìè÷åñêîé) ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ ïî ëþáîìó
ýôôåêòèâíî çàäàííîìó ñåìåéñòâó âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñòðîèò íóìåðà-
öèþ âíå ýòîãî ñåìåéñòâà, íî èç çàäàííîãî êëàññà. Ïî ñóùåñòâó, ðå÷ü èäåò
îá àíàëîãàõ òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå (= î ïðîäóêòèâíîñòè àðèôìåòè÷å-
ñêèõ èñòèí). Ñêàçàííîå îáóñëàâëèâàåò âàæíîñòü è àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè,
ïðåäëîæåííîé â ðåöåíçèðóåìîé ñòàòüå. Îòìåòèì, ÷òî êîíöåïòóàëüíàÿ áàçà
òåîðèè âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíî-
æåñòâ âîñõîäèò ê ðàáîòàì À.È. Ìàëüöåâà è Þ.Ë. Åðøîâà, à ýôôåêòèâíî
áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé � ê Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâó.

Â òåîðåìå 1 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ (íàëè-
÷èè ó ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ A íàèìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà, à
òàêæå äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â íåêîòîðîì A-
ìíîæåñòâå, èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî A-ðàñøèðåíèé) èç ñóùåñòâîâàíèÿ
îäíîçíà÷íîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ñåìåéñòâà A ñëåäóåò âîçìîæíîñòü èí-
òåíñèîíàëüíîãî (àëãîðèòìè÷åñêîãî) ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîãî ýôôåêòèâíî
çàäàííîãî êëàññà âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà A íåêîòîðîé ïîëíîé
âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ñåìåéñòâà A âíå ýòîãî êëàññà.

Ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäëîæåíèå 1, â êîòîðîì óòâåð-
æäàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ïðèñóòñòâèÿ â âû÷èñëèìîì ñåìåéñòâå â.ï. ìíîæåñòâ
ïóñòîãî ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî äëÿ ñîâïàäåíèÿ êëàññîâ ïîëíûõ è ïðåäïîë-
íûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ýòîãî ñåìåéñòâà.

Â ÷àñòíîñòè, êëàññû ïîëíûõ, ïðåäïîëíûõ è fp-íóìåðàöèé ñåìåéñòâ âñåõ
â.ï. ìíîæåñòâ è âñåõ ÷.â. ôóíêöèé ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íû.

Â òåîðåìå 2 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî, îïÿòü-òàêè, ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ (íàëè÷èè ó ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ A íàèìåíüøåãî ïî
âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà) èç ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðåøèìîé âû÷èñëèìîé íóìåðà-
öèè ñåìåéñòâà A ñëåäóåò âîçìîæíîñòü èíòåíñèîíàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ äëÿ
êàæäîãî ýôôåêòèâíî çàäàííîãî êëàññà âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà
A, íå ñîäåðæàùåãî ðàçðåøèìûõ íóìåðàöèé, íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé fp-íóìåðàöèè,
íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðåäïîëíîé.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî íåòðèâèàëüíîãî ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ, îá-
ëàäàþùåãî ðàçðåøèìîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé, êëàññ âû÷èñëèìûõ fp-
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íóìåðàöèé ýòîãî ñåìåéñòâà çà âû÷åòîì êëàññà åãî âû÷èñëèìûõ ïðåäïîëíûõ
íóìåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì.

Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ, ÷òî
äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè
â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ âû÷èñëèìîé fp-íóìåðàöèè, à òàêæå íàëè÷èÿ íàè-
ìåíüøåãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà, ÷òî ïîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè 2.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ïîñëåäíåé ãëàâû ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3,
â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íàëè÷èå íàèáîëüøåé (ãëàâíîé) è íàèìåíüøåé îòíîñèòåëüíî ñâî-
äèìîñòè âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé. Ïðè ýòîì, åñëè K � êëàññ âû÷èñëèìûõ
íóìåðàöèé ýòîãî ñåìåéñòâà, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè íó-
ìåðàöèé è ìíîæåñòâî {e|e ∈ Tot ∧ µ ⊕ νφe ∈ K} (ãäå µ � íàèìåíüøàÿ
âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà, à ν �ãëàâíàÿ) íåïóñòîå ëåæàùåå â Σ0

3,
òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, âûäåëÿþùàÿ â êàæäîì êëàññå ≡-
ýêâèâàëåíòíîñòè ôàêòîð-ìíîæåñòâà K/ ≡ íåêîòîðóþ âû÷èñëèìóþ íóìåðà-
öèþ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñåìåéñòâî â.ï. ìíîæåñòâ îáëàäàåò íàèìåíüøåé è ãëàâ-
íîé íóìåðàöèÿìè, òî êëàññû åãî ïîëíûõ è ïðåäïîëíûõ íóìåðàöèé íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûìè. Ýòî æå âåðíî è äëÿ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ
â.ï. ìíîæåñòâ.

Çàâåðøàåò ñòàòüþ ïðåäëîæåíèå 3, óòâåðæäàþùåå, ÷òî êîíå÷íîå ñåìåé-
ñòâî â.ï. ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùåå íàèìåíüøèé ýëåìåíò è îòëè÷íûé îò íåãî
ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ
ïîëíûõ âû÷èñëèìûõ íóìåðàöèé. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âû÷èñëè-
ìûõ ñåìåéñòâ â.ï. ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ êëàññû ïðåäïîëíûõ è fp-íóìåðàöèé
áóäó÷è áåñêîíå÷íûìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè êîíå÷íûìè (ò.å. áåñêîíå÷-
íûìè, íî íå ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûìè).

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé îá ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè âåð-
íû, èäåéíî ïðîçðà÷íû (øàã çà øàãîì ñòðîèòñÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ, ê
êîòîðîé íå ñâîäèòñÿ íè îäíà èç çàäàííîãî êëàññà; ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåòñÿ,
÷òî ïîñòðîåííàÿ â ïðåäåëå íóìåðàöèÿ ëåæèò â íóæíîì êëàññå), íî âåñüìà
íåòðèâèàëüíû ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Êàñàòåëüíî òåîðåìû 3, èìåííî
íàëè÷èå �ãðàíèö� â êà÷åñòâå íàèìåíüøåé è ãëàâíîé íóìåðàöèé ïîçâîëÿåò
ýôôåêòèâíî ñòðîèòü âû÷èñëèìóþ íóìåðàöèþ â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíò-
íûõ (îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè) íóìåðàöèé çàäàííîãî êëàññà íóìåðàöèé.

Îòìåòèì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî÷òè ðåäàêöèîííîãî õàðàêòåðà, íå íà-
ñòàèâàÿ íà âíåñåíèè ïîïðàâîê ïî êàæäîìó èç çàìå÷àíèé (íà óñìîòðåíèå
àâòîðà).

1. Â îïðåäåëåíèè 2 íóæíî çàìåíèòü ëèáî α íà ν, ëèáî ν íà α.

2. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 ñëîâîñî÷åòàíèå �îáëàäàþùåå îäíîçíà÷-

íîé âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé� ìîæíî çàìåíèòü íà �îáëàäàþùåå ðàçðåøèìîé
âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé�, ò.ê. âî-ïåðâûõ ýòî ðàñøèðèò äèàïàçîí ïðèìåíè-
ìîñòè òåîðåìû 1 è, âî-âòîðûõ, óíèôèöèðóåò ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 1 è 2.

2



3. Â çàìå÷àíèè ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ïðåäëîæåíèÿ 1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
ðàçíîñòü êëàññîâ ïðåäïîëíûõ è ïîëíûõ íóìåðàöèé äëÿ ñåìåéñòâ â.ï. ìíî-
æåñòâ è ÷.â. ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íîé. Íî ïðåäëî-
æåíèå 1 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ýòà ðàçíîñòü ïóñòà, òàê ÷òî ãîâîðèòü î òîì,
÷òî ïóñòîé êëàññ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûì êàæåòñÿ íå âïîëíå
êîððåêòíûì. Èìååò ñìûñë îòìå÷àòü ñëó÷àè áåñêîíå÷íîñòè, íî àëãîðèòìè-
÷åñêîé êîíå÷íîñòè (ò.å. íå ýôôåêòèâíîé áåñêîíå÷íîñòè). Õîòÿ ôîðìàëüíî
àâòîð ïðàâ, âîçìîæíî íóæíî ïðÿìî ñêàçàòü î ïóñòîòå ðàçíîñòè, ÷åìó âïðî-
÷åì è ïîñâÿùåíî ïðåäëîæåíèå 1.

4.Êàñàòåëüíî âîïðîñà 1. Ìîæåò áûòü ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé âîïðîñà ñòî-
èò ïðèâåñòè ïðèìåð âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè ñåìåéñòâà â.ï. ìíîæåñòâ, äëÿ
êîòîðîãî ðàçíîñòü ìåæäó êëàññàìè âû÷èñëèìûõ ïðåäïîëíûõ è ïîëíûõ íó-
ìåðàöèé íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðåäïîëíóþ ïîçèòèâ-
íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, êëàññû êîòîðîé îáðàçóþò â.ï. ýëåìåíòû ñåìåéñòâà.
Òîãäà åñòåñòâåííàÿ íóìåðàöèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà âû÷èñëèìàÿ è ïðåäïîëíàÿ,
íî ïîëíîé îíà áûòü íå ìîæåò. Äàëåå, ïåðåõîä ê âîïðîñó 1 âïîëíå ëîãè÷åí
è çàêîíîìåðåí.

5. Ëåììó 1 â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, âåðîÿòíî, öåëåñîîáðàçíåé
íàçâàòü ëåììîé 2, ò.ê. ëåììà 1 âñòðå÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

6. Ñòð. 145, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âòîðîãî ñâåðõó àáçàöà. Òåêñò �âõîäèò çà
ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè� çàìåíèòü íà �âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòà-
òüè�.

Ñ÷èòàþ, ÷òî ïîñëå óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ íåçíà÷èòåëüíûõ íåäîñòàòêîâ
ñòàòüþ áåçóñëîâíî ìîæíî îïóáëèêîâàòü â æóðíàëå �Ñèáèðñêèå ýëåêòðîííûå
ìàòåìàòè÷åñêèå èçâåñòèÿ�.

Ïîâòîðíàÿ ðåöåíçèÿ íå òðåáóåòñÿ.

Ñ óâàæåíèåì,
Ðåöåíçåíò
31.10.2023
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