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ЭФФЕКТИВНО БЕСКОНЕЧНЫЕ КЛАССЫ НУМЕРАЦИЙ И
ТЕОРЕМЫ О НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКЕ

М.Х. ФАЙЗРАХМАНОВ

Abstract. In this paper, we prove a sufficient condition for the effective
infinity of classes of complete and precomplete numberings, as well as
numberings satisfying the recursion theorem, of computable families. A
sufficient condition for the effective infinity of classes of non-precomplete
numberings of computable families satisfying the recursion theorem is
also obtained. These conditions are satisfied by the families of all c.e.
sets and graphs of all partially computable functions. For finite families
of c.e. sets, we prove a criterion for the effective infinity of classes of their
numberings that satisfy the recursion theorem. Finally, it is established
that the classes of complete and precomplete numberings of finite families
of c.e. sets are not effectively infinite.
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1. Введение

Статья имеет целью изучение особенностей распределения вычислимых ну-
мераций семейств вычислимо перечислимых (в.п.) множеств и частично вы-
числимых (ч.в.) функций, принадлежащих распространенным в теории нуме-
раций и теории вычислимости классам нумераций, среди всех нумераций этих
семейств. Такое распределение изучается с позиции разных «уровней» беско-
нечности классов нумераций, выделенных в совместной работе С.С. Гончарова,
А. Яхниса и В. Яхниса [1]. Так в процитированной работе кроме классического
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понятия бесконечности рассматривались и его эффективные версии. А именно,
для бесконечных классов нумераций рассматривались вопросы существования
бесконечных вычислимых последовательностей попарно неэквивалентных друг
другу их элементов и их эффективная бесконечность. Последняя была введена
и впервые изучена в той же статье [1] и имеет место, если по любой вычисли-
мой последовательности нумераций, принадлежащих заданному классу, можно
эффективно указать вычислимую нумерацию, принадлежащую тому же клас-
су и не эквивалентную ни одной из нумераций этой последовательности. В [1]
также получена серия достаточных условий эффективной бесконечности таких
фундаментальных классов нумераций, как классы однозначных, разрешимых,
минимальных, позитивных (и неразрешимых), негативных (и неразрешимых)
нумераций вычислимых семейств, которым удовлетворяет в том числе и се-
мейство всех в.п. множеств.

В настоящей статье изучаются вопросы эффективной бесконечности классов
нумераций, удовлетворяющих теореме рекурсии с той или иной степенью рав-
номерности. К ним, кроме нумераций, удовлетворяющих теореме о неподвиж-
ной точке в ее классической постановке, относятся более тонкие классы полных
и предполных нумераций, введенных соответственно в работах А.И. Мальце-
ва [2, 3] и Ю.Л. Ершова [4, 5], которые с разных позиций интенсивно исследу-
ются со второй половины прошлого века по настоящее время (см., напр., рабо-
ты [6–11]). В обзоре В.Л. Селиванова [12] можно найти все необходимые све-
дения, большую часть ключевых результатов и подробную библиографию по
этим классам нумераций. Отметим, что в теории нумераций изучаются и дру-
гие естественные классы нумераций [13–15], удовлетворяющие разным формам
теоремы рекурсии, исследование которых входит за рамки настоящей статьи.

В разделе 3 настоящей статьи доказывается (теорема 1) достаточное усло-
вие эффективной бесконечности классовKc(A),Kp(A) иKr(A) соответственно
полных (относительно наименьшего по включению элемента A), предполных
нумераций и нумераций, удовлетворяющих теореме рекурсии, вычислимого се-
мейства A. Этому условию удовлетворяют семейства всех в.п. множеств E и
всех ч.в. функций F . Там же приводится достаточное условие полноты каж-
дой предполной вычислимой нумерации заданного семейства (предложение 1),
которому так же удовлетворяют семейства E и F .

В разделе 4 доказывается (теорема 2), что для любого нетривиального (неод-
ноэлементного) вычислимого семейства A, обладающего разрешимой вычис-
лимой нумерацией и содержащего наименьший по включению элемент, класс
Kr(A) \Kp(A) эффективно бесконечен.

В разделе 5 изучаются классы Kc(A), Kp(A) и Kr(A) конечных семейств
в.п. множеств A. В нем доказываются критерий эффективной бесконечности
классов Kr(A) (предложение 2) и необходимое условие эффективной бесконеч-
ности классов Kc(B) и Kp(B) вычислимых семейств B (теорема 3), которому не
удовлетворяет никакое конечное семейство в.п. множеств. Также в этом разде-
ле получено достаточное условие существования бесконечного числа попарно
неэквивалентных полных вычислимых нумераций конечных семейств в.п. мно-
жеств (предложение 3).
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2. Предварительные сведения

В обозначениях и терминологии мы придерживаемся монографий Ю.Л. Ер-
шова [5] (и его статьи [16]) и Р.И. Соара [17,18]. Через ϕe иWe будем обозначать
соответственно ч.в. функцию и в.п. множество с геделевским номером e. Для
частичной функции ψ ее область определения обозначается как domψ. Исполь-
зуем запись ψ(x) ↓, если x ∈ domψ, и ψ(x) ↑ в противном случае. Определим
Tot

def
= {e : We = N}. Через c(x, y) будем обозначать вычислимую биекцию N×N

на N.
Для не более чем счетного непустого множества S любое сюръективное отоб-

ражение α : N → S называется его нумерацией. Множество всех нумераций S
будем обозначать как H(S). Если α, β ∈ H(S), то говорим, что α сводится
к β (в этом случае используется обозначение α 6 β), если существует такая
вычислимая функция f , что α(x) = β(f(x)) для всех x. Если α 6 β и β 6 α,
то нумерации α и β называются эквивалентными (в этом случае используется
запись α ≡ β). Для нумераций α0, α1 ∈ H(S) их прямая сумма α0⊕α1 ∈ H(S)
определяется следующим образом:

(α0 ⊕ α1)(2x+ i) = αi(x), i = 0, 1.

Назовем нумерацию α разрешимой, если ее нумерационная эквивалентность

ηα = {
〈
x, y
〉
∈ N× N : α(x) = α(y)}

вычислима, и однозначной, если она совпадает с отношением равенства.

Определение 1 (А.И. Мальцев [2]). Нумерация α ∈ H(S) называется пол-
ной относительно особого элемента b ∈ S, если для любой ч.в. функции ψ
существует вычислимая функция h такая, что для всех x выполняется

α(h(x)) =

{
α(ψ(x)), если ψ(x) ↓,
b, если ψ(x) ↑ .

Заметим, что геделевская нумерация семейства всех в.п. множеств α : x 7→Wx

является полной относительно ∅ ∈ E . Равносильным условием полноты нуме-
рации α ∈ H(S) относительно особого элемента b ∈ S является существование
двухместной вычислимой функции f такой, что для всех e, x выполняется

α(f(e, x)) =

{
α(ϕe(x)), если ϕe(x) ↓,
b, если ϕe(x) ↑ .

Его можно получить, взяв в определении 1 частично вычислимую функцию ψ,
определенную для всех e, x равенством ψ(c(e, x)) = ϕe(x), и положив f(e, x) =
h(c(e, x)).

Определение 2 (Ю.Л. Ершов [4]). Нумерация α называется предполной, ес-
ли для любой ч.в. функции ψ существует вычислимая функция h такая, что
ν(h(x)) = ν(ψ(x)) для всех x ∈ domψ.

Взяв в определении 2 частично вычислимую функцию ψ, определенную для
всех e, x равенством ψ(c(e, x)) = ϕe(x), и положив f(e, x) = h(c(e, x)), полу-
чим, что нумерация α является предполной тогда и только тогда, когда су-
ществует двухместная вычислимая функция f такая, что ν(f(e, x)) = ν(ϕe(x))



ЭФФЕКТИВНО БЕСКОНЕЧНЫЕ КЛАССЫ НУМЕРАЦИЙ 147

для всех e, x, удовлетворяющих условию x ∈ domϕe. Следующая характери-
зация предполных нумераций в терминах неподвижных точек подчеркивает
естественность и важность двух последних понятий.

Теорема (Ю.Л. Ершов [19]). Нумерация α является предполной тогда и толь-
ко тогда, когда для любой двухместной ч.в. функции ψ существует такая
вычислимая функция h, что α(ψ(x, h(x))) = α(h(x)) для всех x, удовлетворя-
ющих условию

〈
x, h(x)

〉
∈ domψ.

Будем говорить, что нумерация α удовлетворяет теореме рекурсии, если для
любой вычислимой функции f существует такое n, что α(f(n)) = α(n).

Нумерация α семейства в.п. множеств A называется вычислимой, если мно-
жество пар

Gα = {
〈
x, y
〉
∈ N× N : y ∈ α(x)}

в.п. Для каждого e обозначим через αe вычислимую нумерацию α, для которой
Gα = We. Семейства, обладающие вычислимыми нумерациями, будем так же
называть вычислимыми. Класс нумераций C ⊆ H(A) назовем вычислимым,
если существует в.п. множество H такое, что

C = {αe : e ∈ H}.

Если H = Wx, то класс C будем обозначать как Cx. Нетрудно видеть, что
вычислимость непустого класса C ⊆ H(A) равносильно существованию вы-
числимой функции d, для которой

C = {αd(x) : x ∈ N}.

Вычислимую нумерацию α ∈ H(A) назовем главной, если β 6 α для всех
вычислимых нумераций β ∈ H(A).

Все возникающие в дальнейшем изложении нумерации α будут нумеровать
семейства в.п. множеств.

Замечание 1. Если вычислимая нумерация α семейства A полна относитель-
но B ∈ A, то B является наименьшим по включению элементом A.

В самом деле, предположим, напротив, что существует вычислимая нумера-
ция α семейства A, полная относительно некоторого не наименьшего по вклю-
чению элемента B ∈ A. Выберем числа y и z такие, что B 6⊆ α(y) и z ∈ B\α(y).
Определим ч.в. функцию ψ, положив для всех x

ψ(x) =

{
y, если x ∈ ∅′,
не определено, если x 6∈ ∅′.

Тогда для вычислимой функции h из определения 1 выполняется

z ∈ α(h(x))⇔ x 6∈ ∅′

для каждого x ∈ N. Отсюда ∅′ в.п., что противоречит его невычислимости.
Поэтому все полные нумерации, возникающие в дальнейшем изложении, будут
полными относительно наименьших по включению элементов нумерованных
ими семейств, и мы не будем явно это указывать.

Через Kc(A), Kp(A) и Kr(A) будем обозначать соответственно классы всех
полных, предполных нумераций семействаA и нумерацийA, удовлетворяющих
теореме рекурсии.
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Определение 3 (С.С. Гончаров, А. Яхнис, В. Яхнис [1]). Класс нумераций
K ⊆ H(A) называется эффективно бесконечным, если существует ч.в. функ-
ция γ такая, что для каждого x, если Cx ⊆ K, то γ(x) ↓, αγ(x) ∈ K и αγ(x) 6≡ ξ
для всех ξ ∈ Cx.

Эффективная бесконечность классов нумераций схожа с продуктивностью [17]
подмножеств N и, как демонстрируется в [1], сопоставима с ней по значимости.

3. Семейства с эффективно бесконечными классами Kc(A),
Kp(A) и Kr(A)

В настоящем разделе доказывается достаточное условие эффективной беско-
нечности классов Kc(A), Kp(A) и Kr(A), из которого выводится эффективная
бесконечность этих классов как при A = E , так и при A = F .

Теорема 1. Пусть A — семейство, содержащее наименьший по включению
элемент, обладающее однозначной вычислимой нумерацией и удовлетворяю-
щее для каждого конечного множества F условию

(1) RF
def
= {X ∈ A : F ⊆ X} 6= ∅ ⇒ RF бесконечно.

Тогда существует вычислимая функция g такая, что для всех x, если Cx ⊆
H(A), то αg(x) ∈ Kc(A) и ξ 66 αg(x) какова бы ни была нумерация ξ ∈ Cx.

Доказательство. Достаточно доказать, что по любой вычислимой последова-
тельности {βk}k∈N нумераций семейства A (т.е. последовательности, для ко-
торой βk = αf(k), k ∈ N, для некоторой вычислимой функции f) можно эф-
фективно (по индексу f) построить такую полную вычислимую нумерацию α
семейства A, что βk 66 α для всех k. Для этого нам понадобится в.п. отношение
эквивалентности η на N, порожденное множеством пар

{
〈
c(e, x), ϕe(x)

〉
: ϕe(x) ↓, e, x ∈ N}.

Через {ηs}s∈N будем обозначать его вычислимое перечисление. Используя тео-
рему рекурсии, выберем бесконечную последовательность попарно различных
чисел {ni}i∈N такую, что

ϕni
(0) = c(ni, 0)

для всех i. Для любых различных i и j имеем〈
c(ni, 0), c(nj , 0)

〉
6∈ η.

Это следует из того, что для всех e, x, i тогда и только тогда выполняется〈
c(e, x), c(ni, 0)

〉
∈ η, когда найдется конечная последовательность

c(e, x) = c(e0, x0), c(e1, x1), . . . , c(ek, xk) = c(ni, 0),

для которой
ϕej (xj) = c(ej+1, xj+1)

для всех j < k. Определим в.п. множество A, положив

A =
⋃
i

[c(ni, 0)]η,

где через [y]η обозначается класс эквивалентности η элемента y.
Перейдем к построению нужной нумерации α. Для этого выберем однознач-

ную вычислимую нумерацию µ семейства A такую, что µ(0) — наименьший
по включению элемент A, и сильно вычислимую двойную последовательность
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{µs(x)}s,x∈N, для которой µt(x) ⊆ µt+1(x) и µ(x) =
⋃
s µs(x) для всех t, x. Так-

же выберем сильно вычислимую тройную последовательность {βk,s(x)}s,x∈N,
для которой βk,t(x) ⊆ βk,t+1(x) и βk(x) =

⋃
s βk,s(x) для всех k, t, x. В постро-

ении α для всех y и z таких, что y, z ∈ [c(ni, 0)]η для некоторого i, выполним
равенство α(y) = α(z), а для всех x 6∈ A выполним α(x) = µ(0). Тогда α будет
полной, поскольку для всех e, x будет справедливо

(2) α(c(e, x)) =

{
α(ϕe(x)), если ϕe(x) ↓,
µ(0), если ϕe(x) ↑ .

Через l будем обозначать функцию, определенную для всех k, e, s равенством

l(k, e, s+ 1) = max{y 6 s : ∀x 6 y [ϕe,s(x) ↓ &βk,s(x) � y = αs(ϕe,s(x)) � y]}
(для определенности положим l(e, k, 0) = 0). В конце построения будем иметь,
что для всех k, e существует предел lims l(k, e, s) и

βk = α ◦ ϕe ⇔ lim
s
l(k, e, s) =∞.

Одновременно с построением нумерации α будут определяться функцииm, r, h,
которые будут использоваться для выполнения условия

βk 6= α ◦ ϕe
для всех k, e, и функции q и снова h, которые будут использоваться для вы-
полнения α(N) = A.
Построение

Шаг 0. Полагаем α0(c(ni, 0)) = ∅ для всех i, и α0(x) = µ(0) для всех x, таких
что

x 6∈ {c(ni, 0) : i ∈ N}.
Для всех k, e определим

m(k, e, 0) = r(k, e, 0) = q(k, 0) = h(k, 0) = 0.

На каждом шаге s+ 1 для всех k, e, x будем полагать m(k, e, s+ 1) = m(k, e, s),
r(k, e, s+1) = r(k, e, s), q(k, s+1) = q(k, s), h(k, s+1) = h(k, s) и αs+1(x) = αs(x),
если явно не указано обратное. Это же соглашение мы будем использовать и в
последующих построениях.

Шаг s+1 = 3c(c(k, e), u)+1. Выполняем βk 6= α◦ϕe. Если l(k, e, s+1) > m(k, e, s),
то для каждого i 6 s, удовлетворяющего условиям

∀c(p, d) < c(k, e) [r(p, d, s) < i],

∀b 6 c(k, e) [q(b, s) < i],

h(i, s) 6 2i,

выберем z > 2i и t, для которых

αs(c(ni, 0)) ⊆ µt(z),
и определим

h(i, s+ 1) = z.

Отметим, что в силу справедливости для каждого конечного множества F
условия (1), требуемые t и z существуют. Также положим

m(k, e, s+ 1) = r(k, e, s+ 1) = s.
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Шаг s+1 = 3c(z, u)+2. Выполняем µ(z) ∈ α(N). Если не существует i 6 q(z, s)
такого, что h(i, s) = z и

∀c(p, d) < z [r(p, d, s) < i],

∀b < z [q(b, s) < i],

то выберем наименьшее i, удовлетворяющее последним двум условиям, для
которого

αs(c(ni, 0)) = ∅,
и определим

h(i, s+ 1) = z,

q(z, s+ 1) = i.

Если требуемое i существует, то переходим к следующему шагу.

Шаг s+1 = 3c(c(x, i), u)+3. Выполняем α(c(ni, 0)) = α(x), если
〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ η,

и α(N) = {α(c(nj , 0)) : j ∈ N}. Полагаем

αs+1(x) = αs(x) ∪ αs(c(ni, 0)),

если
〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ ηs, и

αs+1(c(ni, 0)) = αs(c(ni, 0)) ∪ µs(h(i, s)).

Этим завершается построение. Для каждого x положим α(x) =
⋃
s αs(x). По-

кажем, что нумерация α является искомой.

Лемма 1. Для всех p, d существует конечный предел lims r(p, d, s).

Доказательство. Поскольку для любых p и d функция s 7→ r(p, d, s) не убы-
вает, предел lims r(k, e, s), возможно бесконечный, существует. Предположим,
что, для некоторых k, e выполняется

lim
s
r(k, e, s) =∞.

Будем считать, что такое c(k, e) наименьшее из возможных. Согласно шагам
s+ 1 = 3c(c(k, e), u) + 1, u ∈ N, построения, выполняется также

lim
s
l(k, e, s) =∞.

Тогда βk = α ◦ϕe и действия, выполняемые на шагах s+ 1 = 3c(c(k, e), u) + 1 и
s+1 = 3c(c(x, i), u)+3, i, u ∈ N, влекут, что A\α(N) бесконечно. Действительно,
если на шаге s+1 = 3c(c(k, e), u)+1 для некоторого i определяется h(i, s+1) = z,
то z > 2i и q(z, s + 1) = i. Отсюда и из построения следует, что для всех, за
исключением лишь конечного числа, i выполняется α(c(ni, 0)) = µ(z) = α(x)
для некоторого z > 2i и для любого x такого, что

〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ η. Учиты-

вая однозначность нумерации µ, приходим к бесконечности разности A\α(N).
Таким образом, получаем противоречие с равенством A = βk(N). �

Из конечности для всех k, e предела lims r(k, e, s) следует выполнение

βk 6= α ◦ ϕe,
а также конечность пределов lims q(k, s) и lims h(k, s). По определению α имеем,
что α(N) ⊆ A. Действия, выполняемые на шагах s + 1 = 3c(z, u) + 2 и s + 1 =
3c(c(x, i), u) + 3, влекут, что для каждого z найдется i, для которого

α(c(ni, 0)) = µ(z)
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(отсюда, A ⊆ α(N)), и для всех x, y таких, что
〈
x, y
〉
∈ η, выполняется

α(x) = α(y).

Наконец, поскольку в построении α затрагиваются только номера x ∈ A, имеем
α(y) = µ(0) для всех y 6∈ A. Таким образом, для всех e, x выполняется (2). Этим
завершается доказательство теоремы. �

Следствие 1. Пусть A — семейство всех в.п. множеств или (графиков) всех
ч.в. функций. Тогда классы Kc(A), Kp(A) и Kr(A) эффективно бесконечны.

Доказательство. Согласно [20] семейство A обладает однозначной вычисли-
мой нумерацией. Поскольку оно также для каждого конечного множества F
удовлетворяет условию (1), применяя теорему 1, получаем заключение след-
ствия. �

Из следующего предложения вытекает, что класс Kp(A) \ Kc(A) не является
эффективно бесконечным как при A = E , так и при A = F .

Предложение 1. Пусть A — вычислимое семейство, для которого ∅ ∈ A.
Тогда любая его предполная вычислимая нумерация является полной.

Доказательство. Пусть ν — предполная вычислимая нумерация семейства A.
Не ограничивая общности, будем считать, что ν(0) = ∅. Выберем вычислимую
двухместную функцию f такую, что для всех e и всех x ∈ domϕe выполняется
равенство

ν(f(e, x)) = ν(ϕe(x)).

Пусть ψ — произвольная частично вычислимая функция. Определим частично
вычислимую функцию ϕn, считая по теореме рекурсии изначально известным
ее индекс n. Для произвольного x выберем (если оно существует) наименьшее s,
удовлетворяющее одному из двух условий:

1) νs(f(n, x)) 6= ∅ и ϕn,s(x) ↑,
2) предыдущее условие не выполняется и ψs(x) ↓.

Если выбранное для x наименьшее s удовлетворяет первому условию, то опре-
делим ϕn(x) = 0, а если второму, то полагаем ϕn(x) = ψ(x). Если не существу-
ет s, удовлетворяющего одному из этих условий, то положим ϕn(x) ↑. Покажем,
что для всех x справедливо

ν(f(n, x)) =

{
ν(ψ(x)), если ψ(x) ↓,
∅, если ψ(x) ↑ .

Предположим, напротив, существует x, не удовлетворяющий этому условию.
Тогда либо ψ(x) ↑ и ν(f(n, x)) 6= ∅, либо ψ(x) ↓ и ν(f(n, x)) 6= ν(ψ(x)). В каждом
из этих случаев приходим к тому, что ν(f(n, x)) 6= ∅ и ϕn(x) = 0. Тогда

∅ 6= ν(f(n, x)) = ν(ϕn(x)) = ν(0) = ∅.
Из полученного противоречия следует, что любой x удовлетворяет требуемому
условию. В силу произвольности выбора ψ, нумерация ν полна. �

Нетрудно видеть, что в предложении 1 условие «∅ ∈ A» можно заменить на
«B ∈ A», где B — вычислимый и наименьший по включению элемент A. Если
семейство A не содержит вычислимый наименьший по включению элемент, то
приходим к следующему вопросу.
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Вопрос 1. Существует ли вычислимое семейство A, для которого класс
Kp(A) \Kc(A) эффективно бесконечен?

4. Семейства с эффективно бесконечными классами Kr(A) \Kp(A)

В настоящем разделе доказывается достаточное условие эффективной бес-
конечности классов Kr(A) \Kp(A), которому так же удовлетворяют семейства
E и F .

Теорема 2. Пусть A — семейство, содержащее наименьший по включению
элемент и обладающее разрешимой вычислимой нумерацией. Тогда существу-
ет такая вычислимая функция g, что для всех x, если Cx ⊆ H(A) и Cx не
содержит разрешимых нумераций, то αg(x) ∈ Kr(A) \Kp(A) и ξ 66 αg(x) ка-
кова бы ни была нумерация ξ ∈ Cx.

Доказательство. Достаточно доказать, что по любой вычислимой последова-
тельности {βk}k∈N неразрешимых нумераций семейства A можно эффективно
построить такую удовлетворяющую теореме рекурсии непредполную вычисли-
мую нумерацию α семейства A, что βk 66 α для всех k.

Определим функцию l(k, e, s) как в доказательстве теоремы 1. Одновремен-
но с построением нумерации α будут определяться функции m, r, h, q, кото-
рые будут использоваться для выполнения тех же условий, что и в доказа-
тельстве теоремы 1, а также функции v и w для выполнения в α теоремы
рекурсии и условия ее непредполноты соответственно. Также, чтобы α не бы-
ла предполной, построим частично вычислимую функцию ψ такую, что для
каждой вычислимой функции f будет существовать x, для которого ψ(x) ↓ и
α(ψ(x)) 6= α(f(x)). Пусть µ — разрешимая вычислимая нумерация семейства A
такая, что µ(0) — наименьший по включению элемент A.

Построение

Шаг 0. Полагаем α0(x) = µ(0) и ψ0(x) ↑ для всех x. Для всех k, e определим

m(k, e, 0) = r(k, e, 0) = q(k, 0) = h(k, 0) = v(k, 0) = w(k, 0) = 0.

Шаг s+1 = 5c(c(k, e), u)+1. Выполняем βk 6= α◦ϕe. Если l(k, e, s+1) > m(k, e, s),
то полагаем m(k, e, s+ 1) = r(k, e, s+ 1) = s.

Шаг s+1 = 5c(z, u)+2. Выполняем µ(z) ∈ α(N). Если не существует x 6 q(z, s)
такого, что h(x, s) = z и

(3) ∀c(p, d) < z [r(p, d, s) < x],

(4) ∀b < z [max{q(b, s), v(b, s), w(b, s)} < x],

то выберем наименьшее x, удовлетворяющее последним двум условиям, для
которого

(5) h(x, s) = 0,

и определим

(6) h(x, s+ 1) = z, q(z, s+ 1) = x.

Если требуемое x существует, то переходим к следующему шагу.
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Шаг s+ 1 = 5c(e, u) + 3. Выполняем ∃n [α(ϕe(n)) = α(n)], если ϕe всюду опре-
делена. Если не существует n 6 v(e, s) такого, что

(7) ∀c(p, d) < e [r(p, d, s) < n],

(8) ∀b 6 e [q(b, s) < n],

(9) ∀b < e [max{v(b, s), w(b, s)} < n],

ϕe,s(n) ↑ ∨ϕe,s(n) ↓6 v(e, s) &h(n, s) = h(ϕe(n), s),

то выберем наименьшее n, удовлетворяющее условиям (7)–(9), для которого
h(n, s) = 0, и определим

(10) h(n, s+ 1) = h(ϕe(n), s), v(e, s+ 1) = max{n, ϕe,s(n)},
(полагаем v(e, s + 1) = n, если ϕe,s(n) ↑). Если нужное n существует, то пере-
ходим к следующему шагу.

Шаг s+ 1 = 5c(e, u) + 4. Выполняем ∃x [ψ(x) ↓ &α(ψ(x)) 6= α(ϕe(x))], если ϕe
всюду определена. Если существует y такое, что

ψs(x) ↓6 w(e, s), ϕe,s(x) ↓6 w(e, s), µ(h(ψ(x), s)) 6= µ(h(ϕe(x), s))

при x = c(y, e), то переходим к следующему шагу. В противном случае, если
существует y, для которого ϕe,s(x) ↓ при x = c(y, e), то выбираем первое z,
удовлетворяющее условиям

(11) ∀c(p, d) < e [r(p, d, s) < z],

(12) ∀b 6 e [max{q(b, s), v(b, s) < z],

(13) ∀b < e [w(b, s) < z],

(14) h(z, s) = 0,

и полагаем

(15) ψs+1(x) = z, w(e, s+ 1) = max{z, ϕe(x)}, h(z, s+ 1) = a,

для наименьшего a такого, что µ(a) 6= µ(h(ϕe,s(x), s)). Если требуемого y не
существует, то переходим к следующему шагу.

Шаг s+ 1 = 5c(x, u) + 5. Полагаем

(16) αs+1(x) = µs(h(x, s)).

Этим завершается построение. Положим α(x) =
⋃
s αs(x) для каждого x и

ψ =
⋃
s ψs. Покажем, что нумерация α является искомой.

Лемма 1. Для всех p, d существует конечный предел lims r(p, d, s).

Доказательство. Поскольку для любых p и d функция s 7→ r(p, d, s) не убы-
вает, предел lims r(k, e, s), возможно бесконечный, существует. Предположим,
что, для некоторых k, e выполняется

lim
s
r(k, e, s) =∞.

Будем считать, что такое c(k, e) наименьшее из возможных. Согласно шагам
s+ 1 = 5c(c(k, e), u) + 1, u ∈ N, построения, выполняется также

lim
s
l(k, e, s) =∞.
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Тогда βk = α◦ϕe. Для любых, за исключением лишь конечного числа, пар
〈
s, x
〉

выполняется
x 6 r(k, e, s)⇒ α(x) = µ(h(x, s)).

Поскольку нумерация µ разрешима, то разрешимой будет и нумерация βk.
Таким образом, приходим к противоречию с выбором нумераций {βi}i∈N. �

Из конечности для всех k, e предела lims r(k, e, s) следует выполнение

βk 6= α ◦ ϕe,
а также конечность пределов lims q(k, s), lims h(k, s), lims v(k, s), lims w(k, s).

По определению α имеем, что α(N) ⊆ A. Поскольку для каждого z существу-
ют сколь угодно большие x и s, удовлетворяющие условиям (3)–(5), а все пере-
численные выше пределы конечны, в силу действий (6) и (16) имеем A ⊆ α(N).

Покажем, что α удовлетворяет теореме рекурсии. Пусть ϕe всюду опреде-
лена. Поскольку существуют сколь угодно большие n и s, удовлетворяющие
условиям (7)–(9), в силу конечности тех же пределов и действий (10) получаем
существование n, для которого α(ϕe(n)) = α(n).

Осталось показать, что нумерация α не является предполной. Пусть ϕe всю-
ду определена. Поскольку существует бесконечно много z, удовлетворяющих
условиям (11)–(14), в силу действий (15) приходим к существованию x ∈ domψ,
для которого α(ψ(x)) 6= α(ϕe(x)). Этим завершается доказательство теоре-
мы. �

Следствие 2. Пусть A — нетривиальное семейство, содержащее наимень-
ший по включению элемент и обладающее разрешимой вычислимой нумера-
цией. Тогда класс Kr(A) \Kp(A) эффективно бесконечен.

Доказательство. Покажем, что никакая разрешимая вычислимая нумерация µ
нетривиального семейства не удовлетворяет теореме рекурсии. После этого
применением теоремы 2 сразу придем к заключению следствия. Выберем но-
мера x0 и x1, для которых µ(x0) 6= µ(x1). Тогда вычислимая функция

f(x) =

{
x0, если µ(x) = µ(x1),

x1, если µ(x) 6= µ(x1),

не имеет неподвижных точек в нумерации µ. �

Следствие 3. Пусть A — семейство всех в.п. множеств или всех ч.в. функ-
ций. Тогда класс Kr(A) \Kp(A) эффективно бесконечен.

5. Эффективная бесконечность классов Kr(A), Kp(A), Kc(A)
конечных семейств в.п. множеств

Перейдем к формулировке и доказательству критерия эффективной беско-
нечности классов Kr(A) конечных семейств в.п. множеств.

Предложение 2. Пусть A — нетривиальное конечное семейство в.п. мно-
жеств. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) A содержит наименьший по включению элемент,
(2) класс Kr(A) эффективно бесконечен,
(3) существует вычислимая нумерация семейства A, удовлетворяющая

теореме рекурсии.
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Доказательство. Импликация (1⇒ 2) сразу следует из теоремы 2. Имплика-
ция (2 ⇒ 3) очевидна. Докажем справедливость импликации (3 ⇒ 1). Пред-
положим, что семейство A не содержит наименьший по включению элемент.
Пусть

R0, . . . , Rn, n > 0,

все минимальные по включению элементы A. Следуя [5] (предложение 4, I §2),
выберем конечные множества

F0 ⊆ R0, . . . , Fn ⊆ Rn
такие, что Fi 6⊆ Rj для любых различных i, j 6 n. Пусть α — произволь-
ная вычислимая нумерация A. Зафиксируем x0, x1, для которых α(x0) = R0 и
α(x1) = R1. Определим вычислимую функцию f , не обладающую неподвиж-
ными точками в нумерации α, выбрав для каждого x наименьшее s такое, что
Fi ⊆ αs(x) для некоторого i 6 n, и положив

f(x) =

{
x1, если F0 ⊆ αs(x),

x0, если F0 6⊆ αs(x).

По определению функции f для каждого x выполняется α(f(x)) 6= α(x). �

Из следующей теоремы вытекает необходимое условие эффективной бесконеч-
ности классов Kc(A) и Kp(A), которое показывает, что для всех конечных
семейств в.п. множеств эти классы не являются эффективно бесконечными.

Теорема 3. Пусть A — семейство, обладающее главной вычислимой ну-
мерацией ν и нумерацией µ, сводимой к любой вычислимой нумерации A.
Пусть K — класс его нумераций, замкнутый относительно эквивалентно-
сти, такой, что

I(K)
def
= {e ∈ Tot : µ⊕ (ν ◦ ϕe) ∈ K} ∈ Σ0

3 и I(K) 6= ∅.
Тогда существует такая вычислимая функция g, что αg(x) ∈ K для любо-
го x и для любой вычислимой нумерации ξ ∈ K найдется y, для которого
выполняется ξ ≡ αg(y).

Доказательство. Поскольку I(K) ∈ Σ0
3, существует вычислимая двухместная

функция h такая, что для всех e справедливо

e ∈ I(K)⇔ ∃z [Wh(e,z) бесконечно].

Зафиксируем вычислимую нумерацию β ∈ K. Равномерно по произвольной
паре

〈
e, z
〉
определим нумерацию α = αg(c(e,z)), удовлетворяющую условиям

1) µ⊕ α ∈ K;
2) если Wh(e,z) бесконечно, то µ⊕ α ≡ µ⊕ (ν ◦ ϕe),
3) если Wh(e,z) конечно, то µ⊕ α ≡ β.

Для каждого x обозначим через tx наименьшее t (если оно существует), для
которого

ϕe,t(x) ↓ & |Wh(e,z),t| > x.

Обозначим через A вычислимое (возможно конечное) множество

A = {t0 < t1 < . . . }.
Для каждого x, если tx определено, то полагаем

α(tx) = ν(ϕe(x)).
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Для каждого y 6∈ A и каждого s определим

αs(y) = βs(y),

если не существует t ∈ A, для которого y < t 6 s. В противном случае выбе-
рем наименьшее t ∈ A, для которого y < t 6 s, а для него, в свою очередь,
наименьшее c(x, u), для которого βt(y) ⊆ µu(x), и определим

αs(y) = µ(x).

Положим α(y) =
⋃
s αs(y).

Если Wh(e,z) бесконечно, то бесконечным будет и A. Тогда по определе-
нию α для всех x выполняется α(tx) = ν(ϕe(x)) и для каждого y 6∈ A мож-
но эффективно указать x, для которого α(y) = µ(x). Отсюда следует, что
µ ⊕ α ≡ µ ⊕ (ν ◦ ϕe). Если же Wh(e,z) конечно, то для всех, за исключени-
ем лишь конечного числа, y выполняется α(y) = β(y). Отсюда и в силу выбора
нумерации µ имеем µ⊕α ≡ β. Этим завершается доказательство теоремы. �

Следствие 4. Пусть A — семейство, обладающее главной вычислимой нуме-
рацией ν и нумерацией µ, сводимой к любой вычислимой нумерации A. Тогда
классы Kp(A) и Kc(A) не являются эффективно бесконечными.

Доказательство. Для всех e имеем

e ∈ I(Kp(A))⇔ e ∈ Tot & ∃i [i ∈ Tot & ∀j∀x [ϕi(c(j, x)) ↓ &ϕj(x) ↓→

→ (µ⊕ (ν ◦ ϕe))(ϕi(c(j, x))) = (µ⊕ (ν ◦ ϕe))(ϕj(x))]]⇔

⇔ Π0
2 &∃ [Π0

2 &∀[Σ0
1 → Π0

2]]⇔ Σ0
3.

Отсюда I(Kp(A)) ∈ Σ0
3 и, по теореме 3, класс Kp(A) не является эффективно

бесконечным. Если A содержит наименьший по включению элемент X, то,
добавив в предыдущем выражении после «i ∈ Tot» конъюнкт

∀j∀x [ϕj(x) ↑→ ϕi(c(j, x)) ↓ & (µ⊕ (ν ◦ ϕe))(ϕi(c(j, x))) = X]

(⇔ ∀ [Π0
1 → Σ0

1 & Π0
2]⇔ Π0

2),

получим, что I(Kc(A)) ∈ Σ0
3. Следовательно, Kc(A) также не является эффек-

тивно бесконечным. �

Согласно [5] любое конечное семейство в.п. множеств A удовлетворяет услови-
ям следствия 4. Поэтому получаем

Следствие 5. Пусть A — конечное семейство в.п. множеств. Тогда классы
Kp(A) и Kc(A) не являются эффективно бесконечными.

Закончим эту работу предложением, которое показывает, что существование
бесконечного числа вычислимых нумераций, принадлежащих классам Kp(A)
и Kc(A), не влечет их эффективную бесконечность. Напомним, что элемент
R ∈ A называется существенным [5], если существует такое Q ∈ A, что R ( Q.

Предложение 3. Пусть A — конечное семейство в.п. множеств, содержа-
щее наименьший по включению элемент и отличный от него существенный
элемент. Тогда A обладает бесконечным числом попарно неэквивалентных
полных вычислимых нумераций.
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Доказательство. Пусть A = {R0, R1, R2, . . . , Rk}, где R0 — наименьший по
включению элемент A и

R0 ( R1 ( R2.

Пусть {Bj}j∈N — последовательность попарно неm-сводимых друг к другу в.п.
множеств. Используя теорему рекурсии, выберем бесконечную последователь-
ность попарно различных чисел {ni}i∈N такую, что

ϕni(0) = c(ni, 0)

для всех i. Для каждого j определим полную вычислимую нумерацию βj се-
мейства A, положив

βj(c(n0, 0)) = R3, . . . , βj(c(nk−3, 0)) = Rk,

βj(c(nk−2+i, 0)) =

{
R1, если i 6∈ Bj ,
R2, если i ∈ Bj .

Для всех x 6∈ {c(ni, 0) : i ∈ N} положим

βj(x) =

{
R0, если ∀i [

〈
x, c(ni, 0)

〉
6∈ η],

βj(c(ni, 0)), если [
〈
x, c(ni, 0)

〉
∈ η],

где η — отношение эквивалентности, определенное в доказательстве теоремы 1.
По определению нумераций βj , j ∈ N, имеем, что для любых u, v

βu 6 βv ⇒ Bu 6m Bv.

Отсюда следует, что A обладает бесконечным числом попарно неэквивалент-
ных полных вычислимых нумераций. �

Применяя следствие 5 и предложение 3, получаем

Следствие 6. Существует вычислимое семейство A, для которого классы
Kp(A) и Kc(A) являются бесконечными, но не являются эффективно беско-
нечными.

Вопрос 2. Пусть семейство A обладает бесконечным числом попарно неэк-
вивалентных вычислимых нумераций, удовлетворяющих теореме рекурсии.
Является ли класс Kr(A) эффективно бесконечным?
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