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Abstract. For a random walk with jumps having strictly stable distri-
butions, we obtain theorems that characterize properties of ladder epochs
and ladder heights. We also give exact expressions for the distribution of
the sojourn time of the random walk trajectory on the positive semi-axis
for a �nite number of steps.

Keywords: random walk, ladder epoch, ladder height, strictly stable
distribution, sojourn time on the semi-axis.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü X, X1, X2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáîçíà÷èì

Sn = X1 + · · ·+Xn, n ≥ 1, S0 = 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì.
Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ëåñòíè÷íûõ âåëè÷èí.
Ââåäåì ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé ïîëîæèòåëüíîé ñóììû (ëåñòíè÷íûé ìî-

ìåíò) è âåëè÷èíó ïåðâîé ïîëîæèòåëüíîé ñóììû (ëåñòíè÷íóþ âûñîòó):

η+ = min{n ≥ 1 : Sn > 0}, χ+ = Sη+ .

Lotov, V.I. Properties of boundary functionals for a random walk with stable

jump distributions.
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Ïîëàãàåì η+ = ∞, åñëè Sn ≤ 0 ïðè âñåõ n ≥ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ëåñòíè÷íàÿ
âûñîòà χ+ îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè âðåìÿ ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé îòðèöàòåëüíîé ñóììû è
åå âåëè÷èíó:

η− = min{n ≥ 1 : Sn < 0}, χ− = Sη− .

Îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè
ðåøåíèè ðàçíîãî ñîðòà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Ðàññìîò-
ðèì, ê ïðèìåðó, çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ìîìåíòà ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ

τb = inf{n ≥ 1 : Sn ≥ b}, b > 0,

è âåëè÷èíû Sτb . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äâèæåíèå òðàåêòîðèè ê óðîâíþ b îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûìè ñêà÷êàìè, ðàñïðåäåëåííûìè îäèíàêîâî ñ χ+, òî
åñòü âåëè÷èíà Sτb ôîðìèðóåòñÿ êàê ñóììà ñëó÷àéíîãî ÷èñëà òàêèõ ëåñòíè÷íûõ
âåëè÷èí. Ïî òîé æå ïðè÷èíå τb ðàâíÿåòñÿ ñóììå ñëó÷àéíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ
âåëè÷èí, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ η+. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ïàðû (τb, Sτb) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïàðû (η+, χ+).
Ýòîò ôàêò äåìîíñòðèðóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â [1, Th. 6] â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

ßñíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ëåñòíè÷íûõ âåëè÷èí âûçûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ,
è ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ñì., íàïðè-
ìåð, [2]�[9] è ëèòåðàòóðó òàì. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîò îòíîñèòñÿ ê èçó÷åíèþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé ëåñòíè÷íûõ âåëè÷èí. Îäíîâðåìåííî
âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî íàõîæäåíèå ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí η+ è χ+, à òàêæå èõ ìîìåíòîâ ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóä-
íîñòÿìè. Ðàçóìååòñÿ, ïðèÿòíûì èñêëþ÷åíèåì çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà
ðàñïðåäåëåíèåX íà ïðàâîé ïîëóîñè ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì èëè ãåîìåòðè-
÷åñêèì äëÿ öåëî÷èñëåííîãî áëóæäàíèÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ χ+ òàêæå áóäåò èìåòü
ýêñïîíåíöèàëüíîå èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, îäíàêî
è çäåñü íàõîæäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ η+ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ F (y) = P(X < y) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.
Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ ïîëåçíûõ
ñâîéñòâ ëåñòíè÷íûõ âåëè÷èí η+ è χ+ â ýòîé ñèòóàöèè, ÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåð-
æàíèå ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ðàáîòû. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ ìîìåíòîâ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η+ (òåîðåìà 1), äëÿ ìîìåíòîâ χ+ â ïðåäïîëîæåíèè î ñèì-
ìåòðè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿX (òåîðåìà 3), à òàêæå íàéäåíî â òî÷íîì âèäå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íàä ðàñïðåäåëåíèåì χ+, åñëè ñêà÷êè áëóæäàíèÿ èìåþò
ñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (òåîðåìà 2). Ïðèâåäåíû òàêæå íåêîòîðûå
îöåíêè ñíèçó äëÿ ìîìåíòîâ ëåñòíè÷íûõ âåëè÷èí.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìîòðåí åùå îäèí ãðàíè÷íûé ôóíê-
öèîíàë îò òðàåêòîðèè � âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ. Íàéäåíî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè òàêæå ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêà÷êè áëóæäàíèÿ èìåþò ñòðîãî óñòîé÷èâîå
ðàñïðåäåëåíèå (òåîðåìà 4).

Íàïîìíèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-
âûì, åñëè îíî íå ñîñðåäîòî÷åíî â íóëå è äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóþò ïî-
ñòîÿííûå ÷èñëà cn > 0 è γn òàêèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Sn ñîâïàäàåò ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì cnX + γn ([11, Ch. 6]). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíñòàíòû cn îáÿçàòåëüíî
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èìåþò âèä cn = n1/α, ãäå 0 < α ≤ 2. Âñå óñòîé÷èâûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåïðåðûâíû. Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óñòîé÷èâûì, åñëè γn = 0 â
ïðèâåäåííîì âûøå îïðåäåëåíèè.

2. Ñâîéñòâà ëåñòíè÷íûõ âåëè÷èí

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñòðîãî óñòîé÷èâîå ðàñïðå-
äåëåíèå, îáîçíà÷èì q := P(X > 0). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(1) Ezη+ = 1− (1− z)q, |z| < 1,

P(η+ = n) = (−1)n−1 q(q − 1) . . . (q − n+ 1)

n!
, n ≥ 1,

(2) Eηλ+ =
λ

Γ(1− λ)

∞∫
0

(1− e−u)q

uλ+1
du ≤ 1

Γ(1− λ)
· q

q − λ
, 0 < λ < q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (1) èçâåñòíà, îíà ïðèâåäåíà çäåñü äëÿ ïîëíîòû êàð-
òèíû. Ïî-âèäèìîìó, ýòà ôîðìóëà âïåðâûå âñòðåòèëàñü â [2]. Ïîÿñíèì îäèí èç
ñïîñîáîâ åå ïîëó÷åíèÿ. Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñîâìåñòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí χ+ è η+ èçâåcòíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñì.,
íàïðèìåð, [10, Ch. 12, Cor. 12.2.1]): äëÿ âåùåñòâåííûõ t è |z| < 1

(3) 1−E(eitχ+zη+ ; η+ < ∞) = exp

{
−

∞∑
n=1

zn

n
E
(
eitSn ; Sn > 0

)}
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè

P(Sn > 0) = P(Sn/n
1/α > 0) = P(X > 0) = q,

ïîýòîìó ðàñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

k=n

P(Sn > 0)

n
= ∞,

îòêóäà ñëåäóåò ([10, Ch. 12, Cor. 12.2.5]), ÷òî P(η+ < ∞) = 1. Ýòîò æå âûâîä
ìîæíî ñäåëàòü, ïîëîæèâ t = 0 â (3) è óñòðåìëÿÿ z → 1. Ïîëó÷àåì òåïåðü èç
(3) ïðè t = 0

1−Ezη+ = exp

{
− q

∞∑
n=1

zn

n

}
= exp

{
q ln(1− z)

}
= (1− z)q

(âåçäå â ðàáîòå èìååòñÿ â âèäó ãëàâíîå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà).
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1) ïðè q = 1/2 èìååò ìåñòî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè F , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ F (y) = 1− F (−y) (ñì. [11, Ch. 12]).
Ðàçëàãàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ Ezη+ â ðÿä, ïîëó÷àåì

Ezη+ = 1−(1−z)q = qz− q(q − 1)

2
z2+· · ·+(−1)n−1 q(q − 1) . . . (q − n+ 1)

n!
zn+. . . ,

òî åñòü

P(η+ = n) = (−1)n−1 q(q − 1) . . . (q − n+ 1)

n!
.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (2) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíè-
åì [12], ñâÿçûâàþùèì ìîìåíò ïîðÿäêà λ ∈ (0, 1) ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëü-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà g(u) = E exp{−uY }:

(4) EY λ =
λ

Γ(1− λ)

∞∫
0

1− g(u)

uλ+1
du, 0 < λ < 1.

Èñïîëüçóÿ (1) ïðè z = e−u, u ≥ 0, è ñâîéñòâî (4), ïîëó÷àåì

(5) Eηλ+ =
λ

Γ(1− λ)

∞∫
0

(1− e−u)q

uλ+1
du.

Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê uq−λ−1, ïîýòîìó
ïðè λ ≥ q ìîìåíò Eηλ+ íå ñóùåñòâóåò. Èìååì ïðè 0 < λ < q

Eηλ+ ≤ λ

Γ(1− λ)
min
A>0

( A∫
0

uq

uλ+1
du+

∞∫
A

1

uλ+1
du

)

=
λ

Γ(1− λ)
min
A>0

(
Aq−λ

q − λ
+

A−λ

λ

)
=

λ

Γ(1− λ)

(
1

q − λ
+

1

λ

)
=

1

Γ(1− λ)
· q

q − λ
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (5), íåòðóäíî ïîëó÷àòü òàêæå îöåíêè ñíèçó äëÿ
Eη+. Ïóñòü 0 < A < 2, òîãäà

∞∫
0

(1− e−u)q

uλ+1
du ≥

A∫
0

(1− u/2)quq

uλ+1
du+

∞∫
A

(1− e−A)q

uλ+1
du

≥ (1−A/2)q
Aq−λ

q − λ
+ (1− e−A)q

A−λ

λ
.

Ïîýòîìó

Eηλ+ ≥ λ

Γ(1− λ)
max

0<A<2

(
(1−A/2)q

Aq−λ

q − λ
+ (1− e−A)q

A−λ

λ

)
, 0 < λ < q.

Íàõîæäåíèå òî÷êè ìàêñèìóìà çäåñü òðåáóåò ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, ìû èõ íå
ïðèâîäèì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïðèâåäåííûå îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ èíòå-
ãðàëà (5) îáå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé Aq−λ/(q − λ)
è A−λ/λ.

Äàëåå íàéäåì ÿâíûé âèä äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ëåñòíè÷íîé âûñîòû
χ+, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî ñèììåòðè÷íîìó çàêîíó Êîøè.

Íàïîìíèì, ÷òîX èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè Cm,σ, åñëè åãî ïëîòíîñòü ðàâíà

(6) cm,σ(y) =
1

π
· σ

σ2 + (y −m)2
, −∞ < y < ∞.

Çäåñü, î÷åâèäíî,

F (x) = Cm,σ(x) =
1

2
+

1

π
arctan

(
x−m

σ

)
,

ãäå m, σ � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, σ > 0,

q = P (X > 0) =
1

2
+

1

π
arctan

m

σ
.
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Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñòðîãî óñòîé÷èâî ñ ïîêàçàòåëåì α = 1. Ýòî íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç âèäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

φ(t) := EeitX = eimt−σ|t|.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F (y) = P(X < y) = C0,σ(y), òîãäà äëÿ ëþáîãî u > 0

E e−uχ+ = 1− 1√
uσ

Γ

(
uσ

2π
+ 1

)(
uσ

2πe

)−uσ/2π

.

Çäåñü Γ(λ) � èçâåñòíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâàÿ ÷àñòü (3) ÿâëÿåò ñîáîé ïîëîæèòåëüíóþ êîìïîíåí-
òó ôàêòîðèçàöèè [10, Ch. 12], åå ñâîéñòâà õîðîøî èçâåñòíû. Ïðè |z| < 1 ýòà
ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im t > 0, íåïðåðûâíà è îãðà-
íè÷åíà íà çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè. Ïîëîæèì t = iu, u ≥ 0, è ïåðåïèøåì (3),
âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè è ôîðìóëîé (6):

1−E
(
zη+e−uχ+

)
= exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k

∞∫
0

e−uxdP(Sk < x)

}

= exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k

∞∫
0

e−ukxdP(X < x)

}
= exp

{
−

∞∑
k=1

zk

k

∞∫
0

e−ukx

πσ(1 + (x/σ)2)
dx

}

= exp

{
− 1

π

∞∑
k=1

zk

k

∞∫
0

e−ukσx

1 + x2
dx

}
.

Ïóñòü 0 < z < 1. Îáîçíà÷èì ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ z, u, σ

Sn(x) =

n∑
k=1

zke−uσkx

k(1 + x2)
, x > 0.

Ïðè êàæäîì n ôóíêöèÿ Sn(x) íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà ïî x, îíà ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n. Î÷åâèäíî,

Sn(x) → − ln(1− ze−uσx)

1 + x2
, n → ∞.

Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è èíòåãðèðóåìà íà (0,∞). Ïîëó÷àåì â ñèëó
òåîðåìû î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè

lim
n→∞

∞∫
0

Sn(x) dx =

∞∫
0

lim
n→∞

Sn(x) dx = −
∞∫
0

ln(1− ze−uσx)

1 + x2
dx.

Èìååì â èòîãå
1−Ee−uχ+ = 1− lim

z→1
E
(
zη+e−uχ+

)
= lim

z→1
exp

{
1

π

∞∫
0

ln(1− ze−uσx)

1 + x2
dx

}
= exp

{
1

π

∞∫
0

ln(1− e−uσx)

1 + x2
dx

}
.

Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû 4.319 [13, p. 568],

I(a) :=
1

π

∞∫
0

ln(1− e−2aπx)

1 + x2
dx = −

[
1

2
ln 2aπ + a(ln a− 1)− ln Γ(a+ 1)

]
, a > 0.
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Ïîëàãàÿ a = uσ/2π, áóäåì èìåòü

Ee−uχ+ = 1− exp{I(a)} = 1− 1√
uσ

exp

{
ln Γ

(
uσ

2π
+ 1

)
− uσ

2π

(
ln

uσ

2π
− 1

)}

= 1− 1√
uσ

Γ

(
uσ

2π
+ 1

)(
uσ

2πe

)−uσ/2π

.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Åñëè F = Cm,σ, òî, î÷åâèäíî,

1−Ee−uχ+ = exp

{
1

π

∞∫
0

ln(1− e−uσx)

1 + (x−m/σ)2
dx

}
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X èìååò ñèììåòðè÷íîå ñòðîãî óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïîêàçàòåëåì α, òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

φ(t) = E exp{itX} = exp{−c|t|α}

ïðè íåêîòîðîì c > 0. Òîãäà ïðè 0 < λ <
α

2

(7) Eχλ
+ =

λ

Γ(1− λ)

∞∫
0

√
1− exp{−cuα}

uλ+1
du ≤ cλ/α

Γ(1− λ)
· α

α− 2λ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôàêòîðèçàöèîííûì òîæäåñòâîì ([10, Ch. 12]),
êîòîðîå â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî è íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ áëóæ-
äàíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

1− φ(t) = (1− φ+(t)) · (1− φ−(t)) ,

ãäå φ±(t) = Eeitχ± . Ðàñïðåäåëåíèÿ χ+ è −χ− ñîâïàäàþò â ñèëó óñëîâèÿ ñèì-
ìåòðè÷íîñòè, ôóíêöèÿ φ(t) âåùåñòâåííà, ïîýòîìó

1− φ(t) = (1− φ+(t))(1− φ−(t)) = (1− φ+(t))(1− φ+(t))

= (1− φ+(t))(1− φ+(t)) = |1− φ+(t)|2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

|1− φ+(t)| =
√

1− φ(t) =
√

1− e−c|t|α .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñâåðõó (7) âíîâü èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (4). Äëÿ
ëþáîãî A > 0 èìååì

(8) Eχλ
+ =

λ

Γ(1− λ)

∞∫
0

1− φ+(iu)

uλ+1
du =

λ

Γ(1− λ)

∞∫
0

√
1− exp{−cuα}

uλ+1
du

=
λ

Γ(1− λ)

 A∫
0

√
1− exp{−cuα}

uλ+1
du+

∞∫
A

√
1− exp{−cuα}

uλ+1
du

 .

Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âåäåò ñåáÿ êàê
√
c uα/2−λ−1,

ïîýòîìó ïðè λ ≥ α/2 ìîìåíò Eχλ
+ íå ñóùåñòâóåò. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåí-

ñòâàìè √
1− exp{−cuα} ≤

√
c uα/2,

√
1− exp{−cuα} ≤ 1,
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èìååì ïðè 0 < λ < α/2

Eχλ
+ ≤ λ

Γ(1− λ)
min
A>0

√
c

A∫
0

uα/2

uλ+1
du+

∞∫
A

1

uλ+1
du

 .

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ìèíèìóì âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ äîñòèãàåòñÿ ïðè
A = c−1/α, ïîýòîìó ïðèõîäèì ê îöåíêå

Eχλ
+ ≤ λ cλ/α

Γ(1− λ)

(
1

α/2− λ
+

1

λ

)
=

cλ/α

Γ(1− λ)
· α

α− 2λ
.

□

ßâíîå âûðàæåíèå (8) äëÿ Eχλ
+ ïîçâîëÿåò òàêæå ïîëó÷àòü äëÿ ýòîãî ìîìåíòà

ðàçëè÷íûå îöåíêè ñíèçó. Ïðèâåäåì îäíó èç íèõ.
Äëÿ 0 < λ < α/2 èìååì

∞∫
0

√
1− exp{−cuα}

uλ+1
du ≥

∞∫
0

1− exp{−cuα}
uλ+1

du ≥
1∫

0

cuα − c2u2α/2

uλ+1
du+

∞∫
1

1− e−c

uλ+1
du

=
c

α− λ
− c2

2(2α− λ)
+

1− e−c

λ
=: C(λ, α).

Òàêèì îáðàçîì, èç (8) ïîëó÷àåì

Eχλ
+ ≥ λC(λ, α)

Γ(1− λ)
, 0 < λ < α/2.

3. Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ

Äàëåå ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñî ñêà÷êàìè, èìåþùèìè ñòðîãî
óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ââåäåì

Tn =

n∑
k=1

I{Sk>0}, n ≥ 1, T0 = 0,

ãäå IA(ω) = 1, åñëè ω ∈ A, è IA(ω) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
Tn åñòü ÷èñëî òî÷åê k, 1 ≤ k ≤ n, òàêèõ, ÷òî Sk > 0.

Õîðîøî èçâåñòåí çàêîí àðêñèíóñà î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Tn (ñì., ê ïðèìåðó, [14, Ch. 4, �20], [11, Ch.12]). Â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ
èçó÷àåòñÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ â äðóãèõ ìíîæåñòâàõ, îòëè÷íûõ îò (0,∞), ñì. [15]�[18] è ëèòåðàòóðó
òàì. Íèæå áóäåò íàéäåíî çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P(Tn = k) â òî÷íîì âèäå â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñòðîãî
óñòîé÷èâà. Çàìåòèì, ÷òî òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ P(Tn = k) äàâíî èçâåñòíû, åñëè
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX íåïðåðûâíî è ñèììåòðè÷íî ([11, Ch.12]).

Îñíîâíîé íàø ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
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Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X ñòðîãî óñòîé÷èâà. Îáîçíà÷èì q = P(X > 0). Òîãäà ïðè âñåõ n ≥ 1,
1 ≤ k < n

P(Tn = k) =
q(q + 1)(q + 2) . . . (q + k − 1)(1− q)(2− q) . . . (n− k − q)

k!(n− k)!
,

P(Tn = n) =
q(q + 1)(q + 2) . . . (q + n− 1)

n!
.

P(Tn = 0) =
(1− q)(2− q) . . . (n− q)

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôàêòîðèçàöèÿ [10]: äëÿ |z| < 1,

1− zφ(t) = R+(z, t)R−(z, t),

ãäå

R−(z, t) = exp

{
−

∞∑
n=1

zn

n
E (exp{itSn}; Sn ≤ 0 )

}
,

R+(z, t) = exp

{
−

∞∑
n=1

zn

n
E (exp{itSn}; Sn > 0 )

}
.

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 1 â [14, ãë. 4, �20]).

(9) P(Tn = k) = P(Tk = k)P(Tn−k = 0), 0 ≤ k ≤ n,

(10)

∞∑
k=0

zkP(Tk = 0) = R−1
− (z, 0), 0 ≤ z ≤ 1,

(11)

∞∑
k=0

zkP(Tk = k) = R−1
+ (z, 0), 0 ≤ z ≤ 1.

Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíî òàêæå âûðàæåíèå òðîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
íàä ðàñïðåäåëåíèåì ïàðû (Tn, Sn) â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ââåäåííîé ôàêòîðè-
çàöèè ([14], [19]):

∞∑
n=0

znE
(
vTneitSn

)
=

R+(z, t)

(1− zφ(t))R+(zv, t)
=

1

R−(z, t)R+(zv, t)
.

Íà÷íåì ñ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P(Tk = 0). Â ñèëó ñòðîãîé óñòîé÷âîñòè

P(Sn ≤ 0) = P(X ≤ 0) = 1− q

ïðè ëþáûõ n ≥ 1. Èìååì â ñèëó (10)
∞∑
k=0

zkP(Tk = 0) = R−1
− (z, 0) = exp

{ ∞∑
n=1

zn

n
P(Sn ≤ 0 )

}

= exp

{
(1− q)

∞∑
n=1

zn

n

}
= exp{(q − 1) ln(1− z)} = (1− z)q−1.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå

dk(1− z)q−1

dzk
= (1− q)(2− q) . . . (k − q)(1− z)q−k−1, k ≥ 1,
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ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè íóëÿ

(1− z)q−1 = 1 + z(1− q) +
z2

2
(1− q)(2− q) + . . . .

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè zk â ýòîì ðàçëîæåíèè ðàâåí

P(Tk = 0) =
(1− q)(2− q) . . . (k − q)

k!
, k ≥ 1,

è, ñîîòâåòñòâåííî,

(12) P(Tn−k = 0) =
(1− q)(2− q) . . . (n− k − q)

(n− k)!
, 1 ≤ k < n, P(T0 = 0) = 1.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì èç (11)
∞∑
k=0

zkP(Tk = k) = R−1
+ (z, 0) = exp

{ ∞∑
n=1

zn

n
P(Sn > 0 )

}

= exp

{
q

∞∑
n=1

zn

n

}
= exp{−q ln(1− z)} = (1− z)−q.

Çäåñü

dk(1− z)−q

dzk
= q(q + 1)(q + 2) . . . (q + k − 1)(1− z)−q−k, k ≥ 1,

ïîýòîìó

(13) P(Tk = k) =
q(q + 1)(q + 2) . . . (q + k − 1)

k!
, k ≥ 1.

Èç (9), (12) è (13) ñëåäóåò äëÿ 1 ≤ k < n

P(Tn = k) =
q(q + 1)(q + 2) . . . (q + k − 1)(1− q)(2− q) . . . (n− k − q)

k!(n− k)!
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. □

Àâòîð áëàãîäàðåí À.À. Äóáíÿêîâó, ïðèíèìàâøåìó ó÷àñòèå â íåêîòîðûõ ðàç-
äåëàõ äàííîé ðàáîòû.
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