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Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåìû
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ðåëåéíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, â òîì
÷èñëå ñ ãèñòåðåçèñîì, èññëåäóþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò (ñì., íà-
ïðèìåð, [1]�[4]) è íàõîäÿò ïðèëîæåíèå â áèîëîãèè, ìåäèöèíå, ôèçèêå,
ýêîíîìèêå, ýêîëîãèè è äð., ïðè÷åì ãèñòåðåçèñ çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî
ñðåäè àêòèâíî èññëåäóåìûõ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé (ñì., íàïðèìåð, [5]�[9]).
Îáñóæäåíèå ãèñòåðåçèñíîãî ôåíîìåíà è îáçîð åãî ïðèëîæåíèé ìîæíî
íàéòè â ðàáîòàõ [4] è [10]�[13].
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì òðàêòóåò ãèñòåðåçèñ-

íûå íåëèíåéíîñòè êàê îïåðàòîðû èëè ïðåîáðàçîâàòåëè ñ ïðîñòðàíñòâàìè
ñîñòîÿíèé [14]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñâîéñòâà òîëüêî íåêîòîðûõ êëàñ-
ñîâ ãèñòåðåçèñíûõ îïåðàòîðîâ õîðîøî èçó÷åíû, è èõ ôèçè÷åñêóþ ðåàëè-
çóåìîñòü ìîæíî îòíåñòè ê îáùåìó ñâîéñòâó, âàæíîìó äëÿ ïðèëîæåíèé.
Îäíàêî íåÿñíûìè îñòàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé ñèñòåì. Èõ èçó÷åíèå îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ãèñòåðåçèñíûå îïåðàòîðû íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñèëüíîé äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè è ìîãóò èìåòü âåñüìà ñëîæíûå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ÷òî
îòìå÷åíî â ðàáîòå [15]. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíîñòè èññëåäîâàòåëè íå óòðà-
òèëè èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç
ïîñëåäíèõ íàó÷íûõ ðàáîò [16]�[20], ðàçâèâàþùèõ äàííîå íàïðàâëåíèå.
Â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ðåëåéíûé ãèñòåðåçèñ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê íåñîâåðøåíñòâà ðåëå, êîòîðîå çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà
ïîâåäåíèå ñèñòåìû (ñì., íàïðèìåð, [16] è [21]). Ìåòîäû ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ïðèïàñîâûâàíèÿ, íåïîäâèæíûõ òî÷åê è òî÷å÷íûõ îòîáðà-
æåíèé ñûãðàëè áîëüøóþ ðîëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæè-
ìîâ (ñì., íàïðèìåð, [1], [22]�[24]) è äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ íåîáõîäèìû-
ìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ êóñî÷íî-èíòåãðèðóåìûõ (â òîì ÷èñëå ðåëåéíûõ)
ñèñòåì è îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ âîçìîæíûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ, ÷òî
ïîäòâåðæäàþò ðàáîòû [25]�[27].
Â îáçîðíîé ñòàòüå [28], ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãèñòåðåçèñîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðå-
ìåííîé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ïðèâåäåíî áîëüøîå ðàçíîîáðà-
çèå îïðåäåëåíèé ãèñòåðåçèñà, â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå
ñâîéñòâà ãèñòåðåçèñíûõ îïåðàòîðîâ, ìîäåëèðóþùèõ ïðîöåññû ðàçëè÷-
íîé ïðèðîäû è ìåíÿþùèõñÿ â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè ïðèëîæåíèÿ. Îä-
íî èç òàêèõ îïðåäåëåíèé èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Â ñòàòüå îò-
ìå÷åíî, ÷òî òåîðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äåòàëüíî
ðàçðàáîòàíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè ãèñòå-
ðåçèñíûìè îïåðàòîðàìè, íî ïîäîáíîé òåîðèè íåò äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì
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ñ ãèñòåðåçèñîì. Ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ êîëåáàíèé â ìíîãîìåðíûõ ãèñòåðå-
çèñíûõ ñèñòåìàõ óïîìÿíóòà êàê îñîáî ñëîæíàÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïàðà-
ìåòðû, îò êîòîðûõ çàâèñèò äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãèñòåðåçèñíûõ ñè-
ñòåì, çàäàþòñÿ ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ è ìîãóò ìåíÿòüñÿ â ïðîöåññå ýêñ-
ïëóàòàöèè ðåàëüíîé ñèñòåìû, íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò àêòóàëüíûìè
ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ [29] è íåîãðàíè÷åííûõ
ðåæèìîâ [30], à òàêæå âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè [31] è íåóñòîé÷èâîñòè ýòèõ
ðåæèìîâ ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ. Ðàçâèòèå èäåé è ïîäõîäîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ óïðàâëåíèåì íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñîì,
â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîñòðåáîâàíî â ðîáîòîòåõíèêå è êîñìè÷åñêèõ òåõíî-
ëîãèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [32]).
Àâòîðîì, â òîì ÷èñëå â ñîàâòîðñòâå, èññëåäîâàëèñü ñèñòåìû îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ, ñî-
äåðæàùåé ãèñòåðåçèñ, íàïðèìåð, [33]�[36] ñ äâóõïîçèöèîííûì è [37]�[39]
ñ òðåõïîçèöèîííûì ãèñòåðåçèñíûì ðåëå.
Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõïîçèöèîííîå ðåëå ñ ãèñòåðåçè-

ñîì, êîòîðîå, âî-ïåðâûõ, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíîé ñêàëÿðíîé ìîäåëüþ
ðàçðûâíîãî ãèñòåðåçèñà èç òåõ, ÷òî èçâåñòíû [4], à âî-âòîðûõ, èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìîäåëåé Ïðåéñàõà (ñì., íàïðè-
ìåð, [8] è [19]). Â ðàáîòå [40] äëÿ àâòîíîìíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, çà-
ìêíóòîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïðè ïîìîùè íåèäåàëüíîãî äâóõïîçèöèîííîãî
ðåëå, ïîëó÷åíû èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ óñëîâèåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ èçîëèðîâàííîé óíèìîäàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè íåâûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ êîíòèíóóì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îðáèòû ìîãóò áûòü íåñèììåòðè÷íûìè â ñèñòåìå ñ
ñèììåòðè÷íûì ðåëå. Â îñíîâå ïîäõîäà ëåæèò àíàëèç íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå.
Â ñèëó ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòè ïðåäåëüíûå öèêëû, ñêîëüçÿùèå ðå-

æèìû è áèôóðêàöèè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûìè òèïàìè ïîâåäåíèÿ ðåëåéíûõ
ñèñòåì [16], [41]. Äèíàìèêà íåëèíåéíûõ ñèñòåì íàìíîãî ñëîæíåå, åñëè
îíà ïîäâåðãàåòñÿ âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ (ñì., íàïðèìåð, [42] è [43]). Â
ñòàòüå [43] îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå ðåëåéíîãî âîçìóùåíèÿ íà ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü îäíîãî òèïà îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíîé
ñèñòåìû. Èçâåñòíî [44], ÷òî â ðåëåéíûõ ñèñòåìàõ ïðè âíåøíèõ ïåðè-
îäè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ íàðÿäó ñ îñíîâíûì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì,
ïåðèîä êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ (ðåæèì çà-
õâàòûâàíèÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå), ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñîïóòñòâóþùèå
èì ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäàìè, êðàòíûìè ïåðèîäó ôóíêöèè
âîçìóùåíèÿ (ðåæèìû çàõâàòûâàíèÿ íà ÷àñòîòå ñóáãàðìîíèê) è íåïåðè-
îäè÷åñêèå ðåøåíèÿ (ðåæèì áèåíèé ìåæäó àâòîêîëåáàíèÿìè è âûíóæ-
äåííûìè êîëåáàíèÿìè).
Â ðàáîòàõ [33]�[36] èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåèäåàëüíîé ðåëåéíîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé è íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âîçìóùåíèÿ. Â [33] è [34]
îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ïåðèîäîì,
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ðàâíûì ïåðèîäó ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ, è äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ
çà ïåðèîä â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà ìàòðèöà
ñèñòåìû èìååò ïðîñòûå èëè êðàòíûå âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà,
ñðåäè êîòîðûõ îäíî ïîëîæèòåëüíîå. Â èññëåäîâàíèè [35] ðàññìîòðåíû
âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè, äîñòèæèìîñòè ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà áåç êàñàíèÿ
è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âûáîðà ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîñòè äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îðáèòàëüíî óñòîé÷èâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ñ çàäàííûìè êîëåáàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, â òîì ÷èñëå ñ ïåðèîäîì, êðàò-
íûì ïåðèîäó ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ. Â ñòàòüå [36] îñíîâíîå âíèìàíèå óäå-
ëåíî ìåòîäó äåêîìïîçèöèè ìíîãîìåðíîé ñèñòåìû, îñíîâó êîòîðîãî ñî-
ñòàâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé, è àíàëèòè÷åñêî-
ìó èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè äâóõìåðíîé ñèñòåìû ñ íåòðèâèàëüíîé êëåò-
êîéÆîðäàíà. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ íà
ïàðàìåòðû ðåëåéíîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðè êîòîðûõ â äèíàìèêå ñèñòåìû
ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå ñ çàäàííûì ïåðèîäîì.
Â ðàáîòàõ [37]�[39] äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî ñèììåòðè÷íóþ õàðàêòåðèñòèêó ñ ãèñòå-
ðåçèñîì, ìåðòâîé çîíîé è çîíàìè íàñûùåíèÿ, èçó÷åíû êîëåáàòåëüíûå (â
÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷åñêèå) ðåøåíèÿ, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà êîòîðûõ ïðî-
õîäèò ÷åðåç ÷åòûðå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ çà ïîëíûé îáõîä õàðàêòåðèñòè-
êè è çà íåêîòîðîå âðåìÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì èëè êðàòíûì
ïåðèîäó ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ, ïî ðàçëè÷íûì çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì
(â òîì ÷èñëå ñèììåòðè÷íûì), ñ âûõîäîì èëè áåç âûõîäà â çîíû íàñûùå-
íèÿ.
Äëÿ ðåëåéíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû â [45]�[48] àâòîðîì ðàññìîòðå-

íû ðåøåíèÿ îäíîãî òèïà � äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíûå ðåøåíèÿ, êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò íåïðåðûâíûì âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì ñèñòåìû c
îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé ìåæäó äâóìÿ çàôèêñèðîâàííûìè â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå òî÷êàìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ. Â [45] äîêàçàíû òåî-
ðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è íåñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû ñ
âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå
÷èñëà. Â [46] äàíî îïðåäåëåíèå êîëåáàòåëüíîìó ðåøåíèþ ïðîñòåéøåãî
ïîâåäåíèÿ, óñòàíîâëåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì âîçâðàòà â êàæäóþ òî÷êó ïåðåêëþ÷åíèÿ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíê-
öèåé âîçìóùåíèÿ îáùåãî âèäà. Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âîç-
ìóùåíèÿ äîêàçàí êðèòåðèé äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäîì,
êðàòíûì ïåðèîäó ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ. Â îòëè÷èå îò [46] â ðàáîòå [47]
äîêàçàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñ íåêîòîðûì
ôèêñèðîâàíííûì ïåðèîäîì, à äëÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöåé, ïðîèçâîëüíûì íåíóëåâûì âåêòîðîì ïðè íåëèíåéíîñòè è
âåêòîðîì îáðàòíîé ñâÿçè ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñ îäíîé íåíóëåâîé êîîð-
äèíàòîé) âûïèñàíà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
ìîìåíòà ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè â
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ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðåíû ôóíêöèÿ âîçìóùåíèÿ îáùåãî âèäà è ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ âîçìóùåíèÿ çàäàííîãî âèäà.
Â ñòàòüå [48] èññëåäîâàíà ñèñòåìà ñ íåïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âîç-

ìóùåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè è ôóíêöèè
ñèíóñà. Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âðåìåíà ïåðåõîäà ìåæäó ïî-
âåðõíîñòÿìè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîèçìåðèìû.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå äâóõòî÷å÷íî-

êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðèïàñîâûâàíèÿ â
ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà èìååò ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó ñ ïðîñòûìè âåùå-
ñòâåííûìè íåíóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè è ïî êðàéíåé ìåðå
îäíèì îòðèöàòåëüíûì. Ðàññóæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè÷íî ïåðå-
êëèêàþòñÿ ñ ïîñëåäíèìè óïîìÿíóòûìè ðàáîòàìè, òåì íå ìåíåå àíàëèç
ñóùåñòâåííî äîïîëíåí, ïðèâåäåíû íîâûå ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèÿ
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ðåøåíèÿ è äâèæåíèÿ åãî èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ñ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, à óñòàíîâëåííûå
òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòðèöû ñèñòåìû, â
ýëåìåíòàõ êîòîðîé çàêëàäûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ðåàëüíîãî îáúåêòà
èññëåäîâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ íà ñïåêòð ìàòðèöû ïîçâîëèò ðàçðàáîòàòü îáùèé àëãîðèòì ïîèñêà
ðåøåíèé ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè. Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåé ñòàòüå â
îòëè÷èå îò [45] ñôîðìóëèðîâàíû îáùèå òåîðåìû äëÿ ðåøåíèé â ñëó÷àå,
êîãäà ïåðèîä âîçâðàòà ñîèçìåðèì ñ ïåðèîäîì ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ, â
îòëè÷èå îò [46] ðàññìîòðåí âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû òðàíñöåí-
äåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òî÷åê è ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ, è
äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé
âîçìóùåíèÿ çàäàííîãî âèäà, à â îòëè÷èå îò [47] ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò
îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ n-ìåðíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

Ẏ = AY +BF (σ) +Kf(t), σ = (C, Y ). (1)

Çäåñü ñîáñòâåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû A è âåêòîðû B = (b1, . . . , bn)
∗,

K = (k1, . . . , kn)
∗ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,

ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, Y � âåêòîð ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.
Ôóíêöèåé F (σ) îïèñàíà õàðàêòåðèñòèêà íåèäåàëüíîãî ðåëå ñ ïîëîæè-
òåëüíûì ãèñòåðåçèñîì, äâóìÿ ïîðîãîâûìè çíà÷åíèÿìè ℓ1, ℓ2 è äâóìÿ
çíà÷åíèÿìè âûõîäà m1, m2, ãäå ℓ1, ℓ2, m1, m2 ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü ℓ1 < ℓ2, m1 < m2. Ôóíêöèÿ F (σ(t))
îïðåäåëåíà ïðè íåïðåðûâíîì âõîäå σ(t) äëÿ t ≥ 0 â êëàññå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà çàìêíóòîì
ïðîìåæóòêå [t1, t2], åñëè ëèáî F (σ(t1)) = m1 è σ(t) < ℓ2 ïðè t ∈ [t1, t2],
ëèáî F (σ(t1)) = m2 è σ(t) > ℓ1 ïðè t ∈ [t1, t2]. Ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íà



ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÎ-ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß 995

ïëîñêîñòè (σ, F (σ)) îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò ïîëîæèòåëüíîìó ãèñòåðåçèñó. Ñîãëàñíî [28], åñëè â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò t = t0 èìååì σ(t0) ∈ (ℓ1, ℓ2), òî ñëåäóåò óêàçàòü F (σ(t0)) = m1

èëè F (σ(t0)) = m2 è äàëåå ñëåäîâàòü ïîëîæèòåëüíîìó îáõîäó ïåòëè íà
ïëîñêîñòè (σ, F (σ)): çíà÷åíèå F (σ(t)) ñîõðàíÿåòñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ âñåõ
t > t0 äî òåõ ïîð, ïîêà σ(t) íå äîñòèãíåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ℓ2 ñíèçó èëè
ℓ1 ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî; êàê òîëüêî σ = ℓ1 èëè σ = ℓ2, òîò÷àñ çíà÷åíèå
F (σ(t)) ìåíÿåòñÿ íà m1 èëè m2 ñîîòâåòñòâåííî.
Âåêòîð C = (c1, . . . , cn)

∗ îïðåäåëÿåò îáðàòíóþ ñâÿçü â ñèñòåìå, ÿâëÿ-
åòñÿ âåùåñòâåííûì è íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ôóíêöèÿ âîçìóùåíèÿ f(t)
ïðèíàäëåæèò êëàññó íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïîëàãàåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ C è K, à òàêæå çíà÷åíèÿ ℓ1, ℓ2, m1

è m2 ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû, êîòîðûå ïîäëåæàò âûáîðó. Â ñèëó òîãî,
÷òî ïàðàìåòðû, îò êîòîðûõ çàâèñèò äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãèñòåðå-
çèñíîé ñèñòåìû, çàäàþòñÿ ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ è ìîãóò ìåíÿòüñÿ
â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ñèñòåìû, âîçíèêàþò âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ
îãðàíè÷åííûõ ðåæèìîâ. Òàêîìó ðåæèìó ñîîòâåòñòâóåò è äâóõòî÷å÷íî-
êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû.
Äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ÷àñòî

ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìà êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôàçîâîå ïðî-
ñòðàíñòâî êîòîðûõ äåëèòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ðàçëè÷íûå
îáëàñòè [49]. Êðîìå òîãî, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðèëîæåíèÿìè, êàñàåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòè: äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè âîçìóùå-
íèÿ èëè ôóíêöèè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [42], [49] è [50]). Â ñëó÷àå äâóõòî÷å÷íî-
êîëåáàòåëüíîãî ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî ïåðèîäè÷íîñòü ïî âðåìåíè âîçâðà-
òà åå èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà êàæäóþ ïîâåðõíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïðè
ýòîì ðåøåíèå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü êàê êëàññó ïåðèîäè÷åñêèõ, òàê è
êëàññó íåïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-ôóíêöèé.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíîå äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøå-

íèå ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, â
êàæäóþ èç êîòîðûõ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ ÷åðåç
îäèíàêîâîå âðåìÿ (âðåìÿ âîçâðàòà).
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïî èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñèñòå-

ìû (1) è óñòàíîâëåíèþ óñëîâèé íà åå ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå ñ îäíèì òèïîì ïîâåäåíèÿ. Êðîìå òîãî,
âàæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ ïîñòðîåíèÿ
òðàåêòîðèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èëè
èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ê ñèñòåìå ïðèìåíÿåòñÿ íåîñîáîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ëóðüå, êîòîðîå ïðèâîäèò ìàòðèöó ñèñòåìû ê äèàãîíàëü-
íîìó âèäó. Ê òàêîìó ïîäõîäó, à èìåííî, èñïîëüçîâàòü äèàãîíàëüíûå ìàò-
ðèöû, ÷òîáû óïðîñòèòü àíàëèç è ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû â àíàëèòè÷åñêîì
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âèäå, ÷àñòî ïðèáåãàþò èññëåäîâàòåëè (ñì., íàïðèìåð, [50]�[53]). Ñòðîèò-
ñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
ìîìåíòîâ âðåìåíè è òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Èäåþ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñèñòå-
ìû äëÿ èçó÷åíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðåäëîæèë Â.È. Çóáîâ â [24]
äëÿ àâòîíîìíîãî ñëó÷àÿ.
Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ è îðãàíèçîâàíà ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå îïèñàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è, ââåäå-
íû îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâåäåíà ìàòðèöà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, à òàêæå âûïèñàíà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïðåäñòàâ-
ëåíû âî âòîðîì ðàçäåëå è âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû (òåîðåìà 1), óñëîâèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (òåîðåìà 2 äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà âðåìÿ âîçâðàòà íå êðàòíî, íî ñîèçìåðèìî ñ ïåðèîäîì ôóíêöèè
âîçìóùåíèÿ, è òåîðåìà 3 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êðàòíî), à òàêæå òåîðåìó
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) (òåîðåìà 4) è ñëåäñòâèå ê íåé. Â
òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâåäåí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð äëÿ òðåõìåðíîé ñè-
ñòåìû.

1 Îïðåäåëåíèÿ. Îáùèé ïîäõîä

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lµ, µ = 1, 2, ïîâåðõíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ (ïîâåðõíîñòü
ðàçðûâà [16]) σ = ℓµ. Äàäèì

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êîé ïåðåêëþ÷åíèÿ íàçîâåì òàêîå ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû (1), ïðè êîòîðîì âõîäíàÿ ôóíêöèÿ σ(t) äîñòèãàåò îäíîãî èç ïî-
ðîãîâûõ çíà÷åíèé ℓµ (µ = 1, 2), à âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ F (σ(t)) ïðè ýòîì
ìåíÿåò çíà÷åíèå âûõîäà m1 íà m2 èëè íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðàìåòðàìè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íàçîâåì òî÷êè
ïåðåêëþ÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìîìåíòû âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ
ïðè ïåðâîì îáõîäå ïåòëè ãèñòåðåçèñà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåøåíèå Y (·) ñèñòåìû (1) íàçîâåì äâóõòî÷å÷íî-
êîëåáàòåëüíûì ñ âðåìåíåì âîçâðàòà Tf íà ïîâåðõíîñòü Lµ, µ = 1, 2,
åñëè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ñóùåñòâóþò òî÷êè ïåðåêëþ÷å-
íèÿ Y 1 ∈ L1 è Y 2 ∈ L2 òàêèå, ÷òî åñëè Y 1 = Y0 èëè Y 2 = Y0, òî
Y0 = Y (t0 + rTf ), ãäå t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, Tf > 0, r ∈ N.
Çàìå÷àíèå. Ïåðâîìó îáõîäó ïåòëè ãèñòåðåçèñà ñîîòâåòñòâóåò r = 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ 3 äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìîæåò èìåòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå áîëåå äâóõ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ
çà âðåìÿ âîçâðàòà Tf , íî òîëüêî äâå èç íèõ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè âîç-
âðàòà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è, ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå â

êëàññå íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé è ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðûå âîçâðàùàåòñÿ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
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ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåì
ìåòîä ïðèïàñîâûâàíèÿ, à äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ÷èñëà òî-
÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ îïðåäåëÿåì ïîâåäåíèå (òðàåêòîðèþ) èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ðåøåíèÿ.
Ñîãëàñíî ìåòîäó ïðèïàñîâûâàíèÿ, ïîëàãàåì ñîâìåùåíèå òî÷åê ïåðå-

êëþ÷åíèÿ ñ òî÷êàìè �ñøèâàíèÿ� òðàåêòîðèé, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â ñèëó
ðàçíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (1) ïðè F (σ) = m1 è F (σ) = m2. Ñ ëþ-
áîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìîé ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ: åñëè (C, Y ) < ℓ2, òî

äèíàìèêà ñèñòåìû çàäàåòñÿ Ẏ = AY +Bm1+Kf(t), åñëè (C, Y ) > ℓ1, òî

Ẏ = AY +Bm2 +Kf(t).
Äàëåå îïèøåì ïîâåäåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ ñ äâóìÿ òî÷-

êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü, íàïðèìåð, èçîá-
ðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå íà ïî-
âåðõíîñòè L1 â òî÷êå Y 1 â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 è â ìîìåíò âðåìåíè
t = t1 ïîïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü L2 â òî÷êó Y 2, â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðè
F (σ) = m1. Çàòåì îíà âîçâðàùàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 + Tf íà
ïîâåðõíîñòü L1 â òî÷êó Y 1, â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðè F (σ) = m2. Äàëåå
äâèæåíèå ïîâòîðÿåòñÿ r ðàç, ò. å. èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ äâè-
ãàåòñÿ îò îäíîé òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ê äðóãîé, ïîïàäàÿ ïîî÷åðåäíî â
êàæäóþ èç íèõ ÷åðåç âðåìÿ Tf . Ââåäåì îáîçíà÷åíèå τ1 = t1 − t0 è ðàñ-
ñìîòðèì τ1, Tf , Y

1, Y 2 â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïèñàíèåì ïîâåäåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ äàäèì

Îïðåäåëåíèå 4. Âåêòîð-ôóíêöèÿ Y (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

Ẏ = AY + Bm1 + Kf(t) íà èíòåðâàëå [t0 + (r − 1)Tf , t1 + (r − 1)Tf ),

r ∈ N, è ðåøåíèåì ñèñòåìû Ẏ = AY + Bm2 + Kf(t) íà èíòåðâàëå
[t1 + (r − 1)Tf , t0 + rTf ) ñ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ Y 1 è Y 2 â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
(i) óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè âîçâðàòà Tf � ðàâåí-
ñòâàì Y 1 = Y (t0) = Y (t0 + rTf ), Y

2 = Y (t1) = Y (t1 + rTf );
(ii) óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ � ðàâåíñòâó
(C, Y µ) = ℓµ, µ = 1, 2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 4, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïðèïàñîâûâàíèÿ è
ôîðìóëó Êîøè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ, âûïèøåì âñïîìîãàòåëüíóþ
ñèñòåìó íà îòðåçêå [t0, t0 + Tf ]. Èìååì

ℓ1 = (C, Y 1), ℓ2 = (C, Y 2), (2)

ãäå

Y 2 = eAτ1Y 1 +

t1∫
t0

eA(t1−τ)(Bm1 +Kf(τ))dτ,
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Y 1 = eA(Tf−τ1)Y 2 +

Tf+t0∫
t1

eA(Tf+t0−τ)(Bm2 +Kf(τ))dτ.

Ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (2) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé è äëÿ
äàëüíåéøåãî àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ òðåáóåò óïðîùåíèÿ.
Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) det(BABA2B . . . An−1B) ̸= 0,
2) ìàòðèöà A èìååò âåùåñòâåííûå ïðîñòûå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà λi (i = 1, n), ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ÿâëÿåòñÿ îòðèöà-
òåëüíûì (ïóñòü λs < 0, ãäå s � íåêîòîðûé èíäåêñ, ïðèíèìàþùèé çíà÷å-
íèå îò 1 äî n).
Â ýòîì ñëó÷àå ê ñèñòåìå (1) ïðèìåíèì íåîñîáîå ïðåîáðàçîâàíèå Y =

SX, ïðèâîäÿùåå ìàòðèöó A ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Ïóñòü, íàïðèìåð,
ìàòðèöà S èìååò âèä (ñì. [51])

S = −


N1(λ1)

D′(λ1)
· · · N1(λn)

D′(λn)
...

. . .
...

Nn(λ1)

D′(λ1)
. . .

Nn(λn)

D′(λn)

 , (3)

ãäå D′(λi) = dD(p)
dp

∣∣∣
p=λi

, D(p) = |A− pE|, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

Nh(p) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, â êîòîðîé êîîðäèíàòû h-ãî ñòîëáöà
çàìåíåíû êîîðäèíàòàìè âåêòîðà B, p � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïàðà-
ìåòð.
Ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

Ẋ = A0X +B0F (σ) +K0f(t), σ = (Γ, X), (4)

ãäå

A0 =

λ1 0
. . .

0 λn

 , B0 = S−1B =

 1
. . .
1

 ,

K0 = S−1K =

k01
. . .
k0n

 , Γ = S∗C =

γ1
. . .
γn

 .

Êîîðäèíàòû γi (i = 1, n) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

γi =
−1

D′(λi)

n∑
h=1

chNh(λi). (5)

Ñëåäóÿ [51], ïîëàãàåì γs îòëè÷íûì îò íóëÿ, îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðà îáðàòíîé ñâÿçè íóëåâûìè. Ñîãëàñíî ìåòîäó
ñå÷åíèé ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, òàêîå óñëîâèå íà âåêòîð Γ ïîçâîëÿåò
âìåñòî n-ìåðíîé ñèñòåìû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî σ(t) è óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò xj
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(j = 1, n, j ̸= s) âåêòîðà ñîñòîÿíèé ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ
σ(t) = γsxs(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ σ̇(t) = λsσ(t) + γs(F (σ(t)) +
k0sf(t)) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ
èìååò âèä

σ(t) = σ0e
λs(t−t0) + γse

λst

mµ

t∫
t0

e−λsτdτ + k0s

t∫
t0

e−λsτf(τ)dτ

 , σ0 = σ(t0).

Âûïèøåì óñëîâèÿ íà îòðåçêå [0, Tf ]. Íà îòðåçêå [0, t1] èìååì mµ = m1,
íà÷àëüíîå óñëîâèå t0 = 0, σ0 = ℓ1 è ãðàíè÷íîå óñëîâèå σ(t1) = ℓ2. Íà
îòðåçêå [t1, Tf ] èìååì mµ = m2, íà÷àëüíîå óñëîâèå t0 = t1, σ0 = ℓ2 è ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå σ(Tf ) = ℓ1. Ïåðåìåííûå xj îïðåäåëÿþòñÿ èç ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ẋj(t) = λjxj(t) + F (σ(t)) + k0j f(t).

Ñèñòåìà (2) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêæå óïðîùàåòñÿ, ðàñïàäàÿñü íà
ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ âðåìåíè
ïåðåêëþ÷åíèÿ t1 è Tf

ℓ2 =

(
ℓ1 +

γsm1

λs

)
eλst1 − γsm1

λs
+ γsk

0
s

t1∫
0

eλs(t1−τ)f(τ)dτ,

ℓ1 =

(
ℓ2 +

γsm2

λs

)
eλs(Tf−t1) − γsm2

λs
+ γsk

0
s

Tf∫
t1

eλs(Tf−τ)f(τ)dτ

(6)

è ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ X1 = (x11, . . . , x
1
n)

∗,
X2 = (x21, . . . , x

2
n)

∗ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñè-
ñòåìû (4)

x1s = ℓ1/γs, x2s = ℓ2/γs,

x1
j =

eλjTf

1− eλjTf

m1

t1∫
0

e−λjτdτ +m2

Tf∫
t1

e−λjτdτ + k0j

Tf∫
0

e−λjτf(τ)dτ

 ,

x2
j =

eλjt1

1− eλjTf

 Tf∫
t1

e−λj(Tf−τ)
(
m2 + k0j f(τ)

)
dτ +

t1∫
0

e−λjτ
(
m1 + k0j f(τ)

)
dτ

 ,

j = 1, n, j ̸= s. (7)

2 Ðåçóëüòàòû

Ïóñòü ôóíêöèÿ âîçìóùåíèÿ f(t) çàäàåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
âèäà f(t) = f0+f1 sin(ωt+φ1)+f2 sin(2ωt+φ2), ãäå f0, f1, f2, φ1, φ2, ω �
âåùåñòâåííûå è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïðè÷åì f0, f1 è f2 � íåíóëåâûå,
ω > 0. Ïåðèîä ôóíêöèè ðàâåí T = 2π/ω.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü

Q(mµ, t, λi) =
mµ + k0i f0

λi
+

k0i f1
λ2
i + ω2

(λi sin(ωt+ φ1) + ω cos(ωt+ φ1))+

k0i f2
λ2
i + 4ω2

(λi sin(2ωt+ φ2) + 2ω cos(2ωt+ φ2)) . (8)

Cèñòåìà (6) ïðèíèìàåò âèä

ℓ2 = (ℓ1 + γsQ(m1, 0, λs)) e
λst1 − γsQ(m1, t1, λs),

ℓ1 = (ℓ2 + γsQ(m2, t1, λs)) e
λs(Tf−t1) − γsQ(m2, Tf , λs).

(9)

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ñèñòåìå (4) âåêòîð Γ èìååò êîîðäèíàòû γs ̸= 0,
γj = 0, j ̸= s, j = 1, n, è ñóùåñòâóåò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðå-
øåíèå ñ ïàðàìåòðàìè t1, Tf , X

1, X2, ãäå X1 è X2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì (7). Òîãäà Tf = πp/ω, p � ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ Tf -ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé, èëè èìåþò ìåñòî ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:
1) t1 = πm/ω, Tf = πp/ω, p � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m ∈ N è
m < p;
2) φ1 = − arctg(ω/λs) + πh, h ∈ Z;
3) k0s ̸= 0 è k0j = 0, j ̸= s, j = 1, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (4) ñ ïàðàìåòðàìè t1, Tf , X

1 è X2. Â ñèëó íåîñîáîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ óñëîâèÿ (i) è (ii) èç îïðåäåëåíèåì 4 ñ ó÷åòîì îïðåäåëå-
íèÿ 3 äëÿ ðåøåíèÿ X(t) ïðèíèìàþò âèä X1 = X(0) = X(rTf ) ∈ L1,
X2 = X(t1) = X(t1 + rTf ) ∈ L2, r ∈ N, èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå
(a) ℓ1 = σ(0) = σ(rTf ), ℓ2 = σ(t1) = σ(t1 + rTf ), r ∈ N, xµs = ℓµ/γs,
µ = 1, 2;
(b) x1j = xj(0) = xj(rTf ), x

2
j = xj(t1) = xj(t1 + rTf ), j ̸= s.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (a). Íà îòðåçêå [0, Tf ] èìååò ìåñòî ñèñòåìà (9):
ïåðâîå óðàâíåíèå � íà îòðåçêå [0, t1], âòîðîå óðàâíåíèå � íà îòðåçêå
[t1, Tf ]. Àíàëîãè÷íî, íà îòðåçêå [rTf , (r + 1)Tf ], r ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ ñè-
ñòåìà ðàâåíñòâ

ℓ2 = (ℓ1 + γsQ(m1, rTf , λs)) e
λst1 − γsQ(m1, rTf + t1, λs),

ℓ1 = (ℓ2 + γsQ(m2, rTf + t1, λs)) e
λs(Tf−t1) − γsQ(m2, (r + 1)Tf , λs).

(10)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (a), ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (9) è (10) ïðè ðàâíûõ ëå-
âûõ ÷àñòÿõ ñîâïàäàþò, òîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà ðàâåíñòâ

Q(m2, 2Tf , λs) = Q(m2, Tf , λs), Q(m1, Tf , λs) = Q(m1, 0, λs),

Q(mµ, t1, λs) = Q(mµ, Tf + t1, λs).
(11)
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Ïðåîáðàçóåì (8) â êîìïàêòíûé âèä, óäîáíûé äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû (11)
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî λs < 0. Èìååì

Q(mµ, t, λs) =
mµ + k0sf0

λs
−k0sf1 sin(ωt+ φ1 + δ1)√

λ2
s + ω2

−k0sf2 sin(2ωt+ φ2 + δ2)√
λ2
s + 4ω2

,

ãäå δ1 = arctg(ω/λs), δ2 = arctg(2ω/λs). Òîãäà âûïîëíåíèå ñèñòåìû (11)
ðàâíîñèëüíî ïðè k0s ̸= 0 âûïîëíåíèþ ñèñòåìû ðàâåíñòâ

sin(φ1 + δ1) = sin(ωTf + φ1 + δ1) = sin(2ωTf + φ1 + δ1),

sin(φ2 + δ2) = sin(2ωTf + φ2 + δ2) = sin(4ωTf + φ2 + δ2),

sin(ωt1 + φ1 + δ1) = sin(ω(Tf + t1) + φ1 + δ1),

sin(2ωt1 + φ2 + δ2) = sin(2ω(Tf + t1) + φ2 + δ2).

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ωTf = (2π/T )Tf è äàëåå âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà. Âî-ïåðâûõ, Tf = pT/2, ãäå p � ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ýòîò ñëó÷àé áûë ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [33], [34] è ñîîòâåò-
ñòâóåò Tf -ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé c ïåðèîäîì Tf = kT , k ∈ N. Âî-
âòîðûõ, Tf = pT/2, ãäå p � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè óñëîâèè,
÷òî φ1 + δ1 = πh, h ∈ Z. Òîãäà èç ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû
âûòåêàåò, ÷òî t1 = mT/2, ãäå m ∈ N è m < p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T = 2π/ω,
èìååì t1 = πm/ω è Tf = πp/ω. Óñëîâèÿ 1) è 2) òåîðåìû 1 âûïîëíåíû.
Èç óñëîâèÿ (b) ñëåäóþò ðàâåíñòâà âèäà (11), â êîòîðûõ âìåñòî λs

ðàññìàòðèâàþòñÿ λj . Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçíûå, òî φ1 ̸=
− arctg(ω/λj). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî k0j = 0. Óñëîâèå 3) òåîðåìû 1 âû-
ïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòå-
ìå (4) äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè
óñòàíîâëåíî. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. □

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (6) îò-
íîñèòåëüíî t1 è Tf ïîëó÷åíû â òåîðåìå 2 èç [45] â ñëó÷àå, êîãäà Tf ̸= kT ,
k ∈ N. Ïðèâåäåì ýòó òåîðåìó â ïðèíÿòûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáîçíà÷å-
íèÿõ äëÿ ñèñòåìû â âèäå (9). Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9) ñ Tf = pT/2,
p � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p > 1, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 1 è ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) äëÿ íåêîòîðîãîm∈N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâî ℓ2+γsQ(m1, 0, λs)<0
è ðàâåíñòâî

ℓ2(m) = (ℓ1 + γsQ(m1, 0, λs)) e
λs(mT/2) − γsQ(m1, 0, λs);
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2) äëÿ t1 = mT/2, γs < 0 è íå÷åòíîãî p ∈ N, p > m, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

m2(p) =
λs

γs

eλspT/2 − 1

1− eλs(pT/2−t1)
(ℓ1 + γsQ(m1, 0, λs)) +m1.

Òîãäà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (9) èìååò ðåøåíèå (t1, Tf ),
ãäå Tf = pT/2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [45] ïðè b0s = 1, Q = Q(m1, 0, λs), τ1 = t1 =
mT/2 è τ2 = Tf − t1 = (p−m)T/2.
Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà

â [33], òåîðåìà 1, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Tf = kT , k ∈ N, è λs > 0. Èòàê,
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) ñ Tf = pT/2 = kT â îáîçíà÷åíèÿõ íàñòîÿùåé
ñòàòüè èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ïðè íåêîòîðîì k ∈ N èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

m2 −m1e
λskT + (1− eλskT )L > 0, m1 < L < m2,

ãäå

L = −λsℓ1
γs

+mµ − λsQ(mµ, 0, λs),

è ðàâåíñòâî

t1 = kT +
1

λs
ln

m2 −m1

(1− eλskT )L+m2 −m1eλskT
; (12)

2) îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (12) âåëè÷èíà t1 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó
óðàâíåíèþ ñèñòåìû (9).
Òîãäà ïðè Tf = kT ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) èìååò ðåøåíèå t1, ãäå t1 ∈
(0, kT ).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1
èç [33], åñëè âìåñòî λs > 0 ðàññìîòðåòü λs < 0, à T/k çàìåíèòü íà kT .
Äàëåå äîêàæåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ Y (t) ñèñòåìû (1).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ òåîðåìû 2 èëè òåîðåìû 3 è
äîïîëíèòåëüíî t1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì (èëè åäèíñòâåííûì) ðåøåíè-
åì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9), Tf � âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9).
Òîãäà ñóùåñòâóåò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ
òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ Y 1 = SX1 è Y 2 = SX2 â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ãäå S îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (3), X1 è X2 � ôîðìóëàìè (7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è îïðåäåëåíû ïà-
ðàìåòðû m, p, ℓ1, ℓ2(m), m1, m2(p), k

0
s è γs, òî ñèñòåìà (9) èìååò ðåøåíèå

t1 = mT/2, Tf = pT/2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è îïðåäåëå-
íû ïàðàìåòðû k, ℓ1, ℓ2, m1, m2, k

0
s è γs, òî ñèñòåìà (9) èìååò ðåøåíèå t1,

êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (12), è Tf = kT .
Óñëîâèÿ òåîðåìû 2 èëè òåîðåìû 3 íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ X(t) ñèñòåìû (4), ïîñêîëüêó ñèñòåìà (9) ïðè
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âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ ìîæåò èìåòü äðóãèå ðåøåíèÿ t1 è Tf , êîòîðûå
îòâå÷àþò ìîìåíòàì âðåìåíè äîñòèæåíèÿ èëè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé
ïåðåêëþ÷åíèÿ L1 è L2. Ïîêàæåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå óñëîâèå òåîðåìû 4.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 4, ïðè r = 1 íà èíòåðâàëå [0, t1) èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâî mµ = m1 è íåðàâåíñòâî (C, Y ) < ℓ2. Äëÿ ðåøåíèÿ X(t)
ñèñòåìû (4) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä (Γ, X) < ℓ2. Íà èíòåð-
âàëå [t1, Tf ) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâî mµ = m2 è íåðàâåíñòâî (C, Y ) > ℓ1
äëÿ Y (t) èëè (Γ, X) > ℓ1 äëÿ X(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè
t1 ïðîèñõîäèò ïåðâàÿ âñòðå÷à èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ ñ L2 è ïåð-
âîå èçìåíåíèå F (σ) ñî çíà÷åíèÿ m1 íà m2. Òàêîå ïîâåäåíèå èçîáðàæàþ-
ùåé òî÷êè ðåøåíèÿ îïèñàíî ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (9). Ïîýòîìó â
óñëîâèè òåîðåìû òðåáóåì, ÷òî t1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì åãî ðåøåíèåì (â
ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ðåøåíèé) èëè åäèíñòâåííûì. Àíàëîãè÷íî, â ìîìåíò
âðåìåíè Tf ïðîèñõîäèò ïåðâîå âîçâðàùåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøå-
íèÿ íà L1 è ïåðâîå èçìåíåíèå F (σ) ñî çíà÷åíèÿ m2 íà m1. Ïîâåäåíèå
íà îòðåçêå [t1, Tf ] îïèñàíî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (9), ïîýòîìó è
òðåáóåì, ÷òî Tf ÿâëÿåòñÿ åãî åäèíñòâåííûì èëè íàèìåíüøèì ðåøåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4 ïîëó÷åííûå çíà-

÷åíèÿ t1 è Tf îòâå÷àþò òî÷êàì ïåðåêëþ÷åíèÿ X1 ∈ L1, X
2 ∈ L2, êîòîðûå

íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (7).
Â ñèëó íåîñîáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (1) è (4) âçàèìîçàìåíÿåìûå,

ïîýòîìó ïîëó÷åííûå äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ðåçóëüòàòû ëåãêî ïå-
ðåíîñÿòñÿ íà èñõîäíóþ ñèñòåìó. Èñõîäÿ èç (5), ïàðàìåòðû ch ñèñòåìû (1)
íàõîäÿòñÿ èç íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé

n∑
h=1

chNh (λj) = 0,

n∑
h=1

chNh (λs) = −D′(λs)γs.

Ïàðàìåòðû ki íàõîäÿòñÿ êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà K ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ K = SK0 èëè ïî ôîðìóëå

ki = −Ni(λs)

D′(λs)
k0s , i = 1, n.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû óñëîâèÿ è íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû (1), ïðè
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò Tf -äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå ñ òî÷êàìè
ïåðåêëþ÷åíèÿ Y 1 ∈ L1, Y

2 ∈ L2 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè òî÷êè íà-
õîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâ Y 1 = SX1, Y 2 = SX2, ãäå S çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3).
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. □

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1) ñ ïàðàìåòðàìè t1, Tf , Y

1 è Y 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:
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1) ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ Tf -ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé, åñëè âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3;
2) ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ Tf -ïåðèîäè÷åñêîé, íî ÿâëÿåòñÿ 2Tf -
ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé, åñëè èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (1) è (4) ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèÿ Y (·) ñèñòåìû (1) ñ ïàðàìåòðàìè t1, Tf , Y

1 è Y 2 ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèÿX(·) ñèñòåìû (4) ñ ïàðàìåòðàìè t1, Tf ,X

1 èX2,
è óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ îáåèõ ñèñòåì.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (4). Âûïèøåì îáùèé âèä ðåøåíèÿ

X(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))
∗ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

xi(t) = xi(t0)e
λi(t−t0) + eλit

t∫
t0

e−λiτ
(
mµ + k0i f(τ)

)
dτ, i = 1, n.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå
íà èíòåðâàëå [(r−1)Tf , t1+(r−1)Tf ), r ∈ N, äëÿ τ ∈ [0, t1) è t0 = (r−1)Tf

èìååò âèä

xi((r − 1)Tf + τ) =
(
x1i +Q(m1, 0, λi)

)
eλiτ −Q(m1, τ, λi), i = 1, n,

íà èíòåðâàëå [t1 + (r− 1)Tf , rTf ) äëÿ τ ∈ [0, Tf − t1) è t0 = t1 + (r− 1)Tf

èìååò âèä

xi((r − 1)Tf + t1 + τ) =
(
x2
i +Q(m2, 0, λi)

)
eλiτ −Q(m2, t1 + τ, λi), i = 1, n.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî óñëîâèþ f(t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Ïîñêîëüêó Tf = kT , k ∈ N, ò. å. Tf ðàâíî èëè êðàòíî T , òî ôóíêöèè

Q(m1, (r − 1)Tf + τ, λi) = Q(m1, τ, λi), τ ∈ [0, t1),

Q(m2, (r − 1)Tf + t1 + τ, λi) = Q(m2, t1 + τ, λi), τ ∈ [0, Tf − t1),

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (8), íå çàâèñÿò îò r. Îòñþäà,

xi(t) = xi(rTf + t) ∀t ≥ 0,

ò. å. ðåøåíèå X(t) ÿâëÿåòñÿ Tf -ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé. Óòâåð-
æäåíèå 1) äîêàçàíî.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà ðåøåíèå

íà èíòåðâàëå [(r−1)Tf , t1+(r−1)Tf ), r ∈ N, äëÿ τ ∈ [0, t1) è t0 = (r−1)Tf

èìååò âèä

xs((r − 1)Tf + τ) =
(
x1s +Q(m1, 0, λs)

)
eλsτ −Q(m1, (r − 1)Tf + τ, λs),

xj((r − 1)Tf + τ) =
(
x1j +m1/λj)

)
eλjτ −m1/λj , j ̸= s,

íà èíòåðâàëå [t1 + (r− 1)Tf , rTf ) äëÿ τ ∈ [0, Tf − t1) è t0 = t1 + (r− 1)Tf

èìååò âèä

xs((r − 1)Tf + t1 + τ) =
(
x2
s +Q(m2, 0, λs)

)
eλsτ −Q(m2, (r − 1)Tf + t1 + τ, λs),

xj((r − 1)Tf + t1 + τ) =
(
x1
j +m2/λj)

)
eλjτ −m2/λj , j ̸= s.
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Âðåìÿ âîçâðàòà Tf íå êðàòíî ïåðèîäó T , òàê êàê Tf = pT/2 ñ íå÷åòíûì
p > 1. Ôóíêöèè Q(m1, (r − 1)Tf + τ, λs) äëÿ τ ∈ [0, t1), Q(m2, (r − 1)Tf +
t1+ τ, λs) äëÿ τ ∈ [0, Tf − t1) çàâèñÿò îò ÷åòíîñòè r (ò. å. îòëè÷àþòñÿ äëÿ
÷åòíûõ è íå÷åòíûõ r). Ñëåäîâàòåëüíî, xs((r−1)Tf +τ) ̸= xs(rTf +τ) äëÿ
τ ∈ [0, t1), è xs((r − 1)Tf + t1 + τ) ̸= xs(rTf + t1 + τ) äëÿ τ ∈ [0, Tf − t1),
ò. å. íàðóøàåòñÿ Tf -ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåíèÿ ïî êîîðäèíàòå xs. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ íà ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èíòåðâàëàõ ïî êîîðäèíàòå xs íå ñîâïàäàþò ïðè ÷åòíîì è íå÷åò-
íîì îáõîäàõ ïåòëè ãèñòåðåçèñà, à â èíòåãðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèþ
ñèñòåìû (4) ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íåïåðèîäè÷åñêè ïîâòî-
ðÿþùèõñÿ êóñêîâ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ò. å. ðåøåíèå X(t) íå ÿâëÿåòñÿ
Tf -ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé. Îäíàêî, 2Tf êðàòíî T , è ñëåäîâà-
òåëüíî, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ 2Tf -ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé. Óòâåð-
æäåíèå 2) äîêàçàíî. □

3 Ïðèìåð

Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìå-
ðå ñèñòåìû, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ïîäîáðàíû òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëèñü óñëîâèÿ çàäà÷è è òåîðåì. Ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò êîíñòðóêòèâíîñòü
óñëîâèé òåîðåì è íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.
Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ ñèñòåìó (1) ñ ìàòðèöåé

A =

−16 −13.5 −22.5
27 22.5 36.5
−3 −2.5 −4.5


è âåêòîðîì B = (2.5,−3.5, 0.5)∗. Ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi (i = 1, 3)
ìàòðèöû A åñòü îòðèöàòåëüíîå λ1 = −1 (ïîëîæèì λs = λ1), λ2 = 1 è
λ3 = 2. Âåêòîðû B,AB,A2B ëèíåéíî íåçàâèñèìûå.
Ïóñòü

S =

 1.5 4.5 −3.5
−2.5 −6.5 5.5
0.5 0.5 −0.5

 , detS = 0.5.

Òîãäà B0 = (1, 1, 1)∗. Ïîëîæèì Γ = (−0.5, 0, 0)∗, ãäå γ1 ̸= 0. Ïóñòü âíåø-
íåå âîçìóùåíèå îïèñûâàåò ôóíêöèÿ

f(t) = 0.3 + 1.2 sin(t+ ϕ1) + 0.5 sin(2t+ 1)

ñ ïåðèîäîì T = 2π. Çäåñü ϕ1 ≈ 0.785398 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) òåî-
ðåìû 1. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 3) òåîðåìû 1 ïîëîæèì K0 = (−2, 0, 0)∗.
Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Ïóñòü ℓ1 = −16.1589, m1 = −3,

m = 1 è p = 3. Òîãäà ℓ2(1) ≈ 0.9200, m2(3) ≈ 32.764501, t1 = π è Tf =
3π, ïðè÷åì t1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñðåäè òðåõ ðåøåíèé íà èíòåðâàëå
(0, 3π), à Tf � åäèíñòâåííûì íà èíòåðâàëå (π, 4π).
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Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèÿ 3π-äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîãî ðå-
øåíèÿ c òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ X1 (ñïðàâà) è X2 (ñëåâà)
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (x1, x2, x3).

Èìååì ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (7) òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ

X1 ≈

 32.3178
1.457237
1.466606

 , X2 ≈

 −1.840031
−32.7005942
−16.382188

 .

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà îáðàòíîé ñâÿçè C è âåêòîð K.
Èìååì c1 ≈ −0.5, c2 ≈ −0.5, c3 ≈ −2 è K ≈ (−3, 5,−1)∗.
Cîãëàñíî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò 3π-äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøå-

íèå ñ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ

Y 1 =

 49.901147
−82.200210
16.154215

 , Y 2 =

−92.575062
127.051905
−9.079218


â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû (1).
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê òðàåêòîðèè äâóõòî÷å÷íî-

êîëåáàòåëüíîãî ðåøåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàííîé
ñèñòåìû c òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ (îòìå÷åíû íà òðàåêòîðèè) è äâóìÿ
îáõîäàìè ïåòëè ãèòåðåçèñà. Ïîâåðõíîñòè L1 è L2 îðèåíòèðîâàíû
îðòîãîíàëüíî îñè x1. Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ íà÷èíàåò ñâîå
äâèæåíèå â X1 ∈ L1 (ñïðàâà), â ìîìåíò âðåìåíè t1 = π ïîïàäàåò íà
L2 â òî÷êó X2 (ñëåâà), çàòåì â ìîìåíò âðåìåíè Tf = 3π âîçâðàùàåòñÿ
íà L1 â íà÷àëüíóþ òî÷êó X1. Äàëåå äâèæåíèå îò L1 ê L2 è îáðàòíî
ïîâòîðÿåòñÿ.
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Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíà ìíîãîìåðíàÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ðåëåéíóþ íåëèíåé-
íîñòü ãèñòåðåçèñíîãî òèïà ñ ïàðàìåòðàìè è íåïðåðûâíóþ ïåðèîäè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ âîçìóùåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè.
Ê ñèñòåìå ïðèìåíåíî íåîñîáîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëóðüå, êîòîðîå ïðèâåëî

ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ñ ïðîñòûìè âåùåñòâåííûìè íåíóëåâûìè
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, à ñòîÿùèé ïðè íåëèíåé-
íîñòè âåêòîð ê âåêòîðó ñ ýëåìåíòàìè èç åäèíèö. Äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî
âåêòîðà îáðàòíîé ñâÿçè ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñ îäíèì íåíóëåâûì ýëåìåí-
òîì) è íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè âûïèñàíà ñèñòåìà òðàíñ-
öåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ è
ôîðìóëû äëÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ âîçìóùåíèÿ çàäàíà â âèäå óêîðî÷åííîãî ðÿ-

äà Ôóðüå, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñ âðå-
ìåíåì âîçâðàòà, ñîèçìåðèìûì ñ ïåðèîäîì ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ, è äîêà-
çàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ è åãî ïàðàìåòðàõ ïðè óñëîâèè,
÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî. Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèåé ñ äâóìÿ èëè ÷åòûðü-
ìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ çà ïåðèîä â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû.
Ïðèâåäåí èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé êîíñòðóêòèâíîñòü
óñëîâèé òåîðåì è òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû.
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