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ВАРИАЦИОННОЕ НЕРАВЕНСТВО
ДЛЯ ЗАДАЧИ ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ
С РАЗРЫВНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Д.К. Потапов

Abstract. We study a variational inequality for the Sturm–Liouville
problem with a nonlinearity that is discontinuous in the phase variable.
Previously obtained results for variational inequalities with a spectral
parameter and discontinuous operators are applied to this problem. For
the variational inequality in the Sturm–Liouville problem with disconti-
nuous nonlinearity, we have established theorems on the existence of
semiregular solutions and an upper bound for the value of the bifurcation
parameter. As an application, we consider the variational inequality for
a one-dimensional analog of the Gol’dshtik model for separated flows of
an incompressible fluid.

Keywords: variational inequality, Sturm–Liouville’s problem, disconti-
nuous nonlinearity, Gol’dshtik’s model.

Введение

Существование решений задач Штурма–Лиувилля с разрывными нелиней-
ностями рассматривалось в работах [1]–[7]. О прикладном аспекте таких задач
см., например, работы [8]–[10]. Вариационные неравенства со спектральным
параметром и разрывными правыми частями изучались в работах [11], [12].

Данная работа является продолжением этих исследований. По сравнению
с работами других авторов в данной статье ослаблены ограничения на точки
разрыва нелинейности, рассматриваются полуправильные решения, получена

Potapov, D.K., A variational inequality for the Sturm–Liouville problem with
discontinuous nonlinearity.

c© 2023 Потапов Д.К.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-21-00069,

https://rscf.ru/project/23-21-00069/.
Поступила 13 января 2023 г., опубликована XXXXX.

1



2 Д.К. Потапов

оценка сверху величины бифуркационного параметра, изучаются обобщения
уравнений на вариационные неравенства. В отличие от [11], [12] в данной ра-
боте исследуются вариационные неравенства для обыкновенных дифференци-
альных уравнений, а не эллиптические вариационные неравенства.

1. Постановка задачи. Определения и обозначения

Рассматривается задача нахождения функции u ∈ K, удовлетворяющей
неравенству

b∫
a

p(x)u′(x)(v − u)′dx+

b∫
a

q(x)u(x)(v − u)(x)dx−

λ

b∫
a

g(x, u(x))(v − u)(x)dx ≥ 0 ∀v ∈ K,

(1)

где −∞ < a < b < +∞, p ∈ C1,α([a, b]), q ∈ C0,α([a, b]) (0 < α ≤ 1); λ – поло-
жительный параметр; функция g : (a, b)×R→ R суперпозиционно измеримая,
для почти всех x ∈ (a, b) сечение g(x, ·) имеет на R разрывы только первого
рода, g(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)] для любого u ∈ R, g−(x, u) = lim

η→u
g(x, η),

g+(x, u) = lim
η→u

g(x, η) и |g(x, u)| ≤ β(x) для любого u ∈ R, β ∈ Lq((a, b)),

q > 1; K – выпуклое замкнутое непустое множество в соболевском простран-
стве W 1

2 ((a, b)).
Вариационному неравенству (1) поставим в соответствие эквивалентную за-

дачу Штурма–Лиувилля с разрывной нелинейностью

(2) Lu(x) ≡ −(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = λg(x, u(x)), x ∈ (a, b),

(3) u(a) = u(b) = 0.

Задача (2), (3) при приведенных выше ограничениях на p(x), q(x), λ и g(x, u)
изучалась в работах [4], [5].

Нам потребуются следующие определения.

Определение 1. Сильным решением неравенства (1) называется функция
u ∈ K, удовлетворяющая (1).

Определение 2. Сильным решением задачи (2), (3) называется функция
u ∈W 2

q ((a, b)), q > 1, удовлетворяющая для почти всех x ∈ (a, b) уравнению (2)
и граничным условиям (3).

Отметим, что каждое сильное решение краевой задачи (2), (3) является
сильным решением вариационного неравенства (1).

В дальнейшем используются также следующие определения.

Определение 3. Полуправильным решением неравенства (1) называется та-
кое сильное его решение u, значение которого u(x) для почти всех x ∈ (a, b)
является точкой непрерывности функции g(x, ·).

Определение 4. Прыгающим разрывом функции f : R → R называется та-
кое u ∈ R, что f(u−) < f(u+), где f(u±) = lim

s→u±
f(s).
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Положим

J1(u) =
1

2

b∫
a

p(x)(u′(x))2dx+
1

2

b∫
a

q(x)u2(x)dx, J2(u) =

b∫
a

dx

u(x)∫
0

g(x, s)ds,

Jλ(u) = J1(u)− λJ2(u), U = {u ∈ K : J2(u) > 0} .

2. Теоретические результаты

Применение основного результата из работы [12] к исследуемой задаче дает
нижеследующую теорему о существовании решений вариационного неравен-
ства (1).

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) J1(u) ≥ 0 для любого u ∈ K;
2) для почти всех x ∈ (a, b) функция g(x, 0) = 0 и |g(x, u)| ≤ β(x) для

любого u ∈ R, где β ∈ Lq((a, b)), q > 1;
3) найдется u0 ∈ K, для которого J2(u0) > 0;
4) если пространство N(L) решений задачи Lu = 0, u(a) = u(b) = 0 нену-

левое (резонансный случай), то дополнительно предполагается, что

lim
u∈N(L), ||u||→+∞

J2(u) = −∞;

5) множество K ⊂ H1
◦ ((a, b)) и ограничено.

Тогда существует

0 < λ0 ≤ inf
u∈U

J1(u)

J2(u)

такое, что inf
v∈K

Jλ(v) < 0 для любого λ > λ0 и найдется uλ ∈ K, для которого

(4) Jλ(uλ) = inf
v∈K

Jλ(v).

Если дополнительно для почти всех x ∈ (a, b) функция g(x, ·) имеет только
прыгающие разрывы, то любое uλ, удовлетворяющее условию (4), является
ненулевым полуправильным решением неравенства (1).

Доказательство. Доказательство теоремы 1 сводится к проверке выполнения
условий теоремы 1.1 из работы [12]. В работе [13] проверено выполнение дан-
ных условий в задачах на собственные значения для уравнений эллиптического
типа с разрывными нелинейностями. Для вариационного неравенства (1) (точ-
нее эквивалентной задачи (2), (3)) эти условия проверяются аналогично. Таким
образом, выполнены условия 1)–3) теоремы 1.1 из [12]. Условие 4) теоремы 1.1
из [12] не требует выполнения, поскольку соответствующее отображение T –
компактное, а не антимонотонное. Поэтому утверждение теоремы 1 справед-
ливо согласно теореме 1.1 из [12]. Теорема 1 доказана. �

Следствие 1. Пусть выполнены условия 1)–4) теоремы 1 с K = H1
◦ ((a, b)).

Тогда утверждение теоремы 1 справедливо для задачи (2), (3).

Доказательство. Если J1(u) ≥ γ||u||2 для любого u ∈ H1
◦ ((a, b)), где γ – поло-

жительная константа, независящая от u (коэрцитивный случай), то доказывае-
мое следствие справедливо в силу теоремы из работы [4]. В резонансном случае
справедливость следствия 1 вытекает из теоремы 4 из работы [13]. Следствие 1
доказано. �



4 Д.К. Потапов

В коэрцитивном случае имеет место теорема о более точной оценке свер-
ху величины бифуркационного параметра λ0 (см. утверждение теоремы 1),
начиная с которого вариационное неравенство (1) разрешимо.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 2), 3), 5) теоремы 1 и дополнительно
существует постоянная γ > 0, для которой J1(u) ≥ γ||u||2 для любого u ∈ K.
Тогда справедлива следующая оценка сверху:

λ0 ≤ C · inf
u∈U
||u||,

где константа C = γ/δ, а постоянная δ равна произведению ||β||Lq((a,b)) на
норму оператора P вложения K в Lp((a, b)), p = q/(q − 1), q > 1.

Доказательство. В силу условия 2) теоремы 1 для любого u ∈ K имеем

|J2(u)| =

∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

dx

u(x)∫
0

g(x, s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

β(x)|u(x)|dx ≤ δ||u||,

где δ = ||β||Lq((a,b)) · ||P ||, P – оператор вложения K в Lp((a, b)), p−1 + q−1 = 1.
По условию 3) теоремы 1 множество U непусто. Для

u ∈ U = {u ∈ K : J2(u) > 0}
справедливо неравенство J2(u) ≤ δ||u||, а в силу дополнительного условия до-
казываемой теоремы выполняется неравенство J1(u) ≥ γ||u||2 с положительной
константой γ.

Согласно теореме 1 неравенство (1) разрешимо при λ > J1(u)
J2(u)

. Поэтому
λ > γ

δ ||u|| для u ∈ U . Положив C = γ/δ, получим λ0 ≤ C||u||. Поскольку
последнее неравенство установлено для произвольного u ∈ U , то получаем ис-
комую оценку сверху λ0 ≤ C · inf

u∈U
||u||. Теорема 2 доказана. �

3. Приложения

В качестве приложения установленных теорем приведем одномерный аналог
модели Гольдштика отрывных течений несжимаемой жидкости [8].

Одномерная задача Гольдштика имеет вид

(5) −u′′ = ωg(x, u(x)), x ∈ (0, 1),

(6) u(0) = u(1) = 0,

где параметр ω > 0 – завихренность, а нелинейность

g(x, u) =

{
−1, если u < x− 1,
0, если u ≥ x− 1.

Рассмотрим вариационное неравенство для задачи (5), (6). Имеем задачу
нахождения функции u ∈ K, удовлетворяющей неравенству

(7)
1∫

0

u′(x)(v − u)′dx− ω
1∫

0

g(x, u(x))(v − u)(x)dx ≥ 0 ∀v ∈ K,

где K – выпуклое замкнутое непустое множество в соболевском простран-
стве W 1

2 ((0, 1)). Дополнительно потребуем, что K ⊂ H1
◦ ((0, 1)) и ограничено.

Для неравенства (7) будут выполнены условия теорем 1, 2 данной статьи.
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Действительно, для почти всех x ∈ (0, 1) выполнены соотношения g(x, 0) = 0
и |g(x, u)| ≤ 1 для любого u ∈ R, 1 ∈ Lq((0, 1)), q > 1. Тем самым выполнено
условие 2) теоремы 1.

Аналогично [14] показывается, что найдется u0 ∈ K, для которого
J2(u0) > 0, т.е. выполняется условие 3) теоремы 1.

Условие 5) теоремы 1 выполнено согласно постановке задачи.
Для любого u ∈ K имеем

J1(u) =
1

2

1∫
0

u′
2
dx =

1

2
||u||2 ≥ 0.

Выполнено условие 1) теоремы 1.
Более того, существует константа γ > 0 (например, γ = 1

4 ), для которой
J1(u) ≥ γ||u||2 для любого u ∈ K. Последнее означает, что имеет место коэрци-
тивный случай (т.е. условие 4) теоремы 1 не требует выполнения) и выполнено
дополнительное условие теоремы 2.

Таким образом, для неравенства (7) выполнены как условия теоремы 1, так
и условия теоремы 2. Поэтому утверждения теорем 1, 2 справедливы для од-
номерной задачи Гольдштика. Полученные теоремы проиллюстрированы при-
кладной задачей.
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