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Abstract. Получены весовые оценки типа Зигмунда для гиперсин-
гулярного интеграла на почти однородном метрическом простран-
стве и, на их основе, теоремы о действии данного оператора в весо-
вом пространстве обобщенной переменной гёльдеровости. В качестве
веса рассматривается представитель класса степенных функций. По-
казано, что гиперсингулярный интеграл «ухудшает» характеристику
обобщенного пространства Гёльдера на порядок гиперсингулярного
интеграла. Условия представленных теорем сформулированы в тер-
минах класса Бари–Стечкина, а также специального аналога условия
Дини.
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Введение

Как известно, риссово дробное интегродифференцирование функций многих
вещественных переменных определяет производную через гиперсингулярный
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интеграл [1, с. 483] (см. также [4, 5]), в том числе и на однородных простран-
ствах, например – сфере [6]. Кроме того, всякий однородный дифференциаль-
ный оператор с постоянными коэффициентами может быть выражен гипер-
сингулярным интегралом с характеристикой специального вида [1, с. 530], что
вызывает особый интерес к исследованию таких операторов в контексте задач
математической физики.

Один из основных вопросов качественной теории интегральных операто-
ров состоит в отыскании способа формализации их гладкости, содержательно
характеризующего устойчивость соответствующих уравнений. На этом пути
неизбежны обобщения классических функциональных пространств, в том чис-
ле пространств гёльдеровского типа, введение которых еще в теории эллипти-
ческих уравнений в частных производных мотивировано тем же вопросом. В
качестве простой аналогии можно отметить, что потребность в описании кон-
тинуальных свойств функций с помощью условия Гёльдера возникает еще при
исследовании классического уравнения Пуассона [2, с. 51], в то время как ги-
персингулярный интеграл на n-мерном евклидовом пространстве Rn реализует
дробные степени оператора Лапласа.

Обзор исследования. В настоящей работе рассмотрены операторы гипер-
сингулярного интегрирования по множеству почти однородного метрического
пространства. Исследуется отображение такими операторами функций, удо-
влетворяющих условию типа Гёльдера с локальным модулем непрерывности,
представления о котором подробно раскрываются.

Говоря конкретно, в Теореме 2 доказана ограниченность гиперсингулярного
интеграла D α, заданного Определением 1, при отображении функций из ве-
сового пространства обобщенной переменной гёльдеровости H

ω(·)
0 (Ω, wa), вве-

денного в Определении 7, в случае, когда вес является степенной функцией
вида

(wa) wa(x) := d r(a, x), a, x ∈ Ω, 0 < r ≤ 1,

где d(a, x) означает расстояние на открытом множестве Ω (подробнее см. да-
лее). Это достигается за счет построения оценки типа Зигмунда, представлен-
ной Теоремой 1 в терминах локального модуля непрерывности, определенного
через понятие субметрии: представляя самостоятельную ценность, подобные
неравенства могут быть востребованы в исследовании устойчивости решений
интегральных уравнений первого рода.

Приведенные результаты дополняют полученные авторами ранее в работе
[3] для степенных весов с показателем, большим единицы. Технически «ма-
лость» показателя r у веса (wa) обнаруживает свою специфику в выборе вспо-
могательных неравенств, используемых при доказательстве Теоремы 1, что, в
качестве полезного следствия, влечет за собой, вообще говоря, иные значения
ограничивающих констант, которые часто удается оценить точно.

Если D α выражает дифференциальный оператор (как в случае X = Rn),
условия полученной здесь теоремы о действии могут рассматриваться как до-
статочные условия весовой квалифицированной гладкости функции f и быть
соотнесены с классическими результатами.

Обзор тематической области. Раздел риссовых интегралов и производных
дробного порядка получил развитие методами спектральной теории в таких
известных работах С. Г. Самко, как [4–6]. Основным их результатом явилось
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описание пространства риссовых потенциалов на Rn в терминах разностных
сингулярных интегралов, особенность которых доминирует над размерностью
пространства [7]. Результаты об обращении потенциалов Рисса такими, гипер-
сингулярными, интегралами доказывались на функциях из Lp–пространства,
в том числе — в весовых терминах.

Подходы, основанные на исследовании символов интегральных операторов
на сфере, позволили качественно обобщить теоретические результаты отно-
сительно операторов типа потенциала, в сущности породив самостоятельное
направление анализа сферических сверток. В этом отношении стоит отметить
работу [8], где рассматривались спектры некоторых наиболее часто встреча-
ющихся операторов сферической свертки, а также [9], пионерскую с точки
зрения классификации таких операторов на основании асимптотического по-
ведения на бесконечности их мультипликаторов Фурье–Лапласа. В ней же был
поставлен вопрос о гладкости сферических сверток в терминах обобщенных
пространств Гёльдера, предпосылки к чему имеют довольно богатую историю;
значимым же результатом в этом отношении является теорема об изоморфизме
вида

Aα
(
H φ

(
Sn−1

))
= H φα

(
Sn−1

)
,

где Sn−1 — единичная сфера в Rn, Aα — оператор сферической свертки вида

Aαf(x) :=

∫
Sn−1

k(x · σ) f(σ) dσ, x ∈ Sn−1,

спектр которого {km}∞m=0 в разложении по сферическим гармоникам (мульти-
пликатор Фурье–Лапласа) имеет заданную асимптотику при m → ∞, а φ(h) и
φα(h) есть мажоранты модуля непрерывности, характеризующие обобщенную
гёльдеровость рассматриваемых функций.

Стоит напомнить, что гладкость как свойство непрерывной дифференциру-
емости функций может вводиться весьма разнообразными способами. Напри-
мер, работы [10–12] определяли пространство гладких функций на сфере как
частный случай пространств Бесова. В то же время, альтернативная точка
зрения предполагала введение гладкости в терминах дифференцируемости по
декартовым координатам [13]. Однако работы [14–16] показали возможность
эквивалентной нормировки пространств Гёльдера, возникающих в этих двух
различных подходах.

Свое развитие тематика обобщенно-гёльдеровских пространств получила
в работах [17–19], предлагавших использовать в качестве мажоранты моду-
ля непрерывности произвольный, не обязательно степенной, функциональный
параметр. Гармонический анализ в таких пространствах пополнился резуль-
татами в области теории потенциала [20–23], в том числе и в последние го-
ды: так, исследования [25–27], развивая результаты работы [9], представили
условия ограниченности оператора типа потенциала Рисса со степенно-лога-
рифмическим ядром на сфере, а также связанного с ним стереографической
проекцией пространственного потенциала. В частных случаях оператор осу-
ществляет изоморфизм обобщенных пространств Гёльдера, причем обратный
оператор выражается композицией с гиперсингулярным интегралом. В рабо-
те [28] описаны классы однозначно разрешимых (в пространствах обобщенной
гёльдеровости) интегральных уравнений первого рода, ядро оператора в кото-
рых имеет слабую особенность.
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Интерес к операторам дробного интегродифференцирования переменного
порядка [29–33] был естественно сопряжен с рассмотрением функциональных
пространств, определяющие параметры которых также имеют функциональ-
ную природу. Отметим исследования [34–37], в которых были доказаны, в том
числе, теоремы типа Соболева в случае пространств Лебега с переменным пока-
зателем; работы [38–44], в которых рассматривались пространства Hλ(x) пере-
менной гёльдеровости и действие в них сферических, а затем и пространствен-
ных потенциалов постоянного и переменного (включая комплексные) поряд-
ков, и, наконец, [48, 49], описывающие действие операторов типа потенциала и
гиперсингулярных интегралов, определенных на однородных пространствах, в
Hλ(x) в безвесовом и случае специального веса.

Стоит заметить, что ослабление требований к множеству интегрирования
за счет введения интегралов на множествах почти однородных квазиметри-
ческих пространств [48–50], является существенной проблемой. Отличие под-
хода, применяемого в этом случае, от известных в классической теории со-
стоит в необходимости локализации аналитических свойств функций на таких
пространствах на основании более общих геометрических соображений. Непри-
менимы более замечательные следствия евклидовой метризации пространства:
например, тождество параллелограмма, которое, в случае сферы, приводит ис-
следование в область сферических сверток. Получение оценок типа Зигмунда
затруднено отсутствием формулы Каталана, что потребовало создания ана-
логичного аппарата в работах [48, 49] (здесь он также используется в виде
Лемм 2 и 3). Наконец, оценки вблизи особых точек, например «весовой» точ-
ки a, требует применения специальных неравенств, выводимых, как правило,
непосредственно из неравенства треугольника или, в случае квазиметрических
пространств, его обобщения. Немаловажно, что при этом параметризация кон-
стант, с которыми ограничены соответствующие интегралы, усложняется и
в качественном аспекте: они теперь становятся зависимы от постулируемых
характеристик самого множества интегрирования, что, конечно, играет свою
роль в приложении полученных результатов для решения уравнений.

В настоящее время наибольший интерес представляют пространства обоб-
щенной переменной гёльдеровости, введенные впервые в работе [45]. Исследо-
вания их с точки зрения риссова интегродифференцирования переменного по-
рядка в [46, 47], ставили задачу на гиперсфере и гиперплоскости многомерного
евклидова пространства; известны также результаты для этих пространств в
нестандартном анализе голоморфных функций [51]. Большую значимость име-
ют современные исследования классов Никольского–Бесова, осуществляемые
с введением нового модуля непрерывности [52, 53].

В завершение обзора следует заметить, что генерализация известных функ-
циональных пространств затрагивает не только отдельные пространства ква-
лифицированной гладкости. Так, большой интерес представляет развитие ана-
лиза в пространствах Морри и их обобщениях [54–59], причем спектр подходов
к постановке и решению соответствующих задач демонстрирует разнообразие
даже в такой небольшой выборке референтных работ. Стоит отметить интен-
сивное развитие теории гранд-пространств, которая результатами ряда совре-
менных исследований [60–69] превращена в самодостаточную область анализа.
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Во многом такой широкий спрос на новые результаты в анализе на нестандарт-
ных пространствах продиктован приложениями в математической физике и за-
дачах математического моделирования — такими, как обсуждались, например,
в [70, 71].

Предварительные сведения

Основные определения. Пусть (X, d, µ) — произвольное метрическое про-
странство, где d(x, σ) означает расстояние, а µ(σ) — меру для всяких x, σ ∈ X.
Будем предполагать (X, d, µ) таковым, что все его открытые шары

B(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) < h }
измеримы и удовлетворяют следующему условию роста:

(B) ∀x ∈ X : µB(x, h) ≤ K h ν , когда h → 0, K > 0,

где K не зависит от x, а показатель ν > 0 полагается действительным в рам-
ках данной статьи. Будем полагать также, что все сферы в X удовлетворяют
условию

µS(x, h) = 0, S(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) = h } .
Условимся обозначать замкнутые шары в X символом B[x, h].

Метрику d(x, y) будем полагать симметричной и удовлетворяющей класси-
ческому прямому неравенству треугольника:

(∆1) d(x, σ) ≤ d(x, y) + d(y, σ).

В дальнейшем используется также обратное неравенство треугольника,

(∆2) | d(x, y)− d(y, σ) | ≤ d(x, σ), x, y, σ ∈ X,

эквивалентное (∆1) для симметричных метрик. Наконец, условимся рассмат-
ривать произвольно выбранное множество Ω такое, что

(Ω) Ω ⊂ X, 0 < diam (Ω) < ∞, Ω — открытое.

Определение 1. Пусть выбрано число, понимаемое как порядок гиперсингу-
лярного интеграла:

α ∈ C : 0 < Reα < 1.

Гиперсингулярный интеграл определим следующим выражением:

D αf(x) :=

∫
Ω

f(σ)− f(x)

d ν+α(x, σ)
dσ, x ∈ Ω.

Здесь и далее символ dσ указывает на интегрирование по мере µ(σ) в смысле
главного значения: ∫

Ω

φ(x, σ) dσ = lim
h→+0

∫
Ω\B[x,h]

φ(x, σ) dσ.

Отметим, что в дальнейшем будем опускать явное указание меры, пользуясь
ее свойствами имплицитно через Леммы 2 и 3, а также Теорему 2.

Напомним, далее, что отображение φ между метрическими пространствами
M и N называется субметрией, если для каждой точки x ∈ M образ всякого
замкнутого шара при отображении φ является замкнутым шаром того же ра-
диуса с центром в точке φ(x) [72]. Оттолкнувшись от этого понятия, введем
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следующую характеристику для случая, когда в качестве φ рассматривается
функция:

Определение 2. Будем называть модулем субметрии функции f , опреде-
ленной на Ω, функцию

ωΩ(f, x, h) := sup
σ∈Ω∩B[x,h]

| f(x)− f(σ) | , x ∈ Ω, h > 0.

Наряду с Определением 2 рассмотрим, вслед за [18, с. 49], общее определение
модуля непрерывности, адаптировав его под текущую постановку задачи:

Определение 3. Пусть выбрано число l : 0 < l ≤ diam (Ω). Функцию

M(x, h), x ∈ Ω, 0 < h ≤ l,

будем называть локальным модулем непрерывности, если она удовлетворяет
следующим четырем условиям:

(3.1) ∀x ∈ Ω : M(x, 0) = 0;
(3.2) M(x, h) является неубывающей функцией от h равномерно по x;
(3.3) M(x, h) полуддитивна по h, т.е.

∀x ∈ Ω : M(x, h1 + h2) ≤ M(x, h1) +M(x, h2);

(3.4) M(x, h) есть непрерывная по h функция для всякого x ∈ Ω.

Модуль субметрии из Определения 2 не обязательно является локальным
модулем непрерывности в смысле Определения 3, поскольку свойство (3.3) по-
луаддитивности по h, вообще говоря, не гарантировано. В то же время, важное
следствие свойства (3.3) составляет

Лемма 1. Пусть x ∈ Ω, 0 < l ≤ diam (Ω), M(x, h) — локальный модуль
непрерывности в смысле Определения 3. Имеет место оценка:

(M.1)
M(x, h2)

h2
≤ 2

M(x, h1)

h1
, 0 < h1 ≤ h2 ≤ l.

Доказательство. Рассуждения в основе доказательства леммы ничем прин-
ципиально не отличаются от классического случая, изложенного в [18, с. 50].
Прежде всего, из свойства (3.3) в Определении 3 следует, что

(M.2) ∀x ∈ Ω : M(x, n h) ≤ nM(x, h), n ∈ N.

Положим:
h2 = h1 + h, 0 ≤ (n0 − 1)h1 ≤ h ≤ n0 h1,

где n0 = 1 + [h/h1] и (причем только в этом контексте) через [k] обозначе-
на целая часть числа k. Тогда имеем в силу свойства (3.3) и оценки (M.2),
зафиксировав некоторую точку x ∈ Ω:

M(x, h2)

h2
≤ M(x, h1)

h1 + h
+

M(x, h)

h1 + h
≤

≤ M(x, h1)

h1
+

M(x, n0 h1)

h1 + (n0 − 1)h1
≤ 2

M(x, h1)

h1
.

□
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Отметим, что из свойства (M.2), а также (3.3) полуаддитивности и (3.2) неубы-
вания по h следует следующая оценка с произвольным k > 0:

(M.3)
M(f, x, k h) ≤ [k]M(f, x, h) +M(f, x, λ h) ≤

≤ (k + 1)M(f, x, h), k = [k] + λ, 0 ≤ λ < 1.

Укажем частного представителя класса локальных модулей непрерывности,
который составляет интерес в дальнейшем изложении:

(MΩ)
MΩ(f, x, h) := sup

σ1,σ2∈Ω∩B[x,l]:
d(σ1,σ2)≤h

| f(σ1)− f(σ2) | , x ∈ Ω, 0 < h ≤ l < ∞.

Если f непрерывна, свойства (3.1), (3.2) и (3.4) из Определения 3, очевидно,
выполнены для (MΩ); свойство (3.3) легко проверяется: пусть

σk ∈ Ω ∩B[x, l], hk := d(x, σk), k = 1, 2,

тогда, согласно (∆1), d(σ1, σ2) ≤ h1 + h2, и справедливо:

| f(σ1)− f(σ2) | ≤ | f(σ1)− f(x) |+ | f(x)− f(σ2) | ≤

≤
2∑

k=1

sup
σ′
1,σ

′
2∈Ω∩B[x,l]:

d(σ′
1,σ

′
2)≤hk

| f(σ′
1)− f(σ′

2) | = MΩ(f, x, h1) +MΩ(f, x, h2).

Вспомогательный аппарат. Раздел введения завершим, напомнив

Определение 4. Будем говорить, что неотрицательная функция L(x, t),
определенная на Ω× [0, l], 0 < l < ∞, почти возрастает по t равномерно по x,
если найдется константа cL ≥ 1 такая, что выполнено неравенство

L(x, t) ≤ cL L(x, τ) для всех 0 < t < τ ≤ l.

Для оценки возникающих далее интегральных конструкций используются
следующие леммы:

Лемма 2. Пусть L(x, t) – неотрицательная функция на Ω× [0, l], 0 < l < ∞,
почти возрастающая по t равномерно по x и удовлетворяющая неравенству

L(x, 2 t) ≤ C L(x, t), 0 < C < ∞.

Для всякого λ, 0 ≤ λ < ∞, имеет место оценка:∫
B(x,h)

L (x, d(x, σ))

[d(x, σ)]
λ

dσ ≤ c0

h∫
0

t ν−1L(x, t)

tλ
d t, 0 < c0 < ∞,

где x ∈ Ω, 0 < h < l, постоянные C и c0 не зависят от x.

Лемма 3. Пусть выполнены предпосылки Леммы 2. Тогда∫
Ω\B(x,h)

L (x, d(x, σ))

[d(x, σ)]
λ

dσ ≤ c0

l∫
h

t ν−1L(x, t)

tλ
d t, 0 < c0 < ∞,

где 0 < h < l / k, k > 1, постоянная c0 не зависит от x ∈ Ω.
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Леммы 2 и 3 доказаны в работе [49] в более общем случае, когда вместо λ
может быть рассмотрена неотрицательная, ограниченная на Ω функция. Их
роль для анализа на произвольных метрических, а также квазиметрических
пространствах аналогична роли следствий из формул типа Каталана в случае
пространств евклидовых. Небезынтересно отметить, что константа c0 в обеих
леммах допускает точную оценку, связанную с постулируемыми свойствами
пространства X.

В работах [48, 49] Леммы 2 и 3 (в указанном выше обобщенном виде) были
использованы для доказательства оценок типа Зигмунда и теорем об ограни-
ченности гиперсингулярного интеграла переменного порядка α(·) при отобра-
жении функций из H ω(·) (Ω). Одна из этих теорем используется в завершаю-
щем отделе статьи — в релевантной поставленным задачам формулировке.

Оценка типа Зигмунда

Прибавив и вычтя под знаком интеграла в D α произведение w(σ)f(σ), по-
лучаем следующее представление, справедливое для произвольного веса w:

(1)
w(x)

∫
Ω

f(σ)− f(x)

d ν+α(x, σ)
dσ =

∫
Ω

fw(σ)− fw(x)

d ν+α(x, σ)
dσ+

+

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)

d ν+α(x, σ)
dσ,

где обозначено:
fw(x) := w(x)f(x), x ∈ Ω.

Введем в рассмотрение интегральный оператор

(Dα
Ω) Dα

Ωfw(x) :=

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(x, σ)
dσ.

Если вес w является степенной функцией вида (wa), то fw(a) = 0, и из общего
представления (1) имеем

(2) w(x)D αf(x) = D αfw(x) +Dα
Ωfw(x), x ∈ Ω.

Для оператора Dα
Ω докажем следующий результат:

Теорема 1. Пусть 0 < l < ∞, а под M(f, x, h) подразумеваются:
• модуль субметрии ωΩ(f, x, h), если он полуаддитивен по h;
• минимальная мажоранта модуля ωΩ из класса локальных модулей

непрерывности, если ωΩ(f, x, h) не обладает свойством полуаддитив-
ности по h для данной функции f на Ω;

• определенный выше локальный модуль непрерывности (MΩ).
Имеет место оценка типа Зигмунда:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

M (fw, z, t)

t 1+Reα
d t +

+ h r
∑

z∈{a,x}

l∫
h

M(fw, z, t)

t 1+r+Reα
d t

 , y ∈ B[x, h], 0 < h < l, 0 < c < ∞.
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Доказательство. Отметим, что в условиях теоремы выполнено:

(A) x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ h < k h, k > 1.

Имеет место следующая декомпозиция множества Ω:

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω3 ∩ Ω4) ,

где введены подмножества 1

(Ωs)
Ω1 | 2 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) < k h } ,
Ω3 | 4 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) ≥ k h } .

В терминах (Ωs) имеет место представление

Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) = Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)−Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)+

+

∫
Ω3∩Ω4

(w(x)− w(y)) + (w(y)− w(σ))

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(x, σ)
dσ−

−
∫

Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(y, σ)
dσ,

из которого следует оценка

(3)
|Dα

Ωfw(x)−Dα
Ωfw(y) | ≤

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣+ ∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(y)

∣∣+
+ |w(x)− w(y) | · | I |+ | J | ,

где явно выделены следующие интегралы:

I :=

∫
Ω3∩Ω4

fw(σ)− fw(a)

w(σ) d ν+α(x, σ)
dσ,

J :=

∫
Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

(
1

d ν+α(x, σ)
− 1

d ν+α(y, σ)

)
fw(σ) dσ.

Будем последовательно оценивать слагаемые из правой части (3), конструируя
мажоранты необходимого вида.

Оценка первого слагаемого. Множество Ω1 ∪Ω2 предполагает четыре вза-
имоисключающих варианта расположения точек x и a:

(4)
Λ1 | 2 = Λ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) ≤ d (x | a, σ) < k h } ,

Θ1 | 2 = Θ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) < k h ≤ d (x | a, σ) } ,

где принципиально важным является соотношение d(a, σ) и d(x, σ). Исходя из
двух вариантов последнего, а именно:

Λ1(x) ∪Θ1(x) и Λ2(x) ∪Θ2(x),

составим мажоранту как сумму соответствующих интегралов.

1Здесь и далее запись вида «a | b» употребляется для обозначения выбора из двух вари-
антов, условия которого очевидны или явно представлены.
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Оценка интеграла по Λ1 ∪Θ1. Очевидно неравенство:

| fw(σ)− fw(a) | ≤ M (fw, a, d(a, σ)) , σ ∈ Λ1 ∪Θ1.

Имея в виду соотношение расстояний вида d(a, σ) ≤ d(x, σ), характерное для
Λ1 ∪Θ1, запишем, применив Лемму 2:

(5)

∣∣Dα
Λ1∪Θ1

fw(x)
∣∣ ≤ ∫

Λ1∪Θ1

| fw(σ)− fw(a) |
d r(a, σ) [d(x, σ)]

−r+ν+Reα
dσ ≤

≤
∫

B(a,k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)]
ν+Reα

dσ ≤ c0 c1

h∫
0

M (fw, a, τ)

τ 1+Reα
d τ,

где использована замена t = k τ , τ ∈ (0, h), вследствие чего константа c1 выра-
жается исходя из свойства (M.2) как c1 = k 1−Reα в случае натурального k и,
согласно (M.3), как c1 = (k + 1) k−Reα в общем случае.

Оценка интеграла по Λ2 ∪Θ2. Для интеграла по Λ2(x)∪Θ2(x) рассуждения во
многом аналогичны. Выше модуль субметрии вычислялся в точке a, посколь-
ку d(a, σ) полагалось минимальным. Теперь же оценим числитель подынте-
грального выражения, ориентируясь на гладкостные свойства функции fw в
окрестности точки x:

(6)
| fw(σ)− fw(a) | ≤ | fw(σ)− fw(x) |+ | fw(x)− fw(a) | ≤

≤ 3M (fw, x, d(a, σ)) , d(x, σ) ≤ d(a, σ).

Поясним, что для второго слагаемого требуемая оценка следует из неравенства

d(x, a) ≤ d(x, σ) + d(a, σ) ≤ 2 d(a, σ),

и свойства (M.2):

| fw(x)− fw(a) | ≤ M (fw, x, d(x, a)) ≤ 2M (fw, x, d(a, σ)) .

Далее, в силу свойства (M.1) модуля непрерывности имеет место:

(7)
M (fw, x, d(a, σ))

d(a, σ)
≤ 2

M (fw, x, d(x, σ))

d(x, σ)
, d(x, σ) ≤ d(a, σ),

а значит, вновь применив Лемму 2, имеем:∣∣Dα
Λ2 ∪Θ2

fw(x)
∣∣ ≤ 3

∫
Λ2 ∪Θ2

M (fw, x, d(a, σ))

d r(a, σ)d ν−r+Reα(x, σ)
dσ ≤

≤ 6

∫
B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

d ν+Reα(x, σ)
dσ ≤ C1

h∫
0

M (fw, a, t)

tReα+1
d t, C1 = 6 c0 c1.

Таким образом, мажоранта первого слагаемого из генерального представле-
ния (3) имеет вид:

(R1)
∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(x)

∣∣ ≤ C1


h∫

0

M(fw, x, t)

tReα+1
d t+

h∫
0

M(fw, a, t)

tReα+1
d t

 .
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Оценка второго слагаемого. В силу (A) и (∆1) имеет место:

d(y, σ) ≤ d(x, y) + d(x, σ) ≤ (k + 1)h, ∀σ ∈ Ω1,

а значит

Ω1 ⊆ {σ ∈ Ω : d(y, σ) ≤ (k + 1)h } =: G, G ∪ Ω2 =
2⋃

i=1

Λi(y) ∪Θi(y),

где Λi(y) и Θi(y) заданы выражением (4). Повторив рассуждения из предыду-
щего пункта, приходим к искомой оценке вида (R1):

(R2)
∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(y)

∣∣ ≤ C1


h∫

0

M(fw, y, t)

tReα+1
d t+

h∫
0

M(fw, a, t)

tReα+1
d t

 .

Оценка третьего слагаемого. Прежде всего отметим неравенство

(8) |w(x1)− w(x2) | = | d r(x1, a)− d r(x2, a) | ≤ d r(x1, x2),

следующее из (∆2), а также числового результата

| d r
1 − d r

2 | ≤ | d1 − d2 | r , d1, d2 ≥ 0, 0 < r ≤ 1,

известного, например, из работы [18, с. 27]. Применив (8), имеем:

(9) |w(x)− w(y) | · | I | ≤ k r h r

∫
Ω3∩Ω4

| fw(σ)− fw(a) |
w(σ) d ν+α(x, σ)

dσ.

Множество Ω3 ∩Ω4 оставляет два равновозможных варианта расположения
точек x и a относительно y:

(Hs)
H1 | 2 := {σ ∈ Ω : kh ≤ d(a |x, σ) ≤ d(x | a, σ) } ,

Ω3 ∩ Ω4 = H1 ∪H2.

Представим интеграл в правой части (9) суммой интегралов с тем же подын-
тегральным выражением, но взятых по H1 и H2 соответственно; обозначим
последние через I1 и I2.

Оценка I1. Интеграл по I1 оценивается в тех же соображениях, что и слагаемое
Dα

Λ1∪Θ1
fw(x), отсылая к (5). Именно, поскольку d(a, σ) минимально на H1,

запишем, применив Лемму 3:

| I1 | ≤
∫

Ω\B(a, k h)

M (fw, a, d(a, σ))

[d(a, σ)]
r+ν+Reα

dσ ≤ C

l∫
h

M(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t, C = c0 c1.

Оценка I2. Для оценки интеграла I2 воспользуемся теми же рассуждениями,
что лежали в основе оценки Dα

Λ2∪Θ2
fw(x). Обратимся к (6) и затем (7):

| I2 | ≤ 3

∫
H2

M (fw, x, d(a, σ))

d r(a, σ)d ν+Reα(x, σ)
dσ ≤ 6

∫
Ω\B(x,kh)

M(fw, x, d(x, σ))

[d(x, σ)]
ν+r+Reα

dσ,

где осталось лишь применить Лемму 3.
Таким образом, имеем для третьего слагаемого:

(R3) |w(x)− w(y) | · | I | ≤ C1 h
r


l∫

h

ωΩ(fw, x, t)

t r+Reα+1
d t+

l∫
h

ωΩ(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t

 .
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Оценка четвертого слагаемого. Для удобства обозначим λ := ν + Reα.
Имеем следующую мажоранту:

| J | ≤
∫

Ω3∩Ω4

| d r(a, y)− d r(a, σ) |
d r(a, σ)

∣∣d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)
∣∣ | fw(σ)− fw(a) | dσ.

Для оценки отношения воспользуемся тем, что для всякой пары различных
положительных чисел d1 и d2 имеет место следующая оценка:

(10) | d r
1 − d r

2 | ≤ r (d1 | d2) r−1 | d1 − d2 | , 0 < r ≤ 1,

которая является следствием классического двойного неравенства

(11) r t r−1
1 (t1 − t2) < t r1 − t r2 < r t r−1

2 (t1 − t2), 0 < r < 1,

приведенного в [73, с. 39] за ссылкой (2.15.2). Поясним, что под произвольным
выбором d1 |d2 в правой части (10) подразумевается следующее рассуждение:
пусть d2 > d1, тогда

0 < d r
2 − d r

1 = d r
2

[
1 r −

(
d1
d2

) r]
≤ r d r

1

(
1− d1

d2

)
≤ r d r−1

2 (d2 − d1),

где воспользовались (11) для оценки выражения в квадратных скобках, а затем
возрастанием функции t r, r > 0. Заметим, что в [46, 49] аналогичный выраже-
нию (11) результат был получен применением к функции t r теоремы о среднем
в интегральной форме. Таким образом, имеем:

(12)
| d r(a, y)− d r(a, σ) |

d r(a, σ)
≤ r

d(y, σ)

d(a, σ)
.

Напомним также известное неравенство С.Л. Соболева [74, с. 251]:

(13)
∣∣∣∣ 1

d γ
1

− 1

d γ
2

∣∣∣∣ ≤ cγ
| d1 − d2 | (d1 + d2)

γ−1

(d1 d2) γ
, γ > 0,

где положительная постоянная cγ зависит только от γ. Применим (13) к оценке
второго модуля в правой части мажоранты | J |:∣∣ d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)

∣∣ ≤ cλ k h

dλ(x, σ) d(y, σ)

[
1 +

d(x, σ)

d(y, σ)

]λ−1

.

Ясно, что при ν < 1 − Reα, то есть λ < 1, последняя скобка мажорируется
единицей. Покажем, что она ограничена и в противоположном случае.

Принимая во внимание конструкцию множества интегрирования (Ωs), а так-
же изначальное условие (A), констатируем истинность двойного неравенства

d(x, y) < k h ≤ d(x, σ), σ ∈ Ω3 ∩ Ω4,

а значит, и нижней оценки

d(y, σ) ≥ d(x, σ)− d(x, y) > (k − 1)h, σ ∈ Ω3 ∩ Ω4.

Как следствие представленных выше соотношений имеем
d(x, σ)

d(y, σ)
≤ d(x, y) + d(y, σ)

d(y, σ)
< 1 +

k h

d(y, σ)
< 1 +

k

k − 1
, k > 1.

Таким образом, в случае σ ∈ Ω3 ∩ Ω4 справедлива оценка

(14)
∣∣ d−λ(x, σ)− d−λ(y, σ)

∣∣ ≤ cλ h

dλ(x, σ) d(y, σ)
,
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в которой постоянная cλ зависит от параметров α, ν, а также значения k > 1.
Объединив теперь оценки (12) и (14), имеем:

| J | ≤ C2 h

2∑
s=1

∫
Hs

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) d ν+Reα(x, σ)

dσ = C2 h (J1 + J2), C2 = r c0 cλ,

где интегралы J1 и J2 имеют то же подынтегральное выражение, но взяты,
соответственно, по множествам H1 и H2, определенным выражением (Hs).

Оценка J1. На H1 выполняется d(a, σ) ≤ d(x, σ), так что имеем, применив
Лемму 3:

J1 ≤
∫

Ω\B(a,kh)

M(fw, a, d(a, σ))

d [(a, σ)]
ν+Reα+1

dσ ≤ c0 c1

l∫
h

M(fw, a, t)

tReα+2
d t.

Оценка J2. На H2 воспользуемся (6), (7) и Леммой 3:

J2 ≤ 6

∫
Ω\B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

d ν+Reα+1(x, σ)
dσ ≤ C1

l∫
h

M (fw, x, d(x, σ))

dReα+2(x, σ)
dσ.

В заключение отметим, что

h

tReα+2
≤ h r t 1−r

tReα+2
=

h r

t r+Reα+1
, h ≤ t, r ≤ 1.

Таким образом, имеем для последнего слагаемого из представления (3):

(R4) | J | ≤ C1 C2 h
r


l∫

h

M(fw, x, t)

t r+Reα+1
d t+

l∫
h

M(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t

 .

Завершающие выводы. Объединив полученные выше оценки (R1) – (R4),
получаем утверждение доказываемой теоремы. Интересно отметить, что кон-
станта c, с которой оно справедливо, представляет собой произведение C1 и C2,
значения которых могут быть исследованы в контексте конкретной задачи. □

Теоремы о действии

Доказанные далее теоремы утверждают условия ограниченности интеграль-
ных операторов D α (из Определения 1) и (Dα

Ω), в пространствах обобщенной
переменной, а также локальной обобщенной гёльдеровости со степенным весом
(wa). Они существенно опираются на результат, полученный в [48], и сформу-
лированы в контексте применяемых в этой работе понятий: восстановим по-
следний.

Пространства обобщенной переменной гёльдеровости. Пусть Ω удовле-
творяет условиям (Ω). Востребовано

Определение 5. Будем говорить, что

ω ∈ Wl(Ω), где ω : Ω× (0, l] → [0, ∞),

если выполнены следующие условия:
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(1) ∀x ∈ Ω: ω(x, h) — непрерывная, почти возрастающая по h ∈ (0, l], и

lim
h→+0

ω(x, h) = 0;

(2) inf
x∈Ω

ω(x, h) > 0 при h > 0.

В дальнейшем будем использовать ω(x, h) как функциональный параметр, ко-
торый называют характеристикой обобщенного пространства Гёльдера.

Определение 6. Будем называть пространством H ω(·) (Ω) обобщенной пе-
ременной гёльедровости линейное пространство функций, удовлетворяющих
неравенству

∀(x, h) ∈ Ω× (0, l] : M(f, x, h) ≤ c ω(x, h), ω ∈ Wl(Ω), 0 < c < ∞,

где M означает модуль субметрии ωΩ, если, для данных f и Ω, он полуадди-
тивен по h ∈ (0, l], или его минимальную мажоранту из класса локальных
модулей непрерывности в смысле Определения 3.

Пространство H ω(·) (Ω) является банаховым относительно нормы

∥f∥H ω(·)(Ω) = ∥f∥C(Ω) + sup
x∈Ω,
h∈(0,l]

M(f, x, h)

ω(x, h)
,

где через C(Ω) обозначено пространство непрерывных на Ω функций.
Весовое пространство C(Ω, w) определим обычным образом, но для работы

с весом (wa) приведем

Определение 7. Пусть Ω0 ⊂ Ω. Функцию f ∈ C(Ω, w) отнесем к H
ω(·)
0 (Ω, w),

если
w f ∈ H ω(·) (Ω) и ∀x ∈ Ω0 : (w f)(x) = 0.

Докажем ограниченность гиперсингулярного интеграла D α при отображении
функции из H

ω(·)
0 (Ω, wa), считая Ω0 = {a}.

Основной результат. Спецификацией класса Wl является класс Бари–Стечкина,
который имеет следующее определение:

Определение 8. Функция ω ∈ Wl(Ω) принадлежит классу Бари–Стечкина
Φ δ

β, 0 ≤ δ < β, если одновременно выполнены следующие условия:

(15)
h∫

0

(
h

t

) δ
ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

l∫
h

(
h

t

) β
ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

где x ∈ Ω, 0 < h ≤ l, постоянная c > 0 не зависит ни от x, ни от h.

Теорема 2. Пусть гёльдеровская характеристика

(16) ω ∈ ΦReα
1+Reα, 0 < Reα < 1,

а также удовлетворяет условию непрерывности типа Дини:

(17)
c1 ω (y, d(x, y)) ≤ ω (x, d(x, y)) ≤ c2 ω (y, d(x, y)) ,

x, y ∈ Ω, 0 < c1, c2 < ∞.

Тогда оператор D α ограничен из H ω(·)(Ω) в H ω−α(·)(Ω) с характеристикой

(ωα) ω−α(x, h) := h−Reα ω(x, h), 0 < h ≤ l < ∞.
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Теорема 2 доказывалась в работе [49]. Новый результат представляет

Теорема 3. Пусть характеристика ω(x, h) удовлетворяет условиям (16) и
(17), а также, для всякого h > 0, условию

(18) sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω < ∞.

Тогда оператор D α ограничен из H ω(·) (Ω, wa) в H ω−α(·) (Ω, wa) с характери-
стикой (ωα) и степенным весом (wa).

Доказательство. По предположению теоремы выполнено:

(19) ∀x ∈ Ω : M(wa f, x, h) ≤ C ω(x, h), h ∈ (0, l], 0 < l ≤ diam (Ω) ,

где в качестве M выступает ωΩ или его минимальная мажоранта из класса
локальных модулей непрерывности.

Воспользуемся аддитивным представлением (2). Ограниченность первого
слагаемого в правой его части утверждается Теоремой 2. Ограниченность же
оператора Dα

Ω на функции H
ω(·)
0 (Ω, wa) следует из оценки типа Зигмунда, ука-

занной в Теореме 1.
Действительно, на основании (19) имеет место неравенство:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) |
h−Reα ω(x, h)

≤ c

ω(x, h)

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

(
h

t

)Reα
ω(z, t)

t
d t+

+
∑

z∈{a,x}

l∫
h

(
h

t

) r+Reα
ω(z, t)

t
d t

 , 0 < c < ∞,

Справедливы следующие рассуждения:
• слагаемые с z = a получают мажоранту нужного вида немедленно вви-

ду условия (18) доказываемой теоремы, которое влечет оценку

c

ω(x, h)
≤ c

ω(a, h)
sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ c cω

ω(a, h)
, h > 0;

• слагаемые, где z = x, оцениваются непосредственно исходя из опреде-
ления класса Бари–Стечкина;

• для оценки слагаемых, у которых z = y, учтем требование (17), которое
сводит этот случай к предыдущему.

□

Заметим, что, если при всяком h > 0 функция ω(x, h) достигает минимума
в точке x = a, то условие (18) может быть очевидным образом переформули-
ровано с константой cω = 1.

Локальное обобщенное пространство Гёльдера. Предложим одно обоб-
щение локальной непрерывности по Гёльдеру в терминах введенного выше мо-
дуля (MΩ). Как и ранее, рассматривается метрическое пространство X с мерой,
которое удовлетворяет условиям (B), (∆1), (∆2).
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Определение 9. Пусть Ω ⊂ X удовлетворяет (Ω). Будем понимать под ло-
кальным обобщенным пространством Гёльдера Hω(·)(Ω) линейное простран-
ство функций, удовлетворяющих условию

MΩ(f, x, h) ≤ c ω(x, h), x ∈ Ω, h ∈ (0, l], 0 < c < ∞,

где предполагается

ω ∈ Wl(Ω), 0 < l ≤ diam (Ω) .

Аналогично Определению 7 составим определение Hω(·)
0 (Ω, w). В силу (M.2)

выполнено следующее соотношение:

∀x ∈ Ω : ωΩ(f, x, h) ≤ 2MΩ(f, x, h), h ∈ (0, l], 0 < l < ∞,

что позволяет утверждать о теоретико-множественном включении H-пространств
в H-пространства хотя бы в том случае, когда ωΩ принадлежит классу локаль-
ных модулей непрерывности; обратное же не гарантировано.

Из Теоремы 1 непосредственно следует ограниченность оператора Dα
Ω при

отображении функции из H0(Ω, w):

Теорема 4. Пусть выполнены условия Теоремы 3. Оператор Dα
Ω ограничен

из Hω(·)
0 (Ω, wa) в Hωα(·)

0 (Ω, wa), где имеют место определения (ωα), (wa).

Рассуждения в основе доказательства Теоремы 4 повторяют таковые для Тео-
ремы 3, не представляя существенной новизны. Относительно оператора D α из
Определения 1 сформулируем, имея в виду методику получения оценок типа
Зигмунда в безвесовом случае,

Предложение 1. В предпосылках Теоремы 3 гиперсингулярный интеграл D α

ограничен из Hω(·)
0 (Ω, wa) в Hωα(·)

0 (Ω, wa).
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