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Abstract. Получены весовые оценки типа Зигмунда для гиперсин-
гулярного интеграла на почти однородном метрическом простран-
стве и, на их основе, теоремы о действии данного оператора в весо-
вом пространстве обобщенной переменной гёльдеровости. В качестве
веса рассматривается представитель класса степенных функций. По-
казано, что гиперсингулярный интеграл «ухудшает» характеристику
обобщенного пространства Гёльдера на порядок гиперсингулярного
интеграла. Условия представленных теорем сформулированы в тер-
минах класса Зигмунда–Бари–Стечкина, а также специального ана-
лога условия Дини.

Keywords: bounded operator, generalized Hölder spaces, hypersingular
integral, integral equations, local modulus of continuity, modulus of submetry,
stability, Zygmund-type estimates

Введение

Как известно, риссово дробное интегродифференцирование функций многих
вещественных переменных определяет производную через гиперсингулярный
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интеграл [1, с. 483] (см. также [2, 3]), в том числе и на однородных простран-
ствах, например – сфере [4]. Кроме того, всякий однородный дифференциаль-
ный оператор с постоянными коэффициентами может быть выражен гипер-
сингулярным интегралом с характеристикой специального вида [1, с. 530], что
вызывает особый интерес к исследованию таких операторов в контексте задач
математической физики.

Один из основных вопросов качественной теории интегральных операто-
ров состоит в отыскании способа формализации их гладкости, содержательно
характеризующего устойчивость соответствующих уравнений. На этом пути
неизбежны обобщения классических функциональных пространств, и конечно
пространств гёльдеровского типа, введение которых еще в теории эллипти-
ческих уравнений в частных производных мотивировано тем же вопросом. В
качестве простой аналогии можно отметить, что потребность в описании кон-
тинуальных свойств функций с помощью условия Гёльдера возникает еще при
исследовании классического уравнения Пуассона [6, с. 51], в то время как ги-
персингулярный интеграл на n-мерном евклидовом пространстве Rn реализует
дробные степени оператора Лапласа.

В настоящей работе рассмотрены операторы гиперсингулярного интегриро-
вания по множеству почти однородного метрического пространства. Исследу-
ется отображение такими операторами функций, удовлетворяющих условию
типа Гёльдера с так называемым модулем субметрии – эквивалентом локаль-
ного модуля непрерывности, отвечающим задаче исследования устойчивости
интегральных уравнений первого рода.

Обзор предыдущих исследований. Раздел риссовых интегралов и произ-
водных дробного порядка получил развитие методами спектральной теории
в таких известных работах С. Г. Самко, как [2–4]. Основным их результатом
явилось описание пространства риссовых потенциалов на Rn в терминах раз-
ностных сингулярных интегралов, особенность которых доминирует над раз-
мерностью пространства [5]. Результаты об обращении потенциалов Рисса та-
кими, гиперсингулярными, интегралами доказывались на функциях из Lp–
пространства, в том числе – в весовых терминах.

Подходы, основанные на исследовании символов интегральных операторов
на сфере, позволили качественно обобщить теоретические результаты отно-
сительно операторов типа потенциала, в сущности породив самостоятельное
направление анализа сферических сверток. В этом отношении стоит отметить
работу [7], где рассматривались спектры некоторых наиболее часто встреча-
ющихся операторов сферической свертки, а также [8], пионерскую с точки
зрения классификации таких операторов на основании асимптотического по-
ведения на бесконечности их мультипликаторов Фурье–Лапласа. В ней же был
поставлен вопрос о гладкости сферических сверток в терминах обобщенных
пространств Гёльдера, предпосылки к чему имеют довольно богатую историю;
значимым же результатом в этом отношении является теорема об изоморфизме
вида

Aα
(
H φ

(
Sn−1

))
= H φα

(
Sn−1

)
,

где Sn−1 – единичная сфера в Rn, Aα – оператор сферической свертки вида

Aαf(x) :=

∫
Sn−1

k(x · σ) f(σ) dσ, x ∈ Sn−1,
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спектр которого {km}∞m=0 в разложении по сферическим гармоникам (мульти-
пликатор Фурье–Лапласа) имеет заданную асимптотику при m → ∞, а φ(h) и
φα(h) есть мажоранты модуля непрерывности, характеризующие обобщенную
гёльдеровость рассматриваемых функций.

Стоит напомнить, что гладкость как свойство непрерывной дифференциру-
емости функций может вводиться весьма разнообразными способами. Напри-
мер, работы [9–11] определяли пространство гладких функций на сфере как
частный случай пространств Бесова. В то же время, альтернативная точка
зрения предполагала введение гладкости в терминах дифференцируемости по
декартовым координатам [12]. Однако работы [13–15] показали возможность
эквивалентной нормировки пространств Гёльдера, возникающих в этих двух
различных подходах.

Свое развитие тематика обобщенно-гёльдеровских пространств получила в
работах [16–18], предлагавших использовать в качестве мажоранты модуля
непрерывности произвольный, не обязательно степенной, функциональный па-
раметр. Гармонический анализ в таких пространствах пополнился результата-
ми в области теории потенциала [19–22], в том числе и в последние годы: так,
исследования [24–26], развивая результаты работы [8], представили условия
ограниченности оператора типа потенциала Рисса со степенно-логарифмическим
ядром на сфере, а также связанного с ним стереографической проекцией про-
странственного потенциала. В частных случаях оператор осуществляет изо-
морфизм обобщенных пространств Гёльдера, причем обратный оператор вы-
ражается композицией с гиперсингулярным интегралом. В работе [27] описаны
классы однозначно разрешимых (в пространствах обобщенной гёльдеровости)
интегральных уравнений первого рода, ядро оператора в которых имеет сла-
бую особенность.

Интерес к операторам дробного интегродифференцирования переменного
порядка [28–32] был естественно сопряжен с рассмотрением функциональных
пространств, определяющие параметры которых также имеют функциональ-
ную природу. Отметим исследования [33–36], в которых были доказаны, в том
числе, теоремы типа Соболева в случае пространств Лебега с переменным пока-
зателем; работы [37–43], в которых рассматривались пространства Hλ(x) пере-
менной гёльдеровости и действие в них сферических, а затем и пространствен-
ных потенциалов постоянного и переменного (включая комплексные) поряд-
ков, и, наконец, [47, 48], описывающие действие операторов типа потенциала и
гиперсингулярных интегралов, определенных на однородных пространствах, в
Hλ(x) в безвесовом и случае специального веса.

Стоит заметить, что ослабление требований к множеству интегрирования
за счет введения интегралов на множествах почти однородных квазиметри-
ческих пространств [47–49], является существенной проблемой. Отличие под-
хода, применяемого в этом случае, от известных в классической теории со-
стоит в необходимости локализации аналитических свойств функций на таких
пространствах на основании более общих геометрических соображений. Непри-
менимы более замечательные следствия евклидовой метризации пространства:
например, тождество параллелограмма, которое, в случае сферы, приводит ис-
следование в область сферических сверток. Получение оценок типа Зигмунда
затруднено отсутствием формулы Каталана, что потребовало создания ана-
логичного аппарата в работах [47, 48] (здесь он также используется в виде
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Лемм 2 и 3). Наконец, оценки вблизи особых точек, например «весовой» точ-
ки a, требует применения специальных неравенств, выводимых, как правило,
непосредственно из неравенства треугольника или, в случае квазиметрических
пространств, его обобщения. Немаловажно, что при этом параметризация кон-
стант, с которыми ограничены соответствующие интегралы, усложняется и в
качественном аспекте: они теперь становятся зависимы от имманентных харак-
теристик самого множества интегрирования, что, конечно, играет свою роль в
приложении полученных результатов для решения уравнений.

В настоящее время наибольший интерес представляют пространства обоб-
щенной переменной гёльдеровости, введенные впервые в работе [44]. Иссле-
дования их с точки зрения риссова интегродифференцирования переменного
порядка в [45, 46], ставили задачу на гиперсфере и гиперплоскости многомерно-
го евклидова пространства; известны также результаты для этих пространств
в нестандартном анализе голоморфных функций [52].

В завершение следует заметить, что генерализация известных функциональ-
ных пространств затрагивает отнюдь не только пространства гёльдеровского
типа. Так, большой интерес представляет развитие анализа в пространствах
Мори и их обобщениях [50, 51, 53–55], причем спектр подходов к постановке
и решению соответствующих задач демонстрирует разнообразие даже в такой
небольшой выборке референтных работ. Стоит отметить интенсивное развитие
теории гранд-пространств, которая результатами ряда современных исследо-
ваний [56–65] превращена в самодостаточную область анализа.

Предварительные сведения

Основные определения. Пусть (X, d, µ) – произвольное метрическое про-
странство, где d(x, σ) означает расстояние, а µ(σ) – меру для всяких x, σ ∈ X.
Будем предполагать (X, d, µ) таковым, что все его шары

B(x, h) := {σ ∈ X : d(x, σ) ≤ h }
удовлетворяют условию роста

(1) ∀x ∈ X µB(x, h) = O (h ν) , h → 0,

где показатель ν полагается действительным в рамках данной статьи.

Определение 1. Пусть Ω – открытое ограниченное подмножество X,

α ∈ C : 0 < Reα < 1.

Гиперсингулярный интеграл определим следующим выражением:

(2) D αf(x) :=

∫
Ω

f(σ)− f(x)

d ν+α(x, σ)
dσ, x ∈ Ω,

осуществляя интегрирование в смысле, аналогичном главному значению по
Адамару: ∫

Ω

φ(x, σ) dσ = lim
h→+0

∫
Ω\B(x,h)

φ(x, σ) dµ(σ).

Напомним, что отображение φ между метрическими пространствами M и
N называется субметрией, если для каждой точки x ∈ (M,d) образ всякого
замкнутого шара при отображении φ является замкнутым шаром того же ра-
диуса с центром в точке φ(x) [66]. Оттолкнувшись от этого понятия, введем
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следующую характеристику для случая, когда в качестве φ рассматривается
числовая функция:

Определение 2. Пусть Ω – произвольное ограниченное подмножество X.
Будем называть модулем субметрии функции f : Ω → R функцию

(3) ωΩ(f, x, h) := sup
σ∈B(x,h)

| f(x)− f(σ) | , x ∈ Ω, h > 0.

Таким образом, условие ωΩ(f, x, h) = h гарантирует f как субметрию метри-
ческих пространств. Интерес, однако, представляют условия типа Гёльдера,
более широкие и содержательные для приложения в качественной теории ин-
тегральных уравнений.

Определение 3. Будем называть пространством H ω(·) (Ω) обобщенной пе-
ременной гёльедровости линейное пространство функций, удовлетворяющих
неравенству

(4) ωΩ(f, x, h) ≤ c ω(x, h), c > 0,

где функциональный параметр ω(·) называется характеристикой простран-
ства H ω(·) (Ω). Весовое H ω(·)-пространство зададим выражением

(5) H ω(·) (Ω, w) :=
{
f : w f ∈ H ω(·) (Ω)

}
.

При этом ωΩ(·, h), как функция вещественного аргумента, эквивалентна ко-
лебанию ω̃ функции f в шаре B(x, h). Действительно,

ωΩ(f, x, h) ≤ sup
σ1,σ2∈B(x,h)

| f(σ1)− f(σ2) | =: ω̃(f,B(x, h)),

и в то же время

ω̃(f,B(x, h)) = sup
σ1,σ2∈B(x,h)

| (f(σ1)− f(x)) + (f(x)− f(σ2)) | ≤

≤ 2 sup
σ∈{σ1,σ2}

σ1,σ2∈B(x,h)

| f(x)− f(σ) | ,

так что

(6) 1 ≤ ω(f,B(x, h))

ωΩ(f, x, h)
≤ 2.

В свою очередь, колебание функции в шаре выражает значение модуля непре-
рывности как функции удвоенного радиуса, то есть

(7) ω̃ (f,Ω ∩B(x, h)) = sup
σ1,σ2∈Ω:

d(σ1,σ2)≤2h

| f(σ1)− f(σ2) | =: ωf (2h),

что очевидно в силу неравенства треугольника. Учитывая это, предложим

Определение 4. Определим локальный модуль непрерывности функции f
как следующую функцию на Ω× [0, l]:

M(f, x, h) := ω̃

(
f, Ω ∩B

(
x,

h

2

))
, 0 < l < ∞.
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Модуль субметрии «несколько хуже» модуля непрерывности, ведь он, оче-
видно, не обязательно обладает свойством полуаддитивности. Однако функции
M( ·, h) оно присуще как, фактически, сужению модуля непрерывности на за-
мкнутый шар согласно выражению (7). Мотивированные этим наблюдением,
выделим класс функций, аналитически близких к модулю непрерывности, при-
влекая

Определение 5. Будем называть φ(h), h ≥ 0, функцией типа модуля непре-
рывности, если она эквивалентна обладающей следующими свойствами:

• φ(h) непрерывна и φ(0) = 0;
• φ(h) является неубывающей полуаддитивной функцией, то есть

φ(h1 + h2) ≤ φ(h1) + φ(h2).

В силу эквивалентности (6), определенный выражением (3) модуль субметрии
ωΩ( · , h) доставляет пример функции типа модуля непрерывности:

(8) ωΩ(f, x, h) ∼ M(f, x, h), x ∈ Ω.

В дальнейшем будем иногда применять термин модули гладкости как зонтич-
ный для введенных выше конструкций.

Постановка задачи. Итак, условие (4) не только гарантирует непрерывность
функции f в точке x ∈ Ω в случае достаточно «хорошей» характеристики
ω(·), но и явно выражает взаимосвязь между h-окрестностью прообраза x ∈ Ω
и ω(x, h)-окрестностью образа f(x) ∈ R, допуская субметрию f как некото-
рый частный случай. Поставленная задача состоит в отыскании условий огра-
ниченности гиперсингулярного интеграла (2) при отображении функций из
H ω(·) (Ω, w) в случае, когда вес является степенной функцией вида

(9) w(x) = d r(x, a), a, x ∈ Ω, 0 < r ≤ 1.

Если D α выражает дифференциальный оператор (как в случае X = Rn), по-
лученные далее теоремы о действии могут рассматриваться как достаточные
условия весовой гладкости функции f .

Столь большое внимание свойству полуаддитивности обусловлено следую-
щими свойствами локального модуля непрерывности, следующего из него на-
прямую:

Лемма 1. Пусть x ∈ Ω – произвольно. При любом k > 0 имеет место сле-
дующая оценка:

(10) M(f, x, k h) ≤ (k + 1)M(f, x, h), h > 0.

Также справедлива оценка

(11)
M(f, x, h1)

h1
≥ 1

2

M(f, x, h2)

h2
, 0 < h1 ≤ h2.

Доказательство. Доказательство леммы основано на определении локального
модуля непрерывности как сужения на локально центрированный шар модуля
непрерывности и свойстве полуаддитивности последнего. □

Прежде, чем завершить раздел вспомогательных результатов, напомним
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Определение 6. Будем говорить, что неотрицательная функция L(x, t),
определенная на Ω× [0, l], 0 < l < ∞, почти возрастает по t равномерно по x,
если найдется константа cL ≥ 1 такая, что выполнено неравенство

L(x, t) ≤ cL L(x, τ) для всех 0 < t < τ < l.

К числу результатов, используемых для оценки интегральных конструкций,
принадлежат следующие леммы:

Лемма 2. Пусть L(x, t) – неотрицательная функция на Ω× [0, l], 0 < l < ∞,
почти возрастающая по t равномерно по x и удовлетворяющая неравенству

L(x, 2 t) ≤ c0 L(x, t), c0 > 0.

Для всякой неотрицательной ограниченной функции φ : Ω → R, справедлива
оценка ∫

B(x,h)

L (x, d(x, σ))

[d(x, σ)]
φ(x)

dσ ≤ c

h∫
0

t ν−1L(x, t)

tφ(x)
d t, 0 < c < ∞,

где x ∈ Ω, 0 < h < l, а произвольные постоянные c0 и c не зависят от x.

Лемма 3. Пусть выполнены условия Леммы 2. Тогда∫
Ω\B(x,h)

L (x, d(x, σ))

[d(x, σ)]
φ(x)

dσ ≤ c

l∫
h

t ν−1L(x, t)

tφ(x)
d t, 0 < c < ∞,

где 0 < h < l / k, k > 1, постоянная c не зависит от x ∈ Ω.

Доказательство лемм содержится в работе [48]. Их роль для анализа на про-
извольных метрических, а также квазиметрических пространствах аналогична
роли формулы Каталана для сферических интегралов, позволяющей прово-
дить оценку многомерных интегралов одномерными. В работах [47, 48] Леммы
2 и 3 были использованы для доказательства ограниченности гиперсингуляр-
ного интеграла (2) переменного порядка α(·) при отображении функций из
H ω(·) (Ω). Одна из этих теорем приведена далее с уточненной формулировкой,
включающей условие Дини на характеристику пространства Гёльдера.

Оценка типа Зигмунда

Прибавив и вычтя под знаком интеграла в (2) произведение w(σ)f(σ), по-
лучаем следующее представление, справедливое для произвольного веса w:

(12)
w(x)

∫
Ω

f(σ)− f(x)

d ν+α(x, σ)
dσ =

∫
Ω

fw(σ)− fw(x)

d ν+α(x, σ)
dσ+

+

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)

d ν+α(x, σ)
dσ,

где обозначено:
fw(x) := w(x)f(x), x ∈ Ω.

Введем в рассмотрение интегральный оператор

(13) Dα
Ωfw(x) :=

∫
Ω

w(x)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(x, σ)
dσ.
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Если вес w является степенной функцией вида (9), то fw(a) = 0, и из общего
представления (12) имеем

(14) w(x)D αf(x) = D αfw(x) +Dα
Ωfw(x), x ∈ Ω.

Объектом интереса настоящего исследования является второе слагаемое в пра-
вой части приведенного равенства, относительно которого справедлив следую-
щий результат:

Теорема 1. Имеет место следующая оценка типа Зигмунда:
(15)

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) | ≤ c

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

ωΩ (fw, z, t)

tReα+1
d t +

+ h r
∑

z∈{a,x}

l∫
h

ωΩ(fw, z, t)

tReα+r+1
d t

 , y ∈ B(x, h), 0 < h < l, 0 < c < ∞.

Доказательство. Заметим, что в условии теоремы выполнено:

x, y ∈ Ω : d(x, y) ≤ k h, k > 1.

Имеет место следующая декомпозиция множества Ω:

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω3 ∩ Ω4) ,

где введены подмножества 1

(16) Ω1 | 2 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) ≤ k h } ,
Ω3 | 4 := {σ ∈ Ω : d(x | a, σ) ≥ k h } .

Тогда, в рамках (16), имеет место представление

Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) = Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)−Dα
Ω1∪Ω2

fw(y)+

+

∫
Ω3∩Ω4

(w(x)− w(y)) + (w(y)− w(σ))

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(x, σ)
dσ−

−
∫

Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

fw(σ)− fw(a)

d ν+α(y, σ)
dσ,

из которого следует оценка

(17)
|Dα

Ωfw(x)−Dα
Ωfw(y) | ≤

∣∣Dα
Ω1∪Ω2

fw(x)
∣∣+ ∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(y)

∣∣+
+ |w(x)− w(y) | · | I |+ | J | ,

1Здесь и далее запись вида «a | b» употребляется для обозначения выбора из двух
вариантов.
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где явно выделены следующие интегралы:

I :=

∫
Ω3∩Ω4

fw(σ)− fw(a)

w(σ) d ν+α(x, σ)
dσ,

J :=

∫
Ω3∩Ω4

w(y)− w(σ)

w(σ)

(
1

d ν+α(x, σ)
− 1

d ν+α(y, σ)

)
fw(σ) dσ.

Будем последовательно оценивать слагаемые из правой части (17), конструи-
руя мажоранты необходимого вида.

Оценка первого слагаемого. Прежде всего отметим неравенство

(18) |w(x)− w(σ) | = | d r(x, a)− d r(a, σ) | ≤ d r(x, σ),

следующее из обратного неравенства треугольника, а также числового резуль-
тата

| r γ
1 − r γ

2 | ≤ | r1 − r2 | γ , r1, r2 ≥ 0, 0 < γ ≤ 1,

известного, например, из работы [17, с. 27].
Множество Ω1∪Ω2 предполагает четыре взаимоисключающих варианта рас-

положения точек x и a:

(19)
Λ1 | 2 = Λ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) ≤ d (x | a, σ) ≤ k h } ,

Θ1 | 2 = Θ1 | 2(x) := {σ ∈ Ω : d (a |x, σ) ≤ k h ≤ d (x | a, σ) } ,

где принципиально важным является соотношение d(a, σ) и d(x, σ). Исходя из
двух вариантов последнего, а именно:

Λ1(x) ∪Θ1(x) и Λ2(x) ∪Θ2(x),

составим мажоранту как сумму соответствующих интегралов.
Важную роль играет оценка, очевидно следующая из эквивалентности (8):

(20)

| fw(σ)− fw(a) | ≤ sup
σ1,σ2∈B(a,d(a,σ))

| fw(σ1)− fw(σ2) | =

= M (fw, a, d(a, σ)) ≤ 2ωΩ (f, a, d(a, σ)) ,

Имея в виду оценку (20), применим Лемму 2 к первому интегральному слага-
емому мажоранты:

(21)

∣∣Dα
Λ1∪Θ1

fw(x)
∣∣ ≤ ∫

Λ1∪Θ1

| fw(σ)− fw(a) |
d r(a, σ)d ν−r+Reα(x, σ)

dσ ≤

≤ c1

∫
B(a,k h)

M (fw, a, d(a, σ))

d ν+Reα(a, σ)
dσ ≤ c2

h∫
0

ωΩ (fw, a, t)

tReα+1
d t,

где 0 < c1, c2 < ∞ – некоторые постоянные, причем c2 = 2 c1 (k+1) k−Reα, что
очевидно в результате замены переменной вида t → k t и применения свойства
(10) локального модуля непрерывности.
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Для интеграла по Λ2(x) ∪ Θ2(x) рассуждения во многом аналогичны. Выше
модуль субметрии вычислялся в точке a, поскольку d(a, σ) полагалось мини-
мальным. Теперь же оценим числитель подынтегрального выражения, ориен-
тируясь на гладкостные свойства функции fw в окрестности точки x:

(22)
| fw(σ)− fw(a) | ≤ | fw(σ)− fw(x) |+ | fw(x)− fw(a) | ≤

≤ 4M (fw, x, d(a, σ)) , d(x, σ) ≤ d(a, σ),

что можно показать, использовав для оценки первого слагаемого модуля факт
вида (20) и неубывание локального модуля непрерывности:

| fw(σ)− fw(x) | ≤ M (fw, x, d(x, σ)) ≤ M (fw, x, d(a, σ)) , d(x, σ) ≤ d(a, σ),

а для оценки второго – заметив, что из неравенства

(23) d(x, a) ≤ d(x, σ) + d(a, σ) ≤ 2 d(a, σ),

и свойства (10) локального модуля непрерывности следует оценка

(24) | fw(x)− fw(a) | ≤ M (fw, x, d(x, a)) ≤ 3M (fw, x, d(a, σ)) .

Отметим далее, что в силу свойства (11) модуля непрерывности имеет место:

(25)
M (fw, x, d(a, σ))

d(a, σ)
≤ 2

M (fw, x, d(x, σ))

d(x, σ)
, d(x, σ) ≤ d(a, σ),

а значит, вновь применив Лемму 2, имеем:∣∣Dα
Λ2 ∪Θ2

fw(x)
∣∣ ≤ 4

∫
Λ2 ∪Θ2

M (fw, x, d(a, σ))

d r(a, σ)d ν−r+Reα(x, σ)
dσ ≤

≤ 8

∫
B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

d ν+Reα(x, σ)
dσ ≤ c

h∫
0

ωΩ (fw, a, t)

tReα+1
d t.

Следовательно, мажоранта первого слагаемого из генерального представле-
ния (17) имеет вид:

(26)
∣∣Dα

Ω1∪Ω2
fw(x)

∣∣ ≤ c


h∫

0

ωΩ(fw, x, t)

tReα+1
d t+

h∫
0

ωΩ(fw, a, t)

tReα+1
d t

 ,

где 0 < c < ∞ – некоторая постоянная, вид которой продиктован исключи-
тельно Леммой 2.

Оценка второго слагаемого. Поскольку d(x, y) ≤ k h, в силу неравенства
треугольника имеет место:

d(y, σ) ≤ d(x, y) + d(x, σ) ≤ (k + 1)h, ∀σ ∈ Ω1,

а значит

Ω1 ⊆ {σ ∈ Ω : d(y, σ) ≤ (k + 1)h } =: G, G ∪ Ω2 =
2⋃

i=1

Λi(y) ∪Θi(y),

где Λi(y) и Θi(y) заданы выражением (19). Повторив рассуждения из преды-
дущего пункта, приходим к искомой оценке вида (26).
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Оценка третьего слагаемого. Множество Ω3 ∩ Ω4 оставляет два равно-
возможных варианта расположения точек x и a относительно y:

(27)
H1 | 2 := {σ ∈ Ω : kh ≤ d(a |x, σ) ≤ d(x | a, σ) } ,

Ω3 ∩ Ω4 = H1 ∪H2.

В таком случае для интеграла I имеет место

| I | ≤
∫

H1∪H2

| fw(σ)− fw(a) |
d r(a, σ) d ν+Reα(x, σ)

dσ = I1 + I2,

где правая часть представлена суммой интегралов с тем же подынтегральным
выражением, но взятых по H1 и H2 соответственно.

Первый из них оценивается в тех же соображениях, что и Dα
Λ1∪Θ1

fw(x) в
(21). Поскольку d(a, σ) минимально на H1, имеет место:

| I1 | ≤
∫

Ω\B(a, k h)

M (fw, a, d(a, σ))

d r+ν+Reα(a, σ)
dσ ≤ c

l∫
h

ωΩ(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t, 0 < c < ∞.

Аналогично, оценка интеграла I2 повторяет ход рассуждений в основе оценки
Dα

Λ2∪Θ2
fw(x). Воспользуемся (22) и затем (25):

| I2 | ≤ 4

∫
H2

M (fw, x, d(a, σ))

d r(a, σ)d ν+Reα(x, σ)
dσ ≤ 8

∫
Ω\B(x,kh)

M(fw, x, d(x, σ))

d ν+r+Reα(x, σ)
dσ,

где осталось лишь применить Лемму 3 и эквивалентность (8) модулей гладко-
сти.

Наконец, поскольку

|w(x)− w(y) | = | d r(x, a)− d r(y, a) | ≤ d r(x, y) ≤ k r h r,

в силу неравенства треугольника и (18) получаем для третьего слагаемого:

|w(x)− w(y) | · | I | ≤ c h r


l∫

h

ωΩ(fw, x, t)

t r+Reα+1
d t+

l∫
h

ωΩ(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t

 .

Отметим, что значение константы c здесь может быть восстановлено до про-
извольной постоянной из оценки Леммы 3 и величины h.

Оценка четвертого слагаемого. Прежде всего, запишем:

(28)
| J | ≤

∫
Ω3∩Ω4

| d r(a, y)− d r(a, σ) |
d r(a, σ)

∣∣d−ν−Reα(x, σ)− d−ν−Reα(y, σ)
∣∣ ·

· | fw(σ)− fw(a) | dσ.

Нам понадобится следующее неравенство с γ ∈ C, доказательство которого
основано на применении обобщенной теоремы о среднем значении [67, с. 113]:

(29)

∣∣ d−γ(x1, x2)− d−γ(x2, x3)
∣∣ ≤ 2Re γ+1 | γ | d(x1, x3)

[d(x1, x2)]
Re γ+1

,

xk ∈ X, k = 1, 3.
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Применив его к первому модулю под интегралом в правой части (28), обозна-
чаемому в дальнейшем буквой κ, получаем:

κ := | d r(a, σ)− d r(a, y) | ≤ c0
d(y, σ)

d 1−r(a, σ)
, c0 = 2 1−r r.

Исследуя второй модуль, обозначим для краткости:

d1 = d(x, σ), d2 = d(y, σ), γ = α+ ν.

Прибавив и вычтя под модулем величину d−Re γ
1 d−i Im γ

2 , имеем:∣∣ d−γ
1 − d−γ

2

∣∣ ≤ ∣∣∣ d−Re γ
1

∣∣∣ ∣∣∣ d−i Im γ
1 − d−i Im γ

2

∣∣∣+
+
∣∣∣ d−i Im γ

2

∣∣∣ ∣∣∣ d−Re γ
1 − d−Re γ

2

∣∣∣ =: κ1 + κ2.

Модуль разности в слагаемом κ1 оценим, вновь используя (29):∣∣∣ d−i Im γ
1 − d−i Im γ

2

∣∣∣ = ∣∣ d−i Im γ(x, σ)− d−i Im γ(y, σ)
∣∣ ≤ d(x, y)

d(x, σ)
,

так что мажорантой κ1 является отношение

κ1 ≤ d(x, y)

dReα+ν+1(x, σ)
.

Примем во внимание конструкцию множества интегрирования, а именно:

(30) d(x, y) ≤ k h ≤ d(x, σ), σ ∈ Ω3 ∩ Ω4,

в силу чего обеспечено:
d(y, σ)

d(x, σ)
≤ d(x, y) + d(x, σ)

d(x, σ)
≤ 1 +

d(x, y)

d(x, σ)
≤ 2.

Таким образом, имеет место оценка:

(31)
κκ1

d r(a, σ)
≤ c0

d(y, σ)

d(x, σ)

d(x, y)

d(a, σ) dReα+ν(x, σ)
≤ c h

d(a, σ) dReα+ν(x, σ)
,

где, строго говоря, c = 2 c0 k.
Рассмотрим оценку композиции со слагаемым κ2. Напомним еще одно нера-

венство, приводившееся, например, в книге С. Л. Соболева [68, с. 251]:

(32)
∣∣∣∣ 1

d γ
1

− 1

d γ
2

∣∣∣∣ ≤ c
| d1 − d2 | (d1 + d2)

γ−1

(d1 d2) γ
, d1, d2 > 0, γ ∈ R, c > 0.

Воспользуемся им для оценки κ2:∣∣∣ d−Re γ
1 − d−Re γ

2

∣∣∣ ≤ c1 d(x, y)
(d(x, σ) + d(y, σ)) ν+Reα−1

(d(x, σ) d(y, σ)) ν+Reα
, c1 > 0,

где нашло применение также неравенство треугольника. Вновь отметим (30),
которое влечет оценку

d(x, σ)

d(y, σ)
≤ d(x, y) + d(y, σ)

d(y, σ)
≤ 1 +

k h

d(y, σ)
.

Поскольку также

d(y, σ) ≥ d(x, σ)− d(x, y) ≥ (k − 1)h, σ ∈ Ω3 ∩ Ω4,
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имеет место следующее неравенство с уточненной константой в правой части:
d(x, σ)

d(y, σ)
≤ 1 +

k

k − 1
, k > 1.

Следовательно, вынося в числителе d(y, σ), имеем:

(33)
κκ2

d r(a, σ)
≤ c h

d(a, σ) d ν+Reα(x, σ)
, c = c0 c1

k (2 k − 1)

k − 1
.

Наконец, оценив правую часть неравенства (28) суммой интегралов с κ1 и κ2

в составе соответствующих подынтегральных выражений, имеем на основании
оценок (31) и (33):

| J | ≤ c h

2∑
k=1

∫
Hk

| fw(σ)− fw(a) |
d(a, σ) d ν+Reα(x, σ)

dσ =: c h (J1 + J2),

где множества Hk, k = 1, 2, определены выше выражением (27), а в качестве c
может быть выбрана максимальная из констант в (31) и (33).

На H1 выполняется d(a, σ) ≤ d(x, σ), так что для J1 имеем в силу (20) и
Леммы 3:

J1 ≤ 2

∫
Ω\B(a,kh)

ωΩ(fw, a, d(a, σ))

d ν+Reα+1(a, σ)
dσ ≤ c

l∫
h

ωΩ(fw, a, t)

tReα+2
d t.

Для H2 воспользуемся (22), (25), свойством эквивалентности модулей гладко-
сти и Леммой 3:

J2 ≤ 8

∫
Ω\B(x,kh)

M (fw, x, d(x, σ))

d ν+Reα+1(x, σ)
dσ ≤ c

l∫
h

ωΩ (fw, x, d(x, σ))

dReα+2(x, σ)
dσ.

В заключение отметим, что
h

tReα+2
≤ h r t 1−r

tReα+2
=

h r

t r+Reα+1
, h ≤ t, r ≤ 1.

Таким образом, имеем для последнего слагаемого из представления (17)

| J | ≤ c h r


l∫

h

ωΩ(fw, x, t)

t r+Reα+1
d t+

l∫
h

ωΩ(fw, a, t)

t r+Reα+1
d t

 .

Завершающие выводы. Объединив полученные выше оценки, получаем
утверждение доказываемой теоремы. □

Теорема о действии

Чтобы сформулировать условия на характеристику ω(x, h), обеспечиваю-
щие ограниченность оператора D α при отображении элемента H ω(·) (Ω), спер-
ва рассмотрим следующий класс функций:

Определение 7. Пусть Tl := Ω × [0, l], l > 0. Отнесем всякую функцию
ω : Tl → [0, ∞) к классу W (Tl), если обеспечено следующее:

• ∀x ∈ Ω функция ω(x, t) непрерывна по t ∈ [0, l];

• inf
x∈Ω

ω(x, t) > 0 при t > 0 и ∀x ∈ Ω lim
t→+0

ω(x, t) = 0;
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• ω(x, t) почти возрастает по t для всех x ∈ Ω.

Спецификацией класса W является класс Зигмунда–Бари–Стечкина, доста-
точно широкий для построения теории обобщенных пространств Гёльдера:

Определение 8. Функция ω ∈ W (T l) принадлежит классу Зигмунда–Бари–
Стечкина Φ δ

β = Φ δ
β(T l), где 0 ≤ δ < β, x ∈ Ω, если одновременно выполнены

следующие условия:

(34)
h∫

0

(
h

t

) δ
ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

l∫
h

(
h

t

) β
ω(x, t)

t
d t ≤ c ω(x, h),

где 0 < h <
l

2
, и постоянная c > 0 не зависит ни от h, ни от x.

Естественной нормой в пространстве H ω(·) (Ω) является

(35) ∥f∥H ω(·)(Ω) = ∥f∥C(Ω) + sup
x∈Ω,
h>0

ωΩ(f, x, h)

ω(x, h)
,

где символом C(Ω) обозначено пространство равномерно непрерывных на Ω
функций. Последнее, в силу эквивалентности модулей гладкости, можно опре-
делить условием вида

C(Ω) :=

{
f : lim

h→+0
ωΩ(f, x, h) = 0, ∀x ∈ Ω

}
,

следовательно, условие (4) обобщенной гёльдеровости с характеристикой из
класса W влечет равномерную непрерывность функции f .

Теорема 2. Пусть гёльдеровская характеристика

(36) ω ∈ ΦReα
1+Reα, 0 < Reα < 1,

а также удовлетворяет условию типа Дини:

(37)
c1 ω (y, d(x, y)) ≤ ω (x, d(x, y)) ≤ c2 ω (y, d(x, y)) ,

x, y ∈ Ω, 0 < c1, c2 < ∞.

Тогда оператор D α ограничен из H ω(·)(Ω) в H ω−α(·)(Ω) с характеристикой

(38) ω−α(x, h) := h−Reα ω(x, h), 0 < h < l < ∞.

Доказательство Теоремы 2 приводилось в работе [48]. Наконец, имеет место
результирующая

Теорема 3. Пусть характеристика ω(x, h) удовлетворяет условиям (36) и
(37), а также, для всякого h > 0, условию

(39) sup
x∈Ω

ω(a, h)

ω(x, h)
≤ cω, 0 < cω < ∞.

Тогда оператор D α ограничен из H ω(·) (Ω, w) в H ω−α(·) (Ω, w) с характери-
стикой (38) и степенным весом

w(x) = d r(x, a), 0 < r ≤ 1.
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Доказательство. Воспользуемся аддитивным представлением (14). Ограни-
ченность первого слагаемого в правой его части утверждается Теоремой 2.
Ограниченность же оператора Dα

Ω на функции fw следует из оценки типа Зиг-
мунда, постулированной Теоремой 1.

Действительно, продолжив неравенство (15), имеем:

|Dα
Ωfw(x)−Dα

Ωfw(y) |
h−Reα ω(x, h)

≤ c

ω(x, h)

 ∑
z∈{a,x,y}

h∫
0

(
h

t

)Reα
ωΩ(w f, z, t)

t
d t+

+
∑

z∈{a,x}

l∫
h

(
h

t

) r+Reα
ωΩ(w f, z, t)

t
d t

 ,

где 0 < c < ∞ – некоторая постоянная. Имея в виду условие (39) теоремы,
заметим, что

c

ω(x, h)
≤ c cω

ω(a, h)
, h > 0.

Наличие данного функционального сомножителя приводит к необходимой оцен-
ке при z = a немедленно, в то время как для оценки слагаемых с z = x
достаточно воспользоваться определением класса Зигмунда–Бари–Стечкина.
Слагаемое же с z = y требует применения неравенства (37).

Наконец, переходя в полученном неравенстве к супремуму, имеем ограни-
ченность оператора Dα в терминах нормы (35). □

Заметим, что в случае всюду положительной характеристики ω(x, h) условие
(39) может быть заменено условием эквивалентности (см. определение на с. 52
монографии [17])

ω(x, h) ∼ ω(a, h), h > 0,

как функций вещественной переменной h или более конкретным требовани-
ем минимума функции ω(x, h) в точке x = a для всякого h > 0 (при этом,
очевидно, cω = 1).
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of variable order in generalized Hölder spaces with variable characteristic,
Mathematische Nachrichten, 284: 2–3 (2011), 355–369.

[46] B. G. Vakulov, Yu. E. Drobotov, Variable order Riesz potential over
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