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À.Â. Øóòîâ

Abstract. Asymptotic formulas are obtained for the number of natural
n, not exceeding X such that the sums of the digits of the Ostrowsky
expansions of n and n+ 1 have a given parity.
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1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå

n =

B(n)∑
k=0

bk(n)2
k

� äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N . Äëÿ i ∈ {0, 1} ïîëîæèì

NBin
i = {n ∈ N :

B(n)∑
k=0

bk(n) ≡ i (mod 2)}.

Ïóñòü òàêæå äëÿ i, j ∈ {0, 1}
Bij(X) = {n ≤ X : n ∈ NBin

i , n+ 1 ∈ NBin
j }.

Ýìèíÿí ïîêàçàë [1], ÷òî

Bij(X) =
X

6
+O(logX)

Shutov, A.V., On some analogue of the Mahler-Eminyan problem for Ostrowsky

expansions.
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ïðè i = j, è

Bij(X) =
X

3
+O(logX)

ïðè i ̸= j. Íà ñàìîì äåëå ðåçóëüòàò Ýìèíÿíà â íåñêîëüêî ñòðîê âûâîäèòñÿ èç
ïîëó÷åííîé ðàíåå Ìàëåðîì [2] àñèìïòîòèêè äëÿ ñóììû

∑r−1
l=0 ρ(l)ρ(l + k), ãäå

ρ(l) = ξ
sq(n)
q è ξq � êîðåíü q-îé ñòåïåíè èç 1 è sq(n) � ñóììà öèôð q-è÷íîãî

ðàçëîæåíèÿ n.
Â [3] áûë ïîëó÷åí àíàëîã äàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Ôèáîíà÷÷è. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è {Fk}: F0 = 0,
F1 = 1, Fk+2 = Fk+1+Fk. Òîãäà êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò åäèíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå Öåêêåíäîðôà [4]

n =

Fib(n)∑
k=2

fk(n)Fk,

ãäå fk(n) ∈ {0, 1} è fk(n)fk+1(n) = 0. Ïóñòü äëÿ i ∈ {0, 1}

NFib
0 = {n ∈ N :

Fib(n)∑
k=0

fk(n) ≡ i (mod 2)}.

Ïóñòü òàêæå äëÿ i, j ∈ {0, 1}

Fij(X) = {n ≤ X : n ∈ NFib
i , n+ 1 ∈ NFib

j }.

Òîãäà

Fij(X) =

√
5

10
X +O(logX)

ïðè i = j, è

Fij(X) =
5−

√
5

10
X +O(logX)

ïðè i ̸= j. Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíî â [5].
Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çíàìåíàòåëè ïîä-

õîäÿùèõ äðîáåé ê α =
√
5−1
2 . Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî èððàöèîíàëüíîãî α ñó-

ùåñòâóåò àíàëîã ïðåäñòàâëåíèÿ Öåêêåíäîðôà � ðàçëîæåíèå Îñòðîâñêîãî [6].
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîëó÷èòü àíàëîã òåîðåìû Ýìèíÿíà äëÿ ðàçëîæåíèé
Îñòðîâñêîãî, ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâîëüíûì èððàöèîíàëüíûì α.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü α ∈ (0; 1) � èððàöèîíàëüíî. Ïóñòü {qk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîë-
íûõ ÷àñòíûõ ðàçëîæåíèÿ α â öåïíóþ äðîáü, { Pk

Qk
} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-

õîäÿùèõ äðîáåé ê α è ηk = (−1)k(Qkα− Pk).
Èçâåñòíî [6], ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå n èìååò ðàçëîæåíèå ïî çíàìåíàòåëÿì

ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê α:

n =

k(α,n)∑
i=0

zk(α, n)Qk(α),

ãäå z0(α, n) ≤ q1(α) − 1, zk(α, n) ≤ qk+1(α) ïðè k ≥ 1, ïðè÷åì èç òîãî, ÷òî
zk(α, n) = qk+1(α) ñëåäóåò, ÷òî zk−1(α, n) = 0. Äàííîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü
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ïîñòðîåíî ïî æàäíîìó àëãîðèòìó è íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Îñòðîâñêîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû zk(α, n) ãàðàíòè-
ðóþò åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå z(α, n)
äëÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ (zk(α,n)(α, n), . . . , z0(α, n)) ðàçëîæåíèÿ Îñòðîâñêî-
ãî.

Ïðèâåäåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçëîæåíèÿõ Îñòðîâñêîãî.
Íàáîð z = (zl−1, . . . , z0) áóäåì íàçûâàòü α-äîïóñòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ðàçëîæåíèå Îñòðîâñêîãî êîòîðîãî çàêàí÷èâàåòñÿ íà z,
òî åñòü zl−1(α, n) = zl, . . . , z0(α, n) = z0.

Ïóñòü z � α-äîïóñòèìûé íàáîð è N(z) � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàç-
ëîæåíèå Îñòðîâñêîãî êîòîðûõ çàêàí÷èâàåòñÿ íà z.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü z = (zl−1, . . . , z1, z0) � α-äîïóñòèìûé íàáîð, ïðè÷åì â ñëó-
÷àå α ∈ ( 12 ; 1) äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî l > 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûé îòðåçîê I(z) âèäà I(z) = [{azα}, {bzα}], az, bz ∈ Z
òàêîé, ÷òî n ∈ N(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {(n + 1)α} ∈ I(z). Äëèíà
ýòîãî îòðåçêà ðàâíà ηl−1(α), åñëè zl ̸= 0 è ðàâíà ηl−1(α) + ηl(α), åñëè zl = 0.

Äàííûé ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî è ðàçíûìè ìåòîäàìè ïîëó÷åí â [7], [8].
Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ñâîäèòü èçó÷åíèå ìíîæåñòâ N(z) ê èçó÷åíèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ äðîáíûõ äîëåé {nα}. Ãåêêå [9] ïîêàçàë, ÷òî åñëè äëèíà îòðåçêà I ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó αZ+ Z, òî

♯{n ≤ X : {nα} ∈ I} = |I|X +O(1).

Ïîäîáíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûå â òåîðåìå 1 îòðåçêè I(z) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Ãåêêå è, òåì ñàìûì, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà. Îäíàêî,
äëÿ íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ K òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
èððàöèîíàëüíîãî α ∈ (0; 1) è ëþáîãî α-äîïóñòèìîãî íàáîðà z

|♯{n ≤ X : {nα} ∈ I(z)} − |I(z)|X| ≤ K.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8].
Èç òåîðåì 1 è 2 íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ K òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî èððàöèîíàëüíîãî α ∈ (0; 1) è ëþáîãî α-äîïóñòèìîãî íàáîðà z = (zl−1, . . . , z1, z0)

|♯{n ≤ X : n ∈ N(z)} − ν(z)X| ≤ K,

ãäå ν(z) = ηl−1(α), åñëè zl ̸= 0 è ν(z) = ηl−1(α) + ηl(α), åñëè zl = 0.

Ïóñòü òåïåðü

ϵ(n) = (−1)
∑k(α,n)

k=0 zk(α,n).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü
S(X) =

∑
n<X

ϵ(n).

Òîãäà
S(X) = O(logX).

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [10].
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3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü α ∈ (0; 1) � èððàöèîíàëüíî.
Äëÿ i ∈ {0, 1} ïîëîæèì

NOstr
i = {n ∈ N :

k(α,n)∑
k=0

zk(α, n) ≡ i (mod 2)}.

Ïóñòü òàêæå äëÿ i, j ∈ {0, 1}

Zij(X) = {n ≤ X : n ∈ NOstr
i , n+ 1 ∈ NOstr

j }.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè àñèìïòîòèêè äëÿ Zij(X).
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk} = {nk(α)} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ

α ∈ (0; 1
2 ) ïîëîæèì n1(α) = q1(α)− 1 è nk(α) = qk(α) ïðè k ≥ 2. Äëÿ α ∈ ( 12 ; 1)

ïîëîæèì nk(α) = nk(1− α) äëÿ âñåõ k ≥ 1.
Òàêæå ïîëîæèì r0 = 1 è

rk =

{
1 + nk(α) + nk−2(α) + . . .+ n2(α), k ≡ 0 (mod 2)
1 + nk(α) + nk−2(α) + . . .+ n1(α), k ≡ 1 (mod 2)

ïðè k ≥ 1.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûå êîíñòàíòû Cij, i, j ∈
{0, 1} òàêèå, ÷òî

(1) Zi,j(X) = CijX +O(logX).

Áîëåå òîãî, C00 = C11 = 1+cα
4 è C01 = C10 = 1−cα

4 , ãäå

cα =

∞∑
k=0

(−1)rknk+1(α)ηk(α0),

ãäå α0 = min{α, 1− α}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðàçëîæåíèÿ Îñòðîâñêîãî äëÿ α è 1− α îòëè÷àþòñÿ
íàëè÷èåì èëè îòñóòñòâèåì çàêëþ÷èòåëüíîãî íóëÿ, ìíîæåñòâà NOstr

i äëÿ α è
1 − α ñîâïàäàþò è òåîðåìó 4 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå α ∈ (0; 1

2 ). Â ýòîì
ñëó÷àå α0 = α.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Zi,j(X) =
∑
n≤X

(−1)iϵ(n) + 1

2

(−1)iϵ(n+ 1) + 1

2
.

C ó÷åòîì òåîðåìû 3, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî (1) ýêâèâàëåíòíî àñèìïòîòèêå

(2) S2(X) = cαX +O(logX),

ãäå

S2(X) =

X−1∑
k=0

ϵ(k)ϵ(k + 1).

Äîêàæåì (2).
Ïóñòü

Uk = {(u1, u0) : 0 ≤ u0 < nk+1, 0 ≤ u1 < nk+2}.



148 À.Â. Øóòîâ

Äëÿ u = (u1, u0) ∈ Uk îïðåäåëèì íàáîð zk,u ñëåäóþùèì îáðàçîì:

zk,u =

{
(u1, u0, nk, 0, nk−2, 0, . . . , n4, 0, n2, 0), k ≡ 0 (mod 2)
(u1, u0, nk, 0, nk−2, 0, . . . , n3, 0, n1), k ≡ 1 (mod 2)

.

Ââåäåííûå íàáîðû zk,u ÿâëÿþòñÿ α-äîïóñòèìûìè è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) Íè îäèí èç íàáîðîâ zk,u íå çàêàí÷èâàåòñÿ íà äðóãîé íàáîð.
2) Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàáîð z(α, n) (èëè æå íàáîð, ïîëó÷åííûé èç

z(α, n) äîïèñûâàíèåì ñëåâà íåêîòîðîãî ÷èñëà íóëåé) çàêàí÷èâàåòñÿ íà îäíî èç
ñëîâ âèäà zk,u.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
â âèäå íåïåðåñåêàþùåãîñÿ îáúåäèíåíèÿ

N =
⊔
k≥0

⊔
u∈Uk

N(zk,u).

Ïóñòü n ∈ N(zk,u). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî n + 1 ∈ N(z′k,u), ãäå z′k,u =

(u1, u0 + 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

). Ýëåìåíòû ðàçëîæåíèé z(α, n) è z(α, n + 1), ñòîÿùèå ïå-

ðåä u1 îäèíàêîâû äëÿ n è n+ 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

ϵ(n)ϵ(n+ 1) = (−1)rk .

Ñëåäîâàòåëüíî,

S2(X) =
∑
k≥0

∑
u∈Uk

(−1)rkNzk,u
(X).

Ïóñòü l(α,X) = min{k : Qk > X}. Èíäóêöèåé ïî k ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî α Qk ≥ Fk. Ñ ó÷åòîì èçâåñòíîé àñèìïòîòèêè äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è,
ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî

(3) l(α,X) = O(logX).

Ïîëîæèì l = l(α,X) è çàìåòèì, ÷òî äëèíû íàáîðîâ zk,u, k ≥ l áîëüøå, ÷åì
äëèíà íàáîðà z(α,N) è X íå ìîæåò ïîïàäàòü â ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà
N(zk,u). Ïîýòîìó

S2(X) =

l−1∑
k=1

∑
u∈Uk

(−1)rkNzk,u
(X).

Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 1, c ó÷åòîì îöåíêè (3) ñëåäóåò, ÷òî

S2(X) =

l−1∑
k=0

∑
u∈Uk

(−1)rkν(zk,u)X +O(logX).

Ïîëîæèì

c(α) =

∞∑
k=0

∑
u∈Uk

(−1)rkν(zk,u).

Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê

∞∑
k=0

∑
u∈Uk

ν(zk,u) = 1.
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Ïóñòü

Σk =
∑
u∈Uk

ν(zk,u).

Òîãäà

Σk =

nk+2−1∑
u1=0

nk+1−1∑
u0=0

ν(zk,u).

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ñ ó÷åòîì ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì (òàê êàê äëèíà
íàáîðà zk,u ðàâíà k + 2)

Σk =

nk+1−1∑
u0=0

(ηk+2 + ηk+1 + (nk+2 − 1)ηk+1) = nk+1ηk.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà äëÿ c(α) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé èç óñëîâèÿ òåîðåìû
4 è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî

δ(X) = |cα −
l−1∑
k=0

Σk|X = O(logX).

Òàê êàê X < Ql, èìååì

δ(X) < Ql

∣∣∣∣∣
∞∑
k=l

(−1)rkΣk

∣∣∣∣∣ ≤ Ql

∞∑
k=l

nk+1ηk < Qlηl−1 < 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì α = τ−1, ãäå τ = 1+
√
5

2 � çîëîòîå ñå÷åíèå.

Â ýòîì ñëó÷àå α0 = τ−2, nk = 1 è ηk = τ−k−2 äëÿ âñåõ k ≥ 0. Êðîìå òîãî,
r2l = r2l−1 = l + 1. Ðàçáèâàÿ ñóììó äëÿ cα íà äâå ñóììû (ïî ÷åòíûì k = 2l,
l ≥ 0 è íå÷åòíûì k = 2l − 1, l ≥ 1 ñîîòâåòñòâåííî), íàõîäèì

cτ−1 =
∑
l≥0

(−1)l+1τ−2l−2 +
∑
l≥1

(−1)l+1τ−2l−1.

Êàæäàÿ èç äâóõ ïîëó÷åííûõ ñóìì åñòü ñóììà áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì −τ−2. Òàê êàê τ−2 < 1, ïîëó÷àåì

cτ−1 =
−τ−2

1 + τ−2
+

τ−3

1 + τ−2
=

2
√
5− 5

5
.

Ïîýòîìó

C00 = C11 =

√
5

10
è

C01 = C10 =
5−

√
5

10
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì èç [3].
Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîíñòàíòû Cij â êî-

íå÷íîì âèäå äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè α ∈ (0; 1).
Èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü ôîðìóëû âûðàæàþùèå Cij â òåðìèíàõ ðàçëîæå-
íèÿ α â öåïíóþ äðîáü, íå ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íûõ ñóìì è ïðèãîäíûå äëÿ
ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè.
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