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Abstract. The article is devoted to finding the number of real roots
of systems of transcendental equations. It is shown that the number is
related to the number of real roots of the resultant of the system. An
example for a system of equations arising in chemical kinetics is given.
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Работа посвящена нахождению числа вещественных корней систем транс-

цендентных уравнений.
Нахождение числа вещественных корней многочленов является классиче-

ской задачей алгебры. Ей посвящены метод Эрмита квадратичных форм, метод
Штурма, правило знаков Декарта, теорема Бюдана–Фурье (смотри, например,
[1]). Дальнейшее развитие этих методов для многочленов можно найти в рабо-
тах [2] и [3]. Для целых функций вопрос о локализации вещественных корней
рассматривался в классических работах Н.Г. Чеботарёва [4] (с. 28–56), а также
в работе [5] (мы ссылаемся на собрание сочинений Н.Г. Чеботарёва, поскольку
оригинальные его работы малодоступны).

Для систем алгебраических уравнений число вещественных корней можно
найти, используя понятие результанта системы [6]. Результаты статьи [6] осно-
ваны на результатах работы [7].

В монографиях [8, 9] рассмотрены алгебраические и трансцендентные си-
стемы уравнений. Системы трансцендентных уравнений возникают, например,
при изучении уравнений химической кинетики [10]. Одна из возникающих там
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задач — это задача о числе вещественных положительных корней системы
уравнений.

Рассмотрим систему уравнений вида

(1)

 f1(z) = 0,
. . .
fn(z) = 0,

где f1(z), . . . , fn(z) — целые функции от комплексных переменных z = (z1, . . . , zn)
в Cn.

В дальнейшем будем предполагать, что множество корней системы (1) дис-
кретно. Поэтому оно не более чем счетно. Обозначим через E множество корней
с ненулевыми координатами w(ν) =

(
w1(ν), . . . , wn(ν)

)
, ν = 1, 2, . . ., занумерован-

ных в порядке возрастания модулей:
∣∣w(1)

∣∣ 6 ∣∣w(2)

∣∣ 6 . . . 6
∣∣w(ν)

∣∣ 6 . . . .
Рассмотрим степенные суммы корней Sα, где α = (α1, . . . , αn) — неотрица-

тельный мультииндекс (все компоненты неотрицательны и целые) и α1 + . . .+
αn > 0, вида

Sα =

∞∑
ν=1

1

wα1

1(ν) · w
α2

2(ν) · · ·w
αn

n(ν)

.

Будем считать, что все ряды Sα абсолютно сходятся для любых мультиин-
дексов α.

Понятие степенных сумм для трансцендентных систем уравнений было рас-
смотрено в работах [11]–[15]. Результаты этих статей были основаны на вычис-
лении степенных сумм через так называемые вычетные интегралы [16].

Лемма 1. Ряды Sα абсолютно сходятся для любых мультииндексов α тогда
и только тогда, когда ряды

∞∑
ν=1

1

w1(ν)
, . . . ,

∞∑
ν=1

1

wn(ν)

абсолютно сходятся.

Доказательство. Действительно, ряд∣∣∣∣∣
∞∑
ν=1

1

wα1

1(ν) · w
α2

2(ν) · . . . · w
αn

n(ν)

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
ν=1

1∣∣∣wα1

1(ν) · w
α2

2(ν) · . . . · w
αn

n(ν)

∣∣∣ 6
6
( ∞∑

ν=1

1∣∣w1(ν)

∣∣
)α1

·

( ∞∑
ν=1

1∣∣w2(ν)

∣∣
)α2

· . . . ·

( ∞∑
ν=1

1∣∣wn(ν)

∣∣
)αn

— сходится как произведение сходящихся рядов.
Очевидно, верно и обратное. �

Поэтому определена целая функция нулевого рода ([17], глава 7)

(2) R (z1) = zs1 ·
∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)
,

где s — кратность нуля системы (1) в точке ноль, s > 0.
В формуле (2) бесконечное призведение абсолютно и равномерно сходится

в комплексной плоскости C.
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Функцию R(z1) будем называть результантом системы (1) по переменной
z1. Понятие результанта для систем трансцендентных уравнений не является
общепринятым. Для случая двух уравнений оно было введено Н.Г. Чеботаре-
вым [4] (с. 18–27). В последние годы это понятие было рассмотрено в работах
[13], [14], [18], [19]. Результаты этих статей были основаны на вычислении сте-
пенных сумм через так называемые вычетные интегралы [16].

Введем функции P (t)
j (z1)

(3) P
(t)
j (z1) = −zs−1

1 ·
∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

·
∏
η ̸=ν

(
1− z1

w1(η)

)
, t > 0, s > 1.

Лемма 2. Функции (3) являются целыми функциями от переменной z1.

Доказательство. Запишем P
(t)
j (z1) в виде:

P
(t)
j (z1) = −zs−1

1 ·
∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)
·

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

· 1

1− z1
w1(ν)

.

Бесконечное произведение
∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)
является целой функцией нуле-

вого рода.
Докажем, что ряд

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

· 1

1− z1
w1(ν)

абсолютно и равномерно сходится в комплексной плоскости C.

По лемме 1 ряд
∞∑
ν=1

1∣∣w1(ν)

∣∣ сходится. Значит

lim
ν→∞

1∣∣w1(ν)

∣∣ = 0.

И поэтому

lim
ν→∞

(
1− z1

w1(ν)

)
= 1.

Так как 1− z1
w1(ν)

близко к единице, можно считать, что

∞∑
ν=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

wt
j(ν)

· 1

1− z1
w1(ν)

∣∣∣∣∣∣∣ 6 2 ·
∞∑
ν=1

1∣∣∣wt
j(ν)

∣∣∣ .
Откуда вытекает, что ряд

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

· 1

1− z1
w1(ν)

абсолютно и равномерно схо-

дится в комплексной плоскости C.
Тем самым доказано, что функции P (t)

j (z1) являются целыми функциями от
переменной z1. �



О ВЕЩЕСТВЕННЫХ КОРНЯХ СИСТЕМ 147

Теорема 1. Пусть функция R(z1) имеет простые нули w1(ν), ν = 1, 2, . . ..
Тогда справедливо равенство

P
(t)
j (z1)

R′(z1)

∣∣∣∣∣
z1=w1(µ)

=
1

wt
j(µ)

.

Доказательство. Найдем производную по z1 функции R(z1):

R
′
(z1) = s · zs−1

1 ·
∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)
− zs1 ·

∞∑
ν=1

1

w1(ν)
·
∏
η ̸=ν

(
1− z1

w1(η)

)
.

Первое слагаемое, вычисленное в точке z1 = w1(µ), равно 0, так как

∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)∣∣∣∣∣
z1=w1(µ)

= 0.

Вычислим второе слагаемое в точке z1 = w1(µ):

−ws
1(µ) ·

∞∑
ν=1

1

w1(ν)
·
∏
η ̸=ν

(
1−

w1(µ)

w1(η)

)
= −ws

1(µ) ·
1

w1(µ)
·
∏
η ̸=µ

(
1−

w1(µ)

w1(η)

)
.

Таким образом,

R
′
(z1)

∣∣∣
z1=w1(µ)

= −ws−1
1(µ) ·

∏
η ̸=µ

(
1−

w1(µ)

w1(η)

)
.

Найдем значение P (t)
j (z1) в точке z1 = w1(µ):

P
(t)
j (z1)

∣∣∣
z1=w1(µ)

= −ws−1
1(µ) ·

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

·
∏
η ̸=ν

(
1−

w1(µ)

w1(η)

)
=

= −ws−1
1(µ) ·

1

wt
j(µ)

·
∏
η ̸=ν

(
1−

w1(µ)

w1(η)

)
.

После подстановки найденных выражений в
P

(t)
j (z1)

R′(z1)

∣∣∣∣∣
z1=w1(µ)

и сокращения

получим утверждение теоремы. �

Таким образом мы получаем, что если известны первые координаты кор-
ней из E , то для нахождения остальных координат корней не нужно находить
результанты по другим переменным.

В качестве результанта системы (1) можно взять функцию вида

(4) Q(z1) = zs1 · eg(z1) ·
∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)
.

где g(z1) — некоторая целая функция, s — кратность нуля системы (1) в нуле,
s > 0.

Она имеет те же самые корни, что и результант R(z1).
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Рассмотрим систему функций

V
(t)
j (z1) = −zs−1 · eg(z1) ·

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

·
∏
η ̸=ν

(
1− z1

w1(η)

)
, t > 1, s > 1.

Следствие 1. Пусть функция Q(z1) имеет простые нули w1(ν), ν = 1, 2, . . ..
Тогда справедливо равенство

V
(t)
j (z1)

Q′(z1)

∣∣∣∣∣
z1=w1(µ)

=
1

wt
j(µ)

.

Доказательство следствия 1 повторяет доказательство теоремы 1.
Запишем разложение в ряд Тейлора по переменной z1 в окрестности нуля

функции P (t)
j (z1) и функции R(z1):

P
(t)
j (z1) = −zs−1

1 ·
∞∑

m=0

a
(t)
jm · zm1 , a

(t)
j0 = 1,

R(z1) = zs1 ·
∞∑

m=0

bm · zm1 , b0 = 1,

Теорема 2. Если система (1) с вещественными коэффициентами такова,
что все нули R(z1) простые кроме точки z1 = 0, то число вещественных кор-
ней системы (1) в E совпадает с числом вещественных корней результанта
R(z1).

Доказательство. Если система (1) имеет вещественные коэффициенты, то все
степенные суммы корней Sα — вещественные.

Действительно, пусть система (1) имеет вещественный корень w, то есть
fj(w) = 0, j = 1, . . . , n. Тогда fj(w) = 0, j = 1, . . . , n. Так как система (1) име-
ет вещественные коэффициенты, то fj(w) = 0, j = 1, . . . , n. Следовательно, w
тоже корень.То есть комплексные корни парные. А значит в степенной сумме
Sα каждому невещественному (комплексному) слагаемому соответствует ком-
плексно сопряженное слагаемое. И поэтому сумма этих чисел — вещественное
число.

Докажем, что результант R(z1) = zs1 ·
∞∑

m=0

bm · zm1 имеет вещественные коэф-

фициенты, то есть что bm — вещественные, m = 0, 1, 2, . . ..
Для этого рассмотрим бесконечное произведение

∞∏
η=1

(
1− z1

w1(η)

)
= 1 + z1 ·

∞∑
j=1

−1

w1(j)
+ z21 ·

∑
j1<j2

1

w1(j1) · w1(j2)
+

+z31 ·
∑

j1<j2<j3

−1

w1(j1) · w1(j2) · w1(j3)
+ . . . =

= 1 +

∞∑
m=1

(−1)m · zm1 ·
∑

j1<j2<...<jm

1

w1(j1) · w1(j2) · . . . · w1(jm)
.
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Коэффициенты при zm1 равны:

b0 = 1,(5)

bm = (−1)m ·
∑

j1<j2<...<jm

1

w1(j1) · w1(j2) · . . . · w1(jm)
, m = 1, 2, . . .(6)

Из вида (5) очевидно следует, что bm являются симметрическими функци-

ями чисел
1

w1(1)
,

1

w1(2)
,

1

w1(3)
, ..., а значит bm вещественные.

Представим P
(t)
j (z1) в более удобном виде.

Для этого рассмотрим вспомогательную систему функций

φ
(t)
j (λ) = −λs−1 ·

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

· 1

1− λ

w1(ν)

·
∞∏
η=1

(
1− λ

w1(η)

)
, s > 1.

Или после сокращения:

φ
(t)
j (λ) = −λs−1 ·

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

·
∏
η ̸=ν

(
1− λ

w1(η)

)
= −λs−1 ·

∞∑
m=0

a
(t)
jm · λm, a

(t)
j0 = 1.

Используя формулу геометрической прогрессии при достаточно малых |λ|:

φ
(t)
j (λ) = −λs−1 ·

∞∑
ν=1

1

wt
j(ν)

·
∞∑

m=0

(
λ

w1(ν)

)m

·
∞∏
η=1

(
1− λ

w1(η)

)
=

= −λs−1 ·
∞∑

m=0

λm ·

( ∞∑
ν=1

1

wm
1(ν) · w

t
j(ν)

)
·

∞∏
η=1

(
1− λ

w1(η)

)
=

= −λs−1 ·

( ∞∑
m=0

Sme1+tej · λm
)

·

( ∞∑
k=0

bk · λk
)

=

= −λs−1 ·
∞∑
l=0

λs ·

( ∑
m+k=l

Sme1+tej · bk

)
,

где Sme1+tej =
∞∑
ν=1

1

wm
1(ν) · w

t
j(ν)

— степенные суммы для мультииндекса me1 +

tej = (m, 0, . . . , 0, t, 0, . . . , 0), первая компонента мультииндекса равна 1, j-ая
компонента равна t, а остальные компоненты — нули.

Так как коэффициенты системы (1) вещественные, то и
∞∑

m+k=l

Sm+k=l · bk,

l = 0, 1, 2, . . . вещественные.
Получили соотношения для вычисления a(t)jl :

a
(t)
jl =

∑
m+k=l

Sme1+tej · bk,

где l = 0, 1, 2, . . ., b0 = 1, s > 1, t > 0, m > 0, k > 0. То есть коэффициенты a
(t)
jl

— вещественные.
Таким образом, если одна координата корня системы (1) вещественная, то

все остальные координаты этого корня тоже вещественные. Откуда следует
утверждение теоремы. �
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Следствие 2. Если система (1) с вещественными коэффициентами такова,
что все нули Q(z1) (то есть R(z1)) простые кроме точки z1 = 0 и функ-
ция g(z1) из (4) имеет вещественные коэффициенты, то число вещественных
корней системы (1) в E совпадает с числом вещественных корней функции
Q(z1).

Доказательство следствия 2 повторяет доказательство теоремы 2.
Рассмотрим модель Зельдовича–Семенова реактора идеального смешения

[10] (глава 2, уравнение (2.2.1)){
(1− x)e

y
1+βy − x

Da = dx
dτ ,

(1− x)e
y

1+βy − y
Se = γ dy

dτ ,

где β, D, S, e — положительные параметры.
Обозначим Da = a, Se = b. Стационарные состояния системы удовлетворя-

ют системе уравнений

(7)

{
(1− x)e

y
1+βy − x

a = 0,

(1− x)e
y

1+βy − y
b = 0.

Система (7), очевидно, не имеет корней с нулевыми координатами.
Из системы (7) получаем x =

a

b
y.

Для решения системы (7) сделаем замену t =
y

1 + βy
. Получим{ (

t
b(1−βt) −

1
a

)
et + t

ab(1−βt) = 0,

x = 1− t
b(1−βt) e

−t.

Следовательно,

(8) (at− b(1− βt)) et + t = 0.

Обозначим
ψ(t) = (at− b(1− βt)) et + t.

Можно считать, что функция ψ(t) является результантом по переменному
t системы (7). Она является целой функцией первого порядка роста экспонен-
циального типа.

Покажем, что она не имеет кратных корней.
Рассмотрим производную

ψ
′
= (at− b(1− βt)) et + 1 + et(a+ bβ) = 0,

Кратные корни функции ψ(t) удовлетворяют системе{
ψ(t) = 0,

ψ
′
(t) = 0.

Из первого и второго уравнения системы получаем

−t+ 1 + et(a+ bβ) = 0.

То есть

et =
t− 1

a+ bβ
.
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Подставляем в первое уравнение

t2 +
b

a+ βb
(1− t) = 0.

Несложные выкладки показывают, что при почти всех значениях парамет-
ров функции ψ и ψ

′
не имеют общих корней, поэтому функция ψ(t) не имеет

кратных корней при почти всех значениях параметров.
В работе [20] получены условия когда функция ψ(t) имеет один или три

вещественных корня. Следствие 2 тогда показывает, что при этих же условиях
первоначальная система (7) имеет также один или три вещественных корня.

Кроме того, в работе [20] показано, что система (7) имеет бесконечно много
комплексных корней.
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