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ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
МОДЕЛИ СЛОЖНОГО ТЕПЛООБМЕНА

Г.В. ГРЕНКИН

Abstract. The steady-state complex heat transfer model within the
P1-approximation of the radiative transfer equation is considered. An
inverse problem of reconstructing heat sources intensities with given
volume densities from the prescribed values of functionals of heat sources
densities on the temperature field calculated without taking account of
radiative effects is investigated. The uniqueness of the inverse problem
solution is proved.
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1. Введение

Моделирование переноса тепла, учитывающее эффекты, связанные с рас-
пространением теплового излучения, актуально как благодаря математической
новизне задач, так и в связи с возможным применением результатов теорети-
ческого и численного анализа на практике.

Обширное количество литературы посвящено математическому исследова-
нию уравнений сложного теплообмена в рамках P1-приближения уравнения
переноса излучения. В работах [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] исследована корректность
стационарных и нестационарных моделей, в [8, 9, 10] изучены задачи оптималь-
ного управления граничными коэффициентами для этих моделей. В работах
[11, 12] рассмотрены обратные задачи восстановления зависящих от времени
интенсивностей источников для нестационарных уравнений сложного тепло-
обмена с интегральным переопределением, доказана их однозначная разреши-
мость, когда в качестве переопределения берется интеграл от температуры,
умноженной на функцию, описывающую источники тепла. Наконец, в статьях
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[13, 14] для стационарных моделей сложного теплообмена поставлены обратные
задачи восстановления неизвестных интенсивностей источников тепла по из-
вестным их объемным плотностям и заданному интегральному переопределе-
нию — значениям функционалов источников на поле температуры. Доказано,
что по этим данным всегда восстанавливаются интенсивности источников вме-
сте с полем температуры, но единственность такого восстановления установле-
на при достаточно большом коэффициенте температуропроводности. Сходные
обратные задачи, но для линейных уравнений, изучались, например, в работах
[15, 16, 17].

В настоящей работе обратная задача поставлена по-другому — функциона-
лы источников вычисляются на специальном поле температуры, вычисляемом
без учета радиационных эффектов. Для такой постановки показано, что яко-
биан отображения интенсивностей источников в значения функционалов явля-
ется P -матрицей, отсюда из теоремы Гейла –Никайдо вытекает однозначность
этого отображения. Таким образом, установлена единственность решения об-
ратной задачи.

2. Постановка обратной задачи

Пусть Ω ⊂ R3 — липшицева ограниченная область с границей Γ, в кото-
рой происходит процесс радиационно-кондуктивного теплообмена, описывае-
мый функциями θ — установившееся поле температуры, φ — поле интенсивно-
сти излучения, усредненной по всем направлениям. Установившийся процесс
описывается следующей системой дифференциальных уравнений:

−a∆θ + bκa(|θ|3θ − φ) =

m∑
i=1

qifi,(1)

−α∆φ+ κa(φ− |θ|3θ) = 0(2)

с краевыми условиями

a
∂θ

∂n
+ β(θ − θb) = 0, α

∂φ

∂n
+ γ(φ− θ4b ) = 0 на Γ.(3)

Здесь величины θ и φ являются нормированными. Положительные постоянные
параметры a, b, α, κa характеризуют радиационно-термические свойства среды,
граничные функции β, γ характеризуют отражающие свойства границы [3].
Через ∂/∂n обозначена производная в направлении внешней нормали.

Для нахождения неизвестных интенсивностей источников тепла qi для поля
температуры задается интегральное переопределение:

(4) (fj , Sθ) = rj , j = 1, . . . ,m.

Здесь fj ∈ V ′ — заданные функционалы, выражающие объемные плотности
источников, S — оператор, который по полю температуры θ дает поле темпе-
ратуры, вычисленное без учета радиационных эффектов, он будет определен
ниже.

Для формализации краевой задачи будем использовать пространство Со-
болева V = H1(Ω). Через (f, v) обозначаем значение функционала f ∈ V ′ на
элементе v ∈ V и скалярное произведение в L2(Ω), если f, v ∈ L2(Ω). Будем
предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям:

(i) β, γ ∈ L∞(Γ), β ≥ β0 > 0, γ ≥ γ0 > 0, 0 ≤ θb ∈ L∞(Γ),
(ii) fj ∈ V ′, fj линейно независимы.
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Определим операторы A1, A2 : V → V ′ и функционалы h1, h2 ∈ V ′ по фор-
мулам:

(A1θ, v) = a(∇θ,∇v) +

∫
Γ

βθv dΓ, (A2φ, v) = α(∇φ,∇v) +

∫
Γ

γφv dΓ,

(h1, v) =

∫
Γ

βθbv dΓ, (h2, v) =

∫
Γ

γθ4bv dΓ.

Определение 1. Пара {θ, φ} называется слабым решением задачи (1)–(3),
если

A1θ + bκa(|θ|3θ − φ) =

m∑
i=1

qifi + h1, A2φ+ κa(φ− |θ|3θ) = h2.

Теорема 1. [7] Пусть выполнены условия (i), (ii). Для любых чисел qj слабое
решение задачи (1)–(3) существует и единственно.

Определим поле температуры η, вычисляемое без учета радиационных эф-
фектов, которое подчиняется уравнению

A1η =

m∑
i=1

qifi + h1.

Можно показать, что при известных полях θ, φ поле η можно найти по фор-
муле η = θ + bA−1

1 (A2φ − h2). Следовательно, можно определить нелинейный
оператор S : V → V , который заданному полю θ сопоставляет поле η:

η = Sθ = θ + bκaA
−1
1 A2(A2 + κaI)

−1(|θ|3θ)− bκaA
−1
1 (A2 + κaI)

−1h2.

Определение 2. Вектор q = (q1, . . . , qm) вместе с парой {θ, φ} есть реше-
ние обратной задачи (1)–(4), если для слабого решения {θ = θ(q), φ = φ(q)}
выполняются равенства

(5) Fj(q) ≡ (fj , Sθ) = rj , j = 1, . . . ,m.

3. Единственность решения обратной задачи

Метод исследования единственности решения нелинейной системы (5) состо-
ит в анализе якобиана системы. Мы покажем, что якобиан данной системы ра-
вен определителю матрицы Грама относительно скалярного произведения, по-
рожденного положительным оператором, откуда следует положительная опре-
деленность якобиана. Далее применяется теорема о глобальной однозначности
отображения с положительной матрицей Якоби.

Лемма 1. Справедлива формула

∂Fj(q)

∂qi
= (fi, P [θ(q)](S′

θ[θ(q)])
∗fj) ,

где P [θ] : V ′ → V — оператор, который по функции g дает решение p1 = P [θ]g
сопряженной задачи

A1p1 + 4κa|θ|3(bp1 − p2) = g, A2p2 + κa(p2 − bp1) = 0,

S′
θ[θ] : V → V — оператор, действующий по формуле S′

θ[θ]h = h+4bκaA
−1
1 A2(A2+

κaI)
−1(|θ|3h).
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Доказательство. Составляя и дифференцируя стандартным образом функ-
цию Лагранжа

L(θ,q, p) = (fj , Sθ) + (F(θ,q), p),

где F(θ,q) = 0 — уравнение, связывающее θ и q,

(F(θ,q), v) = (A1θ, v) + bκa

(
|θ|3θ − (A2 + κaI)

−1(bκa|θ|3θ), v
)
−

m∑
i=1

qi(fi, v),

получим выражение для градиента функционала Fj(q) [18, с. 63]:

∂Fj(q)

∂qi
= L′

q(θ(q),q, p(q)),

где p(q) — решение сопряженной задачи

L′
θ(θ(q),q, p) = 0.

Отсюда получаем условие леммы. Отметим, что требуемое условие непрерыв-
ной обратимости оператора F ′

θ(θ,q) следует из результатов [10]. □

Следствие 1. Справедлива формула
∂Fj(q)

∂qi
= (fj , S

′
θ[θ(q)]P [θ(q)]∗fi) =

(
fj , A

−1
1 fi

)
,

где P [θ]∗ : V ′ → V — оператор, который по функции g дает решение u = P [θ]∗g
линеаризованной задачи

A1u+ bκa(4|θ|3u− z) = g, A2z + κa(z − 4|θ|3u) = 0.

Следствие 2. Якобиан
∂Fj(q)

∂qi
является P -матрицей в любой точке q.

Теорема 2. Обратная задача (1)–(4) имеет не более одного решения.

Доказательство. Из теоремы Гейла – Никайдо [19] следует, что отображение
q 7→ F(q) однозначно. □

4. Решение обратной задачи

Применим результат анализа рассмотренной обратной задачи для решения
обратной задачи в исходной постановке: найти неизвестные коэффициенты qi,
при которых выполняются условия интегрального переопределения:

(fj , θ) = rj , j = 1, . . . ,m.

Для решения указанной задачи предлагается следующий алгоритм.

(1) Полагаем s
(1)
j = rj для j = 1, . . . ,m. Считаем k = 1.

(2) Решаем обратную задачу

A1η =

m∑
i=1

qifi + h1,

(fj , η) = s
(k)
j , j = 1, . . . ,m,

находим коэффициенты qi = q
(k)
i .

(3) Находим θ = θ(k), φ = φ(k), где θ, φ — решение задачи (1)–(3) при
qi = q

(k)
i .
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(4) Вычисляем s
(k+1)
j = rj + b(fj , A

−1
1 (A2φ

(k) − h2)). Поскольку (fj , θ
(k)) +

b(fj , A
−1
1 (A2φ

(k) − h2)) = s
(k)
j , то s

(k+1)
j = s

(k)
j + (rj − (fj , θ

(k))).
(5) Переходим к шагу 2, увеличив k на 1.

По сравнению со стандартным методом Ньютона, который может быть ис-
пользован для решения данной обратной задачи, представленной в качестве
системы нелинейных алгебраических уравнений, в предлагаемом алгоритме на
шаге 2 получается невырожденная система линейных уравнений для нахожде-
ния коэффициентов qi.

Другим методом решения исходной обратной задачи может выступить ме-
тод квазилинеаризации, аналогичный неполному методу Ньютона для решения
прямой задачи [20]. Если на каждой итерации предложенного алгоритма ре-
шается линейная обратная задача теплопроводности, то на каждой итерации
метода квазилинеаризации будет решаться линеаризованная обратная зада-
ча сложного теплообмена, в которой для упрощения теоретического анализа
нелинейный член линеаризуется только в уравнении для температуры:

A1θ + bκa

(
|θ̃|3θ̃ + 4|θ̃|3(θ − θ̃)− φ̃

)
=

m∑
i=1

qifi + h1,

A2φ̃+ κa(φ̃− |θ̃|3θ̃) = h2,

(fj , θ) = rj , j = 1, . . . ,m.

Здесь θ̃ — это приближение для поля температуры с предыдущей итерации.
Наконец, третий способ состоит в замене второго шага алгоритма на реше-

ние указанной линеаризованной задачи. В отличие от метода квазилинеариза-
ции, здесь приближение θ̃ будет вычисляться как решение прямой задачи при
коэффициентах qi, найденных из линеаризованной обратной задачи.

5. Выводы

Таким образом, для корректной постановки обратной задачи можно отнести
данные измерений не к самому полю температуры, а к специальному полю, вы-
численному без учета радиационных эффектов. При таком выборе функциона-
лов в переопределении обратная задача для уравнений сложного теплообмена
обладает свойствами аналогичной обратной задачи для уравнения теплопро-
водности и является линейной. Поэтому для ее решения подойдут стандарт-
ные численные методы, ориентированные на системы линейных алгебраиче-
ских уравнений.
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