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РАСПРЕДЕЛЕНИЯ УЗЛОВ

О.В. ГЕРМИДЕР, В.Н. ПОПОВ

Abstract. A two-sided estimate of the Lebesgue constant of the Lagrange
interpolation rational process with nodes at the zeros of the Chebyshev
polynomials is carried out. Expressions are obtained for the upper and
lower bounds of this estimate in the form of a finite sum of an asymptotic
alternating series. Their analysis was carried out to improve the rate of
convergence of the process. Based on these expressions, the values of these
boundaries close to each other are calculated depending on the number
of nodes. Error estimates are obtained for each of the boundaries.

Keywords: polynomial approximation, Chebyshev nodes, Lebesgue constant.

1. Введение

Интерполяция Лагранжа – это классический метод аппроксимации непре-
рывной на отрезке функции полиномом, значения которого совпадают со зна-
чениями интерполируемой функции в некоторых фиксированных точках от-
резка, называемых узлами интерполяции [1].

Пусть непрерывная на отрезке [a, b] функция f = f(x) задана своими значе-
ниями f0, f1, . . . , fn в точках x0, x1, . . . , xn. Тогда интерполяционный много-
член в форме Лагранжа имеет вид

(1) pn(x) =

n∑
k=0

fklk(x),
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где lk(x) – фундаментальные полиномы Лагранжа:

(2) lk(x) =

n∏
j=0
j 6=k

x− xj
xk − xj

, k = 0, n.

В случае, когда в узлах интерполяции вычислены приближенные значения
f̃k функции f с погрешностью, не превышающей величины δ > 0: |fk − f̃k| <
δ, то отклонение построенного возмущенного полинома p̃n(x) от pn(x) можно
оценить следующим образом:

(3) |pn(x)− p̃n(x)| = |
n∑
k=0

(fk − f̃k)lk(x)| ≤
n∑
k=0

|fk − f̃k||lk(x)| ≤ δ
n∑
k=0

|lk(x)| =

= δλn(x) ≤ δΛn.

Здесь λn(x) и Λn – функция и константа Лебега для заданного множества
узлов интерполяции Ωn = {x0, x1, . . . xn}:

(4) λn(x) =

n∑
k=0

|lk(x)|,

(5) Λn = max
x∈[a, b]

λn(x) = max
x∈[a, b]

n∑
k=0

|lk(x)|.

Как отмечено в [2], константа Лебега относится к основным характеристи-
кам интерполяционного процесса. Ее значение показывает, во сколько раз воз-
растает погрешность вычисления интерполяционного полинома Лагранжа по
сравнению с погрешностью вычисления функции. Кроме того оценка свер-
ху для константы Лебега позволяет провести анализ скорости приближения
непрерывной функции интерполяционными многочленами [1]. Следует заме-
тить, что Λn существенно зависит от взаимного расположения узлов интер-
поляции и ее поведение с увеличением числа узлов может иметь различный
характер [1]–[12].

Обозначим

(6) ωn(x) =

n∏
j=0

(x− xj).

Учитывая, что ω′n,x(xk) =
n∏

j=0, j 6=k
(xk−xj), базис Лагранжа (2) для Ωn можно

представить в виде

(7) lk(x) =
ωn(x)

(x− xk)ω′n,x(xk)
, k = 0, n,

соответственно, перепишем выражение для константы Лебега (5) как

(8) Λn = max
x∈[a, b]

n∑
k=0

∣∣∣∣ ωn(x)

(x− xk)ω′n,x(xk)

∣∣∣∣ .
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Для того чтобы равномерная норма полинома ωn(x) имела минимальное
значение на отрезке [−1, 1], в качестве узлов интерполяции выберем нули по-
линома Чебышева степени n+ 1 [1]:

(9) xk = cos

(
π(2k + 1)

2(n+ 1)

)
, k = 0, n.

Не нарушая общности ограничимся случаем, когда x ∈ [−1, 1], поскольку

u =
b− a

2
x+

a+ b

2
, u ∈ [a, b], x ∈ [−1, 1],

В силу единственности существования интерполяционного многочлена Лагран-
жа на множестве Ωn и того факта, что коэффициент при xn+1 равен 2n [13],
получаем

(10) ωn(x) = 2−nTn+1(x).

Полагая

(11) x = cos t, xk = cos tk, tk =
π(2k + 1)

2(n+ 1)
, k = 0, n,

имеем
(12)

Tn+1(x) = cos(n+ 1)t, T ′n+1,x(xk) =
(n+ 1) sin((n+ 1)tk)√

1− x2k
=

(−1)k(n+ 1)

sin tk
.

Подставляя (10) с учетом (12) в (8), получаем

(13) Λn = max
t∈[0, π]

n∑
k=0

∣∣∣∣ cos(n+ 1)t sin tk
(n+ 1)(cos t− cos tk)

∣∣∣∣ .
В [1], [10] показано, что функция Лебега

(14) λn(t) =

n∑
k=0

∣∣∣∣ cos(n+ 1)t sin tk
(n+ 1)(cos t− cos tk)

∣∣∣∣ ,
на отрезке [0, π] принимает свое наибольшее значение при t = 0. Тогда

(15) Λn =
1

n+ 1

n∑
k=0

ctg

(
tk
2

)
.

Вычислению константы Лебега на основе (15) и посвящена представленная
работа. Выбор нулей полинома Чебышева в качестве узлов интерполяции обу-
славливлен и сохранением устойчивости к ошибкам округления приближения
интерполяционным полиномом.

2. Вычисление константы Лебега

Разложим функцию ctg t в ряд Маклорена на (0, π/2) [14]

(16) ctg t =

∞∑
i=0

c2i−1t
2i−1,

где c2i−1 выражаются через числа Бернулли B2i как

(17) c0 = 1, c2i−1 = −22i|B2i|
(2i)!

, i ≥ 1.
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Для нахождения чисел Бернулли в (17) применяем рекуррентную формулу
[15]

(18)
B1

(2i)!
+

i∑
j=0

B2j

(2(i− j) + 1)!(2j)!
= 0, B0 = 1, B1 = −1

2
, i ≥ 1.

В результате

(19) ctg t =
1

t
−
∞∑
i=1

22i|B2i|
(2i)!

t2i−1.

Подставляя (19) в (15), получаем

(20) Λn =
4

π

n∑
k=0

(2k + 1)−1 +R1,n,

(21) R1,n = −
∞∑
i=1

π2i−1|B2i|41−i

(n+ 1)2i(2i)!

n∑
k=0

(2k + 1)2i−1.

Оценим первый член ряда (20). Обозначим

(22) F0,n =

n∑
k=0

(2k + 1)−1.

Применяя свойство функции Ψ(x) =
d ln Γ(x)

dx
[18]

(23) Ψ(1 + x) = Ψ(x) +
1

x
,

где Γ(x) – гамма-функция, перепишем выражение (22) в виде

(24) 2F0,n = Ψ

(
n+ 1 +

1

2

)
−Ψ

(
1

2

)
.

Воспользовавшись формулой [19], [20], для вычисления значения Ψ(1/2)

(25) Ψ

(
p

q

)
= 2

[ q
2 ]∑

k=1

cos

(
2πpk

q

)
ln

(
sin

(
πk

q

))
− π

2
ctg

(
πp

q

)
− ln(2q)− γ,

где [q/2] – целая часть q/2, q и p – натуральные числа и p < q. Находим значение
Ψ(1/2):

(26) Ψ

(
1

2

)
= −γ − 2 ln 2.

Учитывая выражение Бине [15]

(27) Ψ(x) = ln(x)− 1

2x
−
∞∫
0

(
1

exp(t)− 1
− 1

t
+

1

2

)
exp(−tx)dt,

и разложение в ряд Маклорена подынтегральной функции, стоящей в скоб-
ках [15]

(28)
1

exp(t)− 1
− 1

t
+

1

2
=

∞∑
i=1

B2it
2i−1,
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получаем

(29) Ψ(x) = ln(x)− 1

2x
− 1

2

q∑
i=1

B2i
1

ix2i
−

−
∞∫
0

(
1

exp(t)− 1
− 1

t
+

1

2
−

q∑
i=1

B2it
2i−1

)
exp(−tx)dt.

Ряд
∞∑
i=1

B2ix
−2ii−1 является знакочередующимся и асимптотическим, поэто-

му ограничиваем суммирование на члене ряда с индексом q, за которым по-
следующие начинают неограниченно расти. Найдем q из неравенства

(30)
|B2(q+1)|qx2q

|B2q|(q + 1)x2(q+1)
≤ 1.

Учитывая, что числа Бернулли через дзета-функцию Римана ζ(x) выража-
ются как

(31) |B2i| =
2ζ(2i)(2i)!

(2π)2i
, i ≥ 1,

имеем

(32)
|B2(q+1)|qx2q

|B2q|(q + 1)x2(q+1)
=
ζ(2(q + 1))2q(2q − 1)x2q

(2π)2ζ(2q)x2(q+1)
.

Учитывая, что ζ(2(q + 1))/ζ(2q) ≤ 1, при x = 1
2 + n+ 1 (n ≥ 1) получаем

2q(2q − 1)
(
1
2 + n+ 1

)2q
(2π)2

(
1
2 + n+ 1

)2(q+1)
≤ 1.

Откуда

(33) qn =

1

4

1 +

√
16π2

(
1

2
+ n+ 1

)2

+ 1

 ,
Из (33) следует, что значение qn увеличивается с ростом n.
Абсолютная погрешность вычисления интеграла в (29) не превосходит по

модулю первого отброшенного i-го слагаемого i ≤ qn в сумме

1

2

qn∑
i=1

|B2i|
1

ix2i
.

Поскольку B2i = (−1)i+1|B2i| (i ≥ 1), а при n = 1 значение qn равно 8, то
для любого x = 1

2 + n+ 1 (n ≥ 1) имеем следующую оценку

(34) Ψn,0 + Ψn,2m1−1 ≤ Ψ

(
n+ 1 +

1

2

)
≤ Ψn,0 + Ψn,2m1 , 2 ≤ 2m1 ≤ qn,

где

Ψn,0 = − ln(2) + ln(3 + 2n)− 1

3 + 2n
,

(35) Ψn,l = −1

2

l∑
i=1

(
1

2
+ n+ 1

)−2i
B2i

i
.
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Подставляя (26) и (34) в (24), имеем

(36) F ∗0,n +
1

2
Ψn,2m−1 ≤ F0,n ≤ F ∗0,n +

1

2
Ψn,2m,

(37) F ∗0,n =
γ

2
+

1

2
ln 2 +

1

2
ln(3 + 2n)− 1

2(3 + 2n)
.

Для нахождения членов с i ≥ 1 в (21) введем обозначения

(38) F2i−1,n =

n∑
k=0

(2k + 1)2i−1,

(39) ŝj,n =

n∑
k=1

kj , j = 2i− 1.

Тогда

(40) F2i−1,n = ŝj,2(n+1) − 2j ŝj,n+1.

Применяя к (40) формулу [17]

(41) ŝj,n−1 = j!

j∑
k=0

Bkn
j+1−k

k!(j + 1− k)!
,

c учетом B2k+1 = 0 (k ≥ 1) имеем

(42) F2i−1,n =
(2i)!4i−1

i

i−1∑
k=0

B2k(n+ 1)2i−2k
(
21−2k − 1

)
(2k)!(2i− 2k)!

.

Подставляя (38) и (42) в (21), приходим к следующему выражению для R1,n:

(43) R1,n = − 1

π

∞∑
i=1

π2i|B2i|
i

i−1∑
k=0

B2k

(
21−2k − 1

)
(n+ 1)2k(2k)!(2i− 2k)!

=

= − 1

π

∞∑
i=1

π2i|B2i|
i(2i)!

+
2

π

∞∑
j=1

B2j(1− 21−2j)

(n+ 1)2j(2j)!

∞∑
i=j+1

|B2i|π2i
2j−1∏
q=1

(2i− q)

(2i)!
.

Интегрируя (19) по t и подставляя значение t = π/2, получаем

ln
(

sin
(π

2

))
= ln

(π
2

)
− 1

2

∞∑
i=1

π2i|B2i|
i(2i)!

.

Откуда

(44)
∞∑
i=1

π2i|B2i|
i(2i)!

= 2 ln
(π

2

)
.
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Последовательно дифференцируя (19) 2j − 1 раз по t (j ≥ 1), находим

(45)
∞∑

i=j+1

|B2i|π2i
2j−1∏
q=1

(2i− q)

(2i)!
=

= −
(

ctg(2j−1)
(π

2

)
+

22j−1|B2j |
j

) (π
2

)2j
− (2j − 1)!.

Для получения значений производных функции ctg t в точке π/2 воспользу-
емся ее разложением в ряд Фурье

(46) ctg t =
1

t
+

∞∑
i=1

(
1

t− πi
+

1

t+ πi

)
, 0 < t < π.

Последовательно дифференцируя (46) по t, получаем

(47) ctg(2j−1)
(π

2

)
=

(1− 22j)22j−1

j
|B2j |, j ≥ 1.

Подставляя (44) и (45) в (43) и учитывая (47), имеем

(48) R1,n = − 2

π
ln
(π

2

)
+

1

π

∞∑
j=1

B2j(1− 21−2j)

j(n+ 1)2j

(
π2j(22j − 2)|B2j |

(2j)!
− 1

)
.

Ряд (48) является знакочередующимся и асимптотическим. Используя (31),
восстанавливаем предельное значение j

(49) jn =

[
1

4

(
3 +

√
16π2 (n+ 1)

2
+ 1

)]
− 1.

Из (49) следует, что для n = 1 значение jn равно 6 и увеличивается с ростом
n.

Подставляя (22) и (48) в (20) и учитывая (35)-(37), окончательно приходим
к следующей оценке для Λn

(50) mn ≤ Λn ≤Mn,

(51) mn = m∗n −
24l+2B4l+2

π(2l + 1)(2n+ 3)4l+2
,

(52) Mn = m∗n +
B4l+2

(2l + 1)π

(
(1− 2−1−4l)

(n+ 1)4l+2

(
π4l+2(24l+2 − 2)|B4l+2|

(4l + 2)!
− 1

))
,

(53) m∗n =
2

π

(
γ + ln

(
4

π

)
+ ln(3 + 2n)− 1

3 + 2n

)
+

+
1

π

2l∑
j=1

B2j

j

(
(1− 21−2j)

(n+ 1)2j

(
π2j(22j − 2)|B2j |

(2j)!
− 1

)
− 22j

(2n+ 3)2j

)
, 2l−1 < jn.
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3. Анализ полученных результатов

Проведем сравнение двусторонней оценки (50) со значениями самой кон-
станты Лебега (15), а также с аналогичными результатами, представленными
в [3], [5] и [8].

Согласно [5] константа Лебега интерполяционного процесса Лагранжа по
узлам Чебышева имеет следующую оценку [3], [5]:

(54) Λn =
2

π

(
γ + ln

(
8

π

)
+ ln(1 + n)

)
+ αn,

(55) 0 < αn <
1

72(n+ 1)2
.

В [8] получено асимптотическое представление Λn:

(56) Λn =
2

π

(
γ + ln

(
8

π

)
+ ln(1 + n)

)
+

∞∑
i=1

Ai
(n+ 1)2i

,

где коэффициенты Ai находятся как [3], [8]

(57) Ai =
4 · (−1)i−1(1− 21−2i)(2i− 1)!ζ(2i)

π(2π)2i

(
1+

+

∞∑
j=1+i

(2j − 1)!ζ(2j)

(2j − 2i)!(2i− 1)!22j−1

)
.

В таблице 1 представлены результаты вычислений отклонений величины Λn
от нижней и верхней границ ее оценки (50) при различных значениях n. Рас-
четы выполнены на основании (51)-(53) при l = 1. Там же приведены соответ-
ствующие значения отклонений, восстановленные по формулам (54)-(57). При
использовании (56) и (57) суммирование в (56) ограничено i = 1 для верхней
границы и i = 2 для нижней границы, в (57) – значением j = (i+ 1) + 10.

Таблица 1. Значения Λn −mn и Mn − Λn в зависимости от n

n Λn −mn Mn − Λn

(49) [5] [8] (49) [5] [8]
1 3.1 · 10−5 1.0 · 10−2 6.1 · 10−5 1.6 · 10−5 4.9 · 10−4 4.9 · 10−4

5 5.0 · 10−8 1.2 · 10−3 1.0 · 10−7 3.4 · 10−8 6.7 · 10−6 6.7 · 10−6

10 1.3 · 10−9 3.6 · 10−4 2.9 · 10−9 1.1 · 10−9 6.0 · 10−7 6.0 · 10−7

15 1.4 · 10−10 1.7 · 10−4 3.9 · 10−10 1.3 · 10−10 1.3 · 10−7 1.3 · 10−7

20 2.8 · 10−11 9.9 · 10−5 1.2 · 10−10 2.6 · 10−11 4.5 · 10−8 4.5 · 10−8

30 2.7 · 10−12 4.5 · 10−5 3.3 · 10−11 2.6 · 10−12 9.5 · 10−9 9.5 · 10−9

Для оценки погрешности полученных значений границ от Λn обозначим че-
рез rl,n первое отброшенное слагаемое в сумме (51), и через Rl,n – в (52). Тогда

(58) rl,n =
1

π

(
B4l+2

2l + 1

(
(1− 2−1−4l)

(n+ 1)4l+2

(
π4l+2(24l+2 − 2)|B4l+2|

(4l + 2)!
− 1

))
−

− 24l+4B4l+4

(2l + 2)(2n+ 3)4l+4

)
,
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(59) Rl,n =
1

π

(
B4(l+1)

2l + 2

(
(1− 2−3−4l)

(n+ 1)4(l+1)

(
π4(l+1)(24(l+1) − 2)|B4(l+1)|

(4l + 4)!
− 1

))
−

− 24l+2B4l+2

(2l + 1)(2n+ 3)4l+2

)
.

Значения r1,n и R1,n приведены таблице 2 при различных значениях n.

Таблица 2. Значения r1,n и R1,n в зависимости от n

n r1,n R1,n

1 3.9 · 10−5 −2.1 · 10−5

5 5.2 · 10−8 −3.5 · 10−8

10 1.4 · 10−9 −1.1 · 10−9

15 1.4 · 10−10 −1.3 · 10−10

20 2.8 · 10−11 −2.6 · 10−11

30 2.7 · 10−12 −2.6 · 10−12

Из таблиц 1 и 2 видно, что Λn−mn иMn−Λn не превосходят по абсолютной
величине r1,n и R1,n, соответственно.

4. Заключение

В работе получена двусторонняя оценка константы Лебега для случая уз-
ловых точек, которые являются корнями полиномов Чебышева первого рода.
Выражения для верхней и нижней границ оценки представлены в виде суммы
членов усеченного ассимптотического знакочередующегося ряда с использо-
ванием свойств логарифмической производной от гаммы-функции Эйлера и
дзета-функции Римана. Проведен анализ полученных выражений. В зависи-
мости от числа узлов интерполяционного процесса найдены предельные значе-
ния для индекса суммирования в усеченном ассимптотическом ряде. Записаны
формулы оценки погрешности вычисления константы Лебега.
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