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Abstract. The paper analyzes the asymptotics of solutions of the
Schr�odinger equation with respect to a small parameter ℏ. It is well
known that short-wave asymptotics for solutions of this equation leads
to a pair of equations � the Hamilton�Jacobi equation for the phase
and the continuity equation. These equations coincide with the ones
for the potential �ows of an ideal �uid. The physical meaning of the
wave function is invariant with respect to of the complex plane rotations
group, and the asymptotics is constructed as a point-dependent action
of this group on some function that is found by solving the transfer
equation. It is shown that if the Heisenberg group is used instead of the
rotation group, then the limit of the Schr�odinger equations solutions with
ℏ tending to zero, lead to equations for vortex �ows of an ideal �uid in a
potential �eld of forces. If the original Schr�odinger equation is nonlinear,
then equations for barotropic processes in an ideal �uid are obtained.

Keywords: Schro�odinger equation, Euler equations, short-wave asympto-
tics, quasi-classical approximation, quasi-classical limit.
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1. Îáúåêòû: ãàìèëüòîíèàí H (x, p, t),
ôîðìà ýíåðãèè-èìïóëüñà
λ = pdx−Hdt, óðàâíåíèÿ{
ẋ = Hp

ṗ = −Hx
äëÿ òðàåêòîðèé â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2. Êëàññ èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
Λ4 â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå, âûäåëÿåìûé
òðåáîâàíèåì dλ|Λ4 = 0.
3. Ëîêàëüíî óñëîâèå dλ|Λ4 = 0 âëå÷åò
ñóùåñòâîâàíèå ïîòåíöèàëà S :
dS = λ. Åñëè Λ4 äèôôåîìåîìîðôíî
ïðîåêòèðóåòñÿ â R4

(x,t), òî Λ4 �ýòî

ïîâåðõíîñòü p = Sx, ãäå S � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
St +H (x, Sx, t) = 0.

1. Îáúåêòû: óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

iℏψt +H
(
ℏ ∂

i∂x
, x, t

)
ψ = 0. Ðåøåíèå

� âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ : R4
(x,t) → C.

2. Íà îáëàñòè çíà÷åíèé C âîëíîâîé
ôóíêöèè äåéñòâóåò ãðóïïà
G = U(1) =

{
eis

}
âðàùåíèé.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
ñòðîèòñÿ â âèäå ψ = g(x, t)u(x, t),

g = e

i

ℏ
S(x,t) ∈ G.

3. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè ℏ → 0
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè è
íåðàçðûâíîñòè{
St +H (x, Sx, t) = 0;
ρt + div(ρv) = 0, ρ = |u(x, t)|2,

Ëàãðàíæåâà ïîâåðõíîñòü Λ4: {p = Sx} ⊂ R7
(x,p,t) � öåëü êîíñòðóêöèè êâàçè-

êëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îáúåêò Λ4 âìåñòå ñ ðåøåíèåì ρ(x, t) óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè îïèñûâàåò äâèæåíèå íåêîåé èäåàëüíîé æèäêîñòè (èëè ãàçà).
Ïîòîê ýòîé ¾æèäêîñòè¿ îáðàçîâàí âîçìîæíûìè òðàåêòîðèÿìè îòäåëüíûõ ÷àñ-
òèö, è â îïèñàíèè äâèæåíèÿ íå ó÷àñòâóåò âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ ÷àñòèö.

Åñëè ñâÿçàòü ïëîòíîñòü ýòîãî ïîòîêà ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè äëÿ ÷àñòèöû íàõîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå, òî ìîäåëü ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íåïîëíîé. Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé êîíñòðóêöèè òàêîé ïîòîê, íàïðè-
ìåð, ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì. Òî åñòü îñòàåòñÿ â ñòîðîíå ñëó÷àé ¾îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ¿. Âîïðîñ âîçìîæíûõ âèõðåâûõ òå÷åíèé, êàê óêàçûâàë Ä. Áîì, à ïîòîì
Â. Â. Êîçëîâ è äðóãèå èññëåäîâàòåëè, ïðîðàáîòàí íåäîñòàòî÷íî. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî îáùèå âèõðåâûå òå÷åíèÿ ìîæíî âêëþ÷èòü â îïèñàííóþ ñõåìó, äâèãàÿñü ñ
äâóõ ñòîðîí.

(1) Ïðè îïèñàíèè èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå îòêàçàòüñÿ îò ëàãðàíæåâîñòè Λ4 (ñî ñòîðîíû ãàìèëüòîíîâîé
ìåõàíèêè), çàìåíèâ ýòî òðåáîâàíèå áîëåå îáùèì.

(2) Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàñøèðèòü ãðóïïó G (ñî
ñòîðîíû êâàíòîâîé ìåõàíèêè), ñîõðàíèâ âîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî ïðè
ℏ → 0 ïåðåõîäà.

Ïîñòóïàÿ òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ âìåñòî ëàãðàíæåâûõ ïîâåðõíîñòè Λ,
êîòîðûå ïðè ýòîì âîçíèêàþò, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïîâåðõíîñòè, òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè íà êîòîðûõ âìåñòå ñ ðåøåíèåì ρ(x, t) óðàâíåíèÿ íåðàç-
ðûâíîñòè îïèñûâàþò äâèæåíèå îáùåé èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Ñòðóêòóðà ñîîáùåíèÿ

Êâàçèïîòåíöèàë. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòà ðàáîòû ñíà÷àëà â 1-ì ðàçäåëå
îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè N+1
êëàññ âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà ôîðìû ýíåðãèè-èìïóëüñà λ = pdx −Hdt, èñ-
ïîëüçóåìîé â êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå, íå ïðåâîñõîäèò N (x ∈
RN ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåð-
íîñòè ÷åòûðå â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R7ôîðìà dλ ðàçëîæèìà.
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Äëÿ ôîðìû λ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü íà ýòîé ïîâåðõíîñòè
êàê dS −mdn ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè S, m è n. Ñêàçàííîå âûøå ïðèìåíÿ-

åòñÿ äàëåå äëÿ ïðèìåðà, â êîòîðîì λ = pdx −
(
U(x, t) +

p2

2M

)
dt (áåç ïîòåðè

îáùíîñòè M = 1 è p = v). Òðîéêà S, m è n ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþ-
ùàÿ ôîðìó ýíåðãèè-èìïóëüñà λ, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â ñòàòüå è íàçûâàåòñÿ
êâàçèïîòåíöèàëîì. Îïèñàíèÿ ïîòîêà äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè óðàâíåíèÿìè äëÿ
êâàçèïîòåíöèàëà èëè ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà ðàâíîïðàâ-
íû. Òðîéêà S, m è n èçâåñòíà â ãèäðîäèíàìèêå êàê ïîòåíöèàëû Êëåáøà.
Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà. Â ñëåäóþùåì 2-ì ðàçäåëå ââîäèòñÿ îñíîâíîé êâàí-
òîâûé îáúåêò � óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ðåøåíèåì êîòîðîãî (â îòëè÷èå îò
òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà) ìû ñ÷èòàåì ôóíêöèþ ψ òî÷êè (x, y, z, t) ñî çíà÷åíèÿìè
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R). Çíà÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãå-
ðà äîïóñêàþò äåéñòâèÿ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà Γ è ýòî óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ (íå çàâèñÿùèõ îò (x, y, z, t)) äåéñòâèé. Òàêàÿ òî÷êà
çðåíèÿ íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ îáîáùàåò òðàäèöèîííóþ è ïîäñêàçûâàåò èñêàòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ Γ íà ôóíê-
öèþ u(x, y, z, t) ñî çíà÷åíèÿìè â L2(R).

Â 3-ì ðàçäåëå ââîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà. Ýòà ôîðìà ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî èñïîëüçóåìîé â êâàçèêëàññè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿØð¼äèíãåðà îòíîñè-
òåëüíî ℏ, ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòèêà
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèÿì äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà ýéëåðîâîé ìîäåëè èäåàëüíîé
æèäêîñòè.

1. Êâàçèïîòåíöèàë

Äàëåå èçëîæåíèå â ðàáîòå íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ò. å. ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ïðèíàäëåæàò äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé
òî÷êè, â êîòîðîé âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâ-
íû äî èñïîëüçóåìîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ïðåñëåäóåòñÿ öåëü: ïîëó÷èòü ôîðìó
óðàâíåíèé ìîäåëè Ýéëåðà èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïðÿìî ñâÿçàííóþ ñ çàäà÷åé
êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî äåëàåòñÿ ââåäåíèåì ¾êâàçèïîòåíöèàëà¿
è ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà.

Õàðàêòåð îáúåêòîâ îáùèé, è ïðèõîäèòñÿ ÿâíî âîñïðîèçâîäèòü ÷àñòè÷íî îá-
ùåèçâåñòíûå ôàêòû, ¾ôîëüêëîð¿.

1.1. Èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà; êëàññ ôîðìû
ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H(x, p, t), îïðåäåëåííûì â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2N+1

ẋi = Hpi
; ṗi = −Hxi

; i = 1, 2. . . . , N.

Ïóñòü ΛN+1 � ãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè N +1, êîòîðîé

êàñàåòñÿ ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ∂ =
∂

∂t
+Hp

∂

∂x
−Hx

∂

∂p
(ñ ïîäðàçóìåâàå-

ìûì ñóììèðîâàíèåì). Îáîçíà÷èì λ = pdx − Hdt, λ∗ � ñóæåíèå ôîðìû λ íà
ΛN+1. Äàëåå òî÷êà íàä èìåíåì ôóíêöèè � ýòî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîëÿ ∂.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ΛN+1 � ãëàäêàÿ èíòåãðàëüíàÿ äëÿ ∂ ïîâåðõíîñòü,

òî êëàññ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû dλ∗ íå ïðåâûøàåò N . Â ÷àñòíîñòè, åñëè
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êëàññ = N = 3, òî ôîðìà dλ∗ ðàçëîæèìà, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òðîéêà
S, m, n òàêèõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè Λ4, ÷òî dS −
mdn = λ∗. Ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

ṁ = ṅ = 0; Ṡ = pHp −H.

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìà dλ = dp ∧ dx − dH ∧ dt åñòü, ñîãëàñíî Ý. Êàðòàíó, àá-
ñîëþòíûé èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ïîëÿ ∂ ([1],[2]), ò. å. íà ïîâåðõíîñòè ΛN+1

âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå i∂dλ = 0. Ïðè ýòîì ïîëå ∂ íåâûðîæäåíî íà ΛN+1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ôîðìû (dλ)∗ � ñóæåíèÿ dλ íà ïîâåðõíîñòü ΛN+1 �
íå ïðåâîñõîäèò N . Â ñëó÷àå N = 3 åñëè êëàññ ôîðìû (dλ)∗ ðàâåí 3, òî ôîðìà
(dλ)∗ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà òàêèõ ôóíê-
öèé m è n, îïðåäåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè Λ4, ÷òî (dλ)∗ = dλ∗ = dn ∧ dm, è
λ∗ = dS −mdn äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè S. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (dλ)∗ ̸= 0
íà ïîâåðõíîñòè Λ4, òî èç ðàâåíñòâà 0 = i∂dλ = i∂(dλ)

∗ = i∂ (dn ∧ dm) òåïåðü

ñëåäóåò ṁ = ṅ = 0, à èç òîãî, ÷òî λ = dS−mdn ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ṡ = pHp−H.

1.2. Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è êâàçèïîòåíöèàëà. Ïðè-
âåäåííîå Óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñò-
âî R7

x,t,p ïðè îïèñàíèè òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö äî R10
x,t,p,S,m,n, ïîäíÿòü

âåêòîðíîå ïîëå ∂ =
∂

∂t
+Hp

∂

∂x
−Hx

∂

∂p
èç R7

x,t,p äî ïîëÿ

∂̃ =
∂

∂t
+Hp

∂

∂x
−Hx

∂

∂p
+ (pHp −H)

∂

∂S

â R10 è ñâÿçàòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ýòîãî ïîëÿ â
R10.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Λ èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ðàçìåðíîñòè 4 ïîëÿ ∂̃ â
R10, íà êîòîðîé àííóëèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà λ− dS +mdn.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèé âîçìîæíûé
ïîäõîä ê îïèñàíèþ èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Λ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñò-
ðàíñòâå R10:

(1) Èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå Λ3
0 ðàçìåðíîñòè 3 â R

10 ñòðîèòñÿ ïî èìïóëüñíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ p(x, 0), çàäàííîìó ïðè t = 0, è óñëîâèþ λ− dS +mdn = 0, ÷òî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðè t = 0 çíà÷åíèÿ S, m, n îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà
dS −mdn = pdx.

(2) Èñïîëüçóÿ ïîòîê, çàäàííûé âåêòîðíûì ïîëåì ∂̃, íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè Λ =

⋃
t≥0

Λ3
t èç èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Λ3

0.

(3) Ïî ïîñòðîåíèþ ïðîèçâîäíàÿ Ëè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû λ−dS+mdn
âäîëü ïîòîêà ∂̃ ðàâíà íóëþ, è ïîýòîìó íà Λ àííóëèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà λ− dS +mdn.

Òàêèì îáðàçîì, òàêîé ïîäõîä äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ìíîãîîáðàçèå Λ ⊂
R10 âìåñòî ëàãðàíæåâà ìíîãîîáðàçèÿ Λ4 ⊂ R7, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïðè ïîñòðîå-
íèè ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè òðàäèöèîííîé áåçâèõðåâîé àñèìïòîòèêè [3].

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Λ äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ â R4
x,t. Â ýòîì ñëó÷àå

èìïóëüñû p(x, t) âìåñòå ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ρ(x, t) äàþò êëàññè÷åñêîå îïè-
ñàíèå Ýéëåðà äâèæåíèÿ ïîòîêà ñîîòâåòñòâóþùåé ¾èäåàëüíîé æèäêîñòè¿, ïî-
ñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

pt + (v · ∇)p = −Hx;
ρt + div(ρv) = 0; v = Hp.
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Ïîñëåäíåå � óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Åñëè èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî p = ∇S−
m∇n íà Λ, òî òîò æå ïîòîê ¾èäåàëüíîé æèäêîñòè¿ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ
äðóãîé çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ òðîéêè S, m,
n

mt + (v · ∇)m = 0; nt + (v · ∇)n = 0; St + (v · ∇)S = pHp −H; v = Hp,

(â êîòîðîé ïîäñòàâëåíî p = ∇S −m∇n), äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì íåðàçðûâ-
íîñòè.

×òîáû íå âîçíèêàëà ïóòàíèöà ñ ïîòåíöèàëüíûìè òå÷åíèÿìè òàêóþ òðîé-
êó ôóíêöèé S, m, n áóäåì íàçûâàòü êâàçèïîòåíöèàëîì äëÿ ðåøåíèÿ èñõîä-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà, à ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó � ñèñòåìîé óðàâíå-
íèé äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëå-
ðà òàêîé êâàçèïîòåíöèàë ñóùåñòâóåò. Îòìåòèì ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ èìïóëüñîâ íà ìíîãîîáðàçèè Λ, òðîéêà S, m, n îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷-
íî: ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå òðîéêè S, m, n, îñòàâëÿþùåå ôîðìó dS − mdn =
dS′−m′dn′ íåèçìåííîé, ïðèâîäèò ê òîé æå ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ íîâîé òðîé-
êè S′, m′, n′. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå

(S,m, n) → (S + S0 +m0n,m+m0, n+ n0)

ñ ïîñòîÿííûìè (S0,m0, n0) ïåðåâîäèò ðåøåíèå â ðåøåíèå. Òàêîå ïðåîáðàçîâà-
íèå îïðåäåëÿåò ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà Γ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàò-
ðèö

g(m0, n0, S0) =

 1 m0 S0

0 1 n0
0 0 1

 íà êâàçèïîòåíöèàë.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïåðåõîäÿ ê îáû÷íî ïðèíÿòûì â òåîðèè èäåàëüíîé æèä-
êîñòè îáîçíà÷åíèÿì (p↔ v), âîçüìåì ãàìèëüòîíèàí

H = U(x, t) +
v2

2
, λ = vdx−

(
U(x, t) +

v2

2

)
dt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Λ äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ âR4
(x,t). Óðàâ-

íåíèÿ Ýéëåðà äëÿ òå÷åíèé æèäêîñòè èëè ãàçà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèë ([4],[5])
èìåþò âèä {

v̇ +∇U(x, t) = 0;
ρt + div(ρv) = 0.

Â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå U(x, t) � ëèáî èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî (äëÿ
áàðîòðîïíûõ ïðîöåññîâ) U(x, t) = P(ρ), ãäå ôóíêöèÿ P(ρ) ñâÿçàíà ñ äàâëåíèåì
p ñîîòíîøåíèåì ∇P(ρ) = 1

ρ∇p. Îïðåäåëèì òðîéêó S,m, n òàê, êàê ýòî îïèñàíî

â ïóíêòàõ (1-2) ïîñòðîåíèÿ Λ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ
Êëåáøà

vdx−
(
U +

v2

2

)
dt = dS −mdn,

èçâåñòíîìó â ãèäðîäèíàìèêå ([6], �167; [7], �29) äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà.
Ñôîðìóëèðóåì ÿâíî ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà �

ñ îäíîé ñòîðîíû è êâàçèïîòåíöèàëîì S, m, n � ñ äðóãîé ([6], �167; [7], �29).
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Ïðåäëîæåíèå. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé S,m, n, ρ ïåðåìåííûõ (x, y, z, t)
St −mnt + U(x, y, z, t) +

v2

2
≡ 0;

mt + (v · ∇)m = 0;
nt + (v · ∇)n = 0;
ρt + div(ρv) = 0,

òî âåêòîð-ôóíêöèÿ v ≡ ∇S −m∇n è ñêàëÿð ρ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ ïîòîêà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèë U(x, y, z, t) (äëÿ áàðî-
òðîïíûõ ïðîöåññîâ U(x, y, z, t) = P(ρ)). Â ñëó÷àå íåíóëåâîãî rot v äëÿ ðåøåíèÿ
(v, ρ) ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà òàêèå ôóíêöèè S, m, n âñåãäà ñóùåñòâóþò.

2. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà è ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

iℏψt +
ℏ2

2M
∆ψ − U(x, y, z, t)ψ = 0.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ψ � ýòî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, à
êâàäðàò åå ìîäóëÿ |ψ|2 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè äëÿ ÷àñòèöû ìàññûM íàõîäèòüñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå ñ êîîðäèíà-
òàìè (x, y, z).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé êîðîòêîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èñïîëüçóþòñÿ ãðóïïà G = U(1) = {eiS} è îäíîìåð-

íîå ïðîñòðàíñòâî C1 åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ψ = eiℏ
−1Su

îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè ýëåìåíòà eiℏ
−1S ãðóïïû, äåéñ-

òâóþùåãî íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ u(x, y, z, t), îò êîîðäèíàò òî÷êè (x, y, z, t).
Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí

H = U(x, y, z, t)+
v2

2
è èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Λ4 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìå. Ïîâåðõíîñòü Λ4 ëàãðàíæåâà, ò. å. ôîðìà dλ íà íåé îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Òðåáîâàíèå ëàãðàíæåâîñòè ïîâåðõíîñòè Λ4 ñâÿçàíî ñ ãðóïïîé G = U(1),
èñïîëüçóåìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Åñëè ðàçìåðíîñòü óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ψ
ïðåäñòàâëåíèÿ áîëüøå åäèíèöû, íî êîíå÷íà, òî âèä óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà è
èíòåðïðåòàöèÿ åãî ðåøåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì ïðàêòè÷åñêè
íå ìåíÿþòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðîáëåì ñ èíòåðïðåòàöèåé ðåøåíèé êàê â êëàññè÷åñêîì, òàê è
â îáîáùåííîì ñìûñëå íåò.

Ïðåäëàãàåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ ëàãðàíæåâîñòè äëÿ ïîâåðõíîñòè Λ4

è ñâåñòè ýòè òðåáîâàíèÿ ê ìèíèìàëüíûì äëÿ èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé â
êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå, ò. å. ê ðàçëîæèìîñòè ôîðìû dλ íà Λ4.
Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ýòî óñëîâèå äëÿ êëàññè÷åñêî-
ãî îáúåêòà Λ4 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà è ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ïðè ñòðåìëåíèè ℏ ê íóëþ âìåñòî ãðóï-
ïû G = U(1) èñïîëüçóåòñÿ áîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà Ëè Γ. Ýòî ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà
âåðõíåòðåóãîëüíûõ 3×3 ìàòðèö, íå èìåþùàÿ êîíå÷íîìåðíûõ óíèòàðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé. Íåòðèâèàëüíûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Γ ðåàëèçóþòñÿ â
áåñêîíå÷íîìåðíîì � ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó äàëåå ψ � ôóíêöèÿ
ïåðåìåííûõ (x, y, z, t) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå L2(R), |ψ| � íîðìà â ýòîì
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ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåìàÿ ýðìèòîâûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨ψ1, ψ2⟩ =
∫
R

ψ1(ξ)ψ2(ξ)dξ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ψ îïðåäåëåíî, èìååò
êëàññè÷åñêèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, è ýòè ïðîèçâîäíûå
íåïðåðûâíû. Äàëåå â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà M = 1.

Èòàê, ñèìâîë Γ îçíà÷àåò ãðóïïó Ãåéçåíáåðãà òðåóãîëüíûõ ìàòðèö

g(m,n, S) =

 1 m S
0 1 n
0 0 1

. Óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû ðåàëèçó-

åòñÿ äåéñòâèåì ñëåâà ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g(S,m, n) ∈ Γ íà ýëåìåíòû èç
u ∈ L2(R) ïî ôîðìóëå [8]

(g(S,m, n)u) (ξ) = e(S+nξ)iu(ξ +m).

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (g(S,m, n))
−1

= g(−S + mn,−m,−n). Äëÿ âûáðàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñ àëãåáðû Ëè ãðóïïû Γ ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: {

i, P =
d

dξ
, Q = iξ

}
.

Ïóñòü S, m, n � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ (x, y, z, t), à u � ôóíê-
öèÿ ïåðåìåííûõ (x, y, z, t) ñî çíà÷åíèÿìè â L2(R). Ââåäåì èñïîëüçóåìûå äàëåå
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ:

(g(S;m;n))−1 ∂

∂τ
g(S;m;n) = Aτ (g(S;m;n)); τ = x, y, z, t.

Åñëè, êàê îáû÷íî, Lg = g−1Lg, ãäå L � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà
u, òî ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ äàþò ñîîòíîøåíèÿ:

(1) Aτ (g(S;m;n))u=((Sτ−mnτ ) i+mτP+nτQ)u;
(
−i ∂

∂τ

)g

=−i ∂

∂τ
−iAτ (g).

Òàê æå ïîëó÷àåòñÿ (ñ îáîçíà÷åíèåì v = ∇S −m∇n)

(−i∇)
g
= −i∇− i

−→
A (g) = −i∇− i (vi+ (∇m)P + (∇n)Q) .

Òàêèì æå îáðàçîì âû÷èñëÿåì ∆u

∆gu =
(
∇+

−→
A (g)

)2

u = (∇+ vi+ (∇m)P + (∇n)Q)
2
u =

= (vi+(∇m)P+(∇n)Q)
2
u+2 (vi+(∇m)P+(∇n)Q) · ∇u+

+ (i div v+(∆m)P+(∆n)Q)u+∆u

Åñëè îáîçíà÷èòü mv = (v · ∇)m, nv = (v · ∇)n, òî

∆gu =
(
−v2 + 2imvP + invQ

)
u+

+((∇m)P+(∇n)Q)
2
u+2 (vi+(∇m)P+(∇n)Q) · ∇u+(2)

+ (i div v+(∆m)P+(∆n)Q)u+∆u
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3. Îáîáùåííàÿ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ε =

√
ℏ, ℏ � ¾ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà¿, ìàëûé ïàðà-

ìåòð, êîòîðûé ìû áóäåì ñòðåìèòü ê íóëþ, íàáëþäàÿ çà ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ
ψ[ε].

Èùåì ðåøåíèå ∀ε > 0 â âèäå

ψ[ε](x, y, z, t) = g
(
ε−2S(x, y, z, t), ε−1m(x, y, z, t), ε−1n(x, y, z, t)

)
u(x, y, z, t),

ãäå u(x, y, z, t) � ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L2(R), g ∈ Γ.
Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî u ïðèíàäëåæèò D � ïîäïðîñòðàíñòâó L2(R) �

îáùåé ÷àñòè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ P 2 è Q2 ñ íîðìàìè ãðàôèêà.
Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿØð¼äèíãåðà ψ îïðåäåëåíî, èìååò
êëàññè÷åñêèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, è îíè íåïðåðûâíû
êàê ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â D.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü u
∣∣
t=0

̸= 0. ×òîáû ôóíêöèÿ ψ[ε](x, y, z, t) áûëà àñèìï-
òîòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âû-
øå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ε, ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ÷òîáû ôóíêöèè S, m, n è u ÿâëÿëèñü ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

(3)


St −mnt + U(x, y, z, t) + v2/2 = 0;
mt +mv = 0;
nt + nv = 0;

iut+
i

2
(div v)u+i (v · ∇)u+

1

2
((∇m)P+(∇n)Q)

2
u=0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì àíçàö ψ[ε] â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà è ïðèìåíèì(
g
(
ε−2S, ε−1m, ε−1n

))−1
ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ (1) è (2), ïðèõî-

äèì ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

−
(
(St −mnt) + U(x, y, z, t) + v2/2

)
u+

+ εi ((mt +mv)P + (nt + nv)Q)u+

+ ε2i
((

∂

∂t
+

1

2
div v

)
u+ (v · ∇)u− i

2
((∇m)P + (∇n)Q)

2
u
)
+(4)

+
ε3

2

(
(∆m)P + (∆n)Q+ 2 (((∇m)P + (∇n)Q) · ∇)

)
u+

+ ε4∆u = 0,

ãäå v = ∇S−m∇n. Èç ðàâåíñòâà (4) î÷åâèäíà äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿÏðåäëî-
æåíèÿ 1 è íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñèñòå-
ìû (3). ×òîáû ïîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâ-
íåíèé, îáðàòèìñÿ ê íåîáõîäèìîìó ðàâåíñòâó

((mt +mv)P + (nt + nv)Q)u = 0.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, èìåþùåãî âèä

a
∂u

∂ξ
+ biξu = 0,

ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíî îäíî èç äâóõ: èëè a = 0 è òîãäà b = 0; èëè a ̸= 0 è

òîãäà u = C exp
(
−i b

2a
ξ2
)
. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî (òàê êàê u ∈ L2(R)) òîëüêî
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ïðè C = 0, ÷òî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, ïðîòèâîðå÷èò ïðè ìàëûõ t òðåáîâàíèþ
u
∣∣
t=0

̸= 0. □

Ïîëó÷èì ñëåäñòâèå èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3). Îáîçíà÷èì ρ =

|ψ|2 = |u|2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû óäîâëåòâîðåíû (àñèì-
ïòîòèêà äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε), óìíîæèì ∀(x, y, z, t) îáå ÷àñòè ÷åòâåðòîãî
óðàâíåíèÿ (3) àñèìïòîòèêè ñêàëÿðíî íà u (ò.å. íà ⟨. . . , u⟩) è â ïîëó÷åííîì
ðåçóëüòàòå âûäåëèì ìíèìóþ ÷àñòü. Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ äàþò âûðàæåíèå
ρt + div (ρv). Äëÿ ïîñëåäíåãî
1

2
((∇m)P + (∇n)Q)

2
u ìû ïîëó÷àåì

Im
〈
((∇m)P + (∇n)Q)

2
u, u

〉
=

= − i

2

∫
R

((∇m)P + (∇n)Q)
2
u(ξ)u(ξ)dξ +

i

2

∫
R

((∇m)P + (∇n)Q)
2
u(ξ)u(ξ)dξ =

= |èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì| =

=
i

2

∫
R

((∇m)P + (∇n)Q)u(ξ)((∇m)P + (∇n)Q)u(ξ)dξ−

− i

2

∫
R

((∇m)P + (∇n)Q)u(ξ) ((∇m)P + (∇n)Q)u(ξ)dξ=0.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ρ: ρt +div (ρv) = 0. Âìåñòå ñ ïåðâûìè
òðåìÿ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòèêà, ýòî äàåò ñèñòåìó
óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà ñ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè

St −mnt + U(x, y, z, t) + v2/2 = 0;
mt +mv = 0;
nt + nv = 0;
ρt + div (ρv) = 0.

Îòñþäà äåëàåì âûâîä:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u
∣∣
t=0

̸= 0. Åñëè ôóíêöèÿ

ψ[ε](x, y, z, t) = g
(
ε−2S, ε−1m, ε−1n

)
u(x, y, z, t)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìûõ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ε, ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ,

òî ôóíêöèè S, m, n è ρ = |u|2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ
êâàçèïîòåíöèàëà, îïèñûâàþùåé òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïîòåíöèàëü-

íîì ïîëå ñèë. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîòåíöèàë U = P
(
|ψ|2

)
, òî ýòè óðàâíåíèÿ

îïèñûâàþò âèõðåâûå òå÷åíèÿ äëÿ áàðîòðîïíûõ ïðîöåññîâ.

(5)


St −mnt + P(ρ) + v2/2 = 0;
mt +mv = 0;
nt + nv = 0;
ρt + div (ρv) = 0 □

Íåòðóäíî âûïèñàòü óñëîâèÿ äëÿ ψ[ε], îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå óðàâíå-
íèÿ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ âûøå âòîðîé ñòåïåíè ïàðàìåòðà ε. Äëÿ ýòîãî

ïðèìåíèì
(
g
(
ε−2S, ε−1m, ε−1n

))−1
ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, â

êîòîðîå áûëà ïîäñòàâëåíà ψ = ψ[ε]. Ãðóïïèðóÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ
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ε êàê â (4), è èñïîëüçóÿ ñîêðàùåíèÿ Lk äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè εk, k ≥ 2,
ïîëó÷àåì (

− (St −mnt)− U(x, y, z, t)− v2/2
)
u+ εi

(
(mt+

+mv)P + (nt + nv)Q
)
u+ ε2L2u+ ε3L3u+ ε4∆u = 0.

(6)

Ïðåäñòàâèì â (6) u(x, y, x, t) êàê u = u0 + εu1 + . . .+ εrur

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè r = 1 òðîéêà S, m, n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âûøå òðåòüåãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ ε òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôóíêöèè S, m, n è u ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

St −mnt + U(x, y, z, t) +
v2

2
= 0;

mt +mv = 0;
nt + nv = 0;
L2u0 = 0;
L2u1 + L3u0 = 0.

Ïðè r > 1 òðîéêà S, m, n ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âûøå r+2 ïîðÿäêà ïî ε, ñòðåìÿùèìñÿ
ê íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè S, m, n è u ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû óðàâíåíèé

(7)



St −mnt + U(x, y, z, t) +
v2

2
= 0;

mt +mv = 0;
nt + nv = 0;
L2u0 = 0;
L2u1 + L3u0 = 0;
L2u2 + L3u1 +∆u0 = 0;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
L2ur + L3ur−1 +∆ur−2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèðàâíèâàíèè ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âñåõ
ñòåïåíÿõ ε ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6). □

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ r ≥ 0 ôóíêöèè ψ[ε](x, y, z, t) ñ u = u0+ εu1+ . . .+ ε
rur

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìûõ âûøå r + 2 ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ε, ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ, òî(

−
(
St−mnt

)
−U(x, y, z, t)−v2/2

)
u+εi

(
(mt+mv)P+

+ (nt+nv)Q
)
u+ε2L2u+ε

3L3u+ε
4∆u=O

(
εr+3

)
.

(8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) óìíîæèòü íà −1, âòîðîå
� íà εiP , òðåòüå � íà εiQ, ÷åòâåðòîå � íà ε2, ïÿòîå � íà ε3 è ò. ä., òî âñå
ñëîæèòü, òî ïîëó÷èòñÿ îòíîøåíèå (8). □

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ

ψ[ε](x, y, z, t) = g
(
ε−2S, ε−1m, ε−1n

)
u(x, y, z, t)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìûõ âûøå r+2 ïîðÿäêà (r > 1) îòíîñèòåëüíî ε, ñòðåìÿùåãîñÿ ê íó-

ëþ, òî ôóíêöèè S, m n è ρ = |u|2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà
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äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà, îïèñûâàþùåãî òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå ñèë. 

St −mnt + U(x, y, z, t) + v2/2 = 0;
mt +mv = 0;
nt + nv = 0;
ρt + div (ρv) = O

(
εr+1

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîòåíöèàë èìååò âèä U = P
(
|ψ|2

)
, òî ýòè óðàâíåíèÿ

îïèñûâàþò âèõðåâûå òå÷åíèÿ äëÿ áàðîòðîïíûõ ïðîöåññîâ.
St −mnt + P(ρ) + v2/2 = 0;
mt +mv = 0;
nt + nv = 0;
ρt + div (ρv) = O

(
εr+1

)
.

Øàãè äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðÿþò âûâîä òåîðåìû 1 .

Âûâîäû

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé
ðàçìåðíîñòè 4 êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà � ñ îäíîé ñòîðîíû, è àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà � ñ äðóãîé, ìîãóò áûòü â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå îòîæäåñòâëåíû. Òî÷íåå èìååòñÿ â âèäó ñëåäóþùåå.

1. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî îáúåêòà ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè � äèôôåðåíöèàëü-
íîé ôîðìû ýíåðãèè-èìïóëüñà λ = pdx − Hdt ìû îòìå÷àåì, ÷òî êëàññ âíåø-
íåãî äèôôåðåíöèàëà ýòîé ôîðìû íå ïðåâîñõîäèò N íà ïðîèçâîëüíîé èíòå-
ãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè N + 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ
N = 3 ïðîèçâîëüíîé èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå â ðàñ-
øèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R7 ôîðìà dλ ðàçëîæèìà. Äëÿ íåçàìêíóòîé
ôîðìû λ ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü åå ïðåäñòàâëåíèÿ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè â
âèäå λ = dS −mdn ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè S, m è n. Ýòà òðîéêà ñêàëÿðíûõ
ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ êâàçèïîòåíöèàëîì ôîðìû ýíåðãèè-èìïóëüñà λ. Â ñëó÷àå,

êîãäà ôîðìà λ = vdx−
(
U(x, t) +

v2

2

)
dt êâàçèïîòåíöèàë S, m è n óäîâëåòâî-

ðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà èäåàëüíîé
æèäêîñòè, è äàåò ïðåäñòàâëåíèå Êëåáøà ðåøåíèé ñèñòåìû Ýéëåðà ( Ïðåäëî-
æåíèå â ðàçäåëå 1 ).
2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî êâàíòîâîãî îáúåêòà ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ ñî
çíà÷åíèÿìè â L2(R) � ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
íåòðèâèàëüíîå óíèòàðíîå äåéñòâèå ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå è
èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼-
äèíãåðà. Ïðåäëîæåí àíçàö äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèí-
ãåðà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåò øèðîêî èñïîëüçóåìîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðè-
áëèæåíèå. Ôîðìà îáîáùåíèÿ ψ[ε](x, y, z, t) ïðèâåäåíà â íà÷àëå ðàçäåëà 3 .
3. Äîêàçàíî (Ïðåäëîæåíèå 1), ÷òî ïåðâûå òðè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà âèäà ψ[ε](x, y, z, t) ñîâïàäàþò ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè ñèñòåìû äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà, à ñëåäñòâèåì
ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Òåîðåìà 1 îáîáùàåò
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ýòî óòâåðæäåíèå íà ñëó÷àé çàâèñèìîñòè U = P(|ψ|2) äëÿ ïîòåíöèàëà â óðàâíå-
íèè Øðåäèíãåðà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òðîéêà S, m è n â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàþò
âèõðåâûå òå÷åíèÿ äëÿ áàðîòðîïíûõ ïðîöåññîâ. Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå
ýòî îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ãðîññà�Ïèòàåâñêîãî. Â ïðåäëîæåíèè 2 è ñëåäñòâèÿõ
óêàçàíû ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè àñèìïòîòèêè äî ñòåïåíåé ε =

√
ℏ âûøå

âòîðîé.
4. Çàìåòèì, ÷òî èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîåíèÿ ¾íåïîëíîé¿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
Èìååòñÿ ââèäó, ÷òî ìîæíî íàéòè S, m, n è ρ = |ψ|2, òî åñòü íàéòè àñèìïòî-
òè÷åñêèå ýëåìåíòû ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà, äåéñòâóþùèå íà íà÷àëüíóþ âîëíîâóþ
ôóíêöèþ, è ìîäóëü ýòîé ôóíêöèè, íå íàõîäÿ ñàìîé ôóíêöèè. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, íàéäÿ ñíà÷àëà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà{

v̇ +∇U(x, y, z, t) = 0;
ρt + div(ρv) = 0.

(U(x, y, z, t) = P(ρ) äëÿ áàðîòðîïíûõ ïðîöåññîâ).
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî íàéòè S è m, n èç óñëîâèÿ dλ = dS −mdn. Â êà÷åñòâå

àëüòåðíàòèâû ìîæíî èñêàòü S, m è n èç ρ óðàâíåíèé äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà.
Òàêèì îáðàçîì åñëè ïîèñê àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Øð¼äèíãåðà îñóùåñòâëÿòü ïîýòàïíî, òî íà ïåðâîì ýòàïå � ïîèñêà êâàçèïîòåí-
öèàëà � ïðèäåòñÿ ðåøàòü íåëèíåéíóþ çàäà÷ó, íà âòîðîì � íàõîæäåíèå
u(x, y, z, t) è ρ(x, y, z, t) â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû � óðàâíåíèÿ ëèíåéíû.

Ïîèñê àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ãðîññà�Ïèòàåâñ-
êîãî òîæå ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ýòàïà: íà ïåðâîì ýòàïå � ïîèñêà êâàçèïîòåíöè-
àëà è ïëîòíîñòè ρ � íåëèíåéíàÿ çàäà÷à, è íàõîæäåíèå u(x, y, z, t) � ëèíåéíàÿ.

Áëàãîäàðþ ïðîôåññîðà Â. Ã. Äóáðîâñêîãî çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáî-
òû.
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