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ÈÇÎÒÐÎÏÈÈ

Ï.Í. ÊËÅÏÈÊÎÂ, Å.Ä. ÐÎÄÈÎÍÎÂ

Abstract. This paper is devoted to solving the problem of a prescribed
Ricci operator for four-dimensional locally homogeneous (pseudo)Rieman-
nian manifolds with a nontrivial isotropy subgroup. We obtain theorems
on what Segre type and what eigenvalues an operator must have in order
for there to exist a four-dimensional locally homogeneous manifold with
a Riemannian, Lorentzian, or neutral metric such that its Ricci operator
would coincide with a given operator.

Keywords: Ricci operator, locally homogeneous spaces, invariant metric,
(pseudo)Riemannian manifolds.

1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Çàäà÷à îá óñòàíîâëåíèè ñâÿçåé ìåæäó òîïîëîãèåé è êðèâèçíîé (ïñåâäî)ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì (ïñåâäî)ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè. Ñâÿçü ìåæäó êðèâèçíîé Ðè÷÷è, îäíîìåðíîé êðèâèçíîé è òîïîëîãè-
åé îäíîðîäíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ Äæ. Ìèëíîðà [1],
Â.Í. Áåðåñòîâñêîãî [2], Å.Ä. Ðîäèîíîâà, Â.Â. Ñëàâñêîãî, Þ.Ã. Íèêîíîðîâà [3, 4].

Ñïåêòð îïåðàòîðà êðèâèçíû Ðè÷÷è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê
íà ãðóïïàõ Ëè èññëåäîâàëñÿ Äæ. Ìèëíîðîì [1]. Â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ãðóïï Ëè
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ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé èì áûëè íàéäåíû âîçìîæíûå ñèãíà-
òóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è. Ïîçäíåå Î. Êîâàëüñêèé, Ñ. Íèêøåâè÷ ðåøèëè çàäà-
÷ó î ïðåäïèñàííûõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ðè÷÷è íà òðåõìåðíûõ ìåò-
ðè÷åñêèõ ãðóïïàõ Ëè, à òàêæå òðåõìåðíûõ ðèìàíîâûõ ëîêàëüíî-îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ [5]. Â äàëüíåéøåì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðà îä-
íîìåðíîé êðèâèçíû, à òàêæå äëÿ îïåðàòîðà ñåêöèîííîé êðèâèçíû ïîëó÷åíû
Ä.Í. Îñêîðáèíûì, Å.Ä. Ðîäèîíîâûì, Î.Ï. Õðîìîâîé [4, 6, 7].

Â ñëó÷àå èíâàðèàíòíûõ ëîðåíöåâûõ ìåòðèê íà ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ èçâåñòíà ðàáîòà Äæ. Êàëüâàðóñî, Î. Êîâàëüñêîãî [8], â êîòîðîé èñ-
ñëåäóåòñÿ çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè òðåõìåðíîãî ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî ëîðåí-
öåâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ çàäàííûì îïåðàòîðîì Ðè÷÷è. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû
äëÿ îïåðàòîðà îäíîìåðíîé êðèâèçíû ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [9, 10], à äëÿ îïåðà-
òîðà ñåêöèîííîé êðèâèçíû � â ðàáîòå [11].

Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå èçâåñòíû ðàáîòû À.Ã. Êðåìëåâà è Þ.Ã. Íèêîíî-
ðîâà [12, 13], â êîòîðûõ îïðåäåëåíû âîçìîæíûå ñèãíàòóðû êðèâèçíû Ðè÷÷è
ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ Ëè, îäíàêî çàäà÷à î ïðåä-
ïèñàííîì îïåðàòîðå Ðè÷÷è â äàííîì ñëó÷àå ïîêà íå ðåøåíà.

Â áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñóùåñòâóþò ëèøü ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû. Íà-
ïðèìåð, â ðàáîòå [14] Þ.Ã. Íèêîíîðîâ ïîêàçàë, ÷òî îïåðàòîð Ðè÷÷è íåóíèìî-
äóëÿðíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé
èìååò êàê ìèíèìóì äâà îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ
òåîðåì.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è íåêîòîðîãî ÷åòûðåõìåðíî-
ãî ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé
èçîòðîïèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷å-
íèÿ óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó (èëè íåñêîëüêèì) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4;
• ρ1 = ρ2 = ρ3, ρ4 = 0;
• ρ1 = ρ2, ρ3 = ρ4;
• ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0, ρ4 < 0;
• ρ1 = ρ2, ρ1 + ρ3 = 2ρ4 < 0, 2ρ4 − 3ρ1 > 0;

• ρ1 = ρ2 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4, 2ρ1 + ρ4 < 0, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
< 0;

• ρ1 = ρ2, ρ3 > 0, ρ4 = 0.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è íåêîòîðîãî ÷åòûðåõìåðíî-
ãî ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé
èçîòðîïèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1, ρ2,
ρ3, ρ4, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îä-
íîìó (èëè íåñêîëüêèì) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
� ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4;
� ρ1 = ρ2 = ρ3, ρ4 = 0;
� ρ1 = ρ2, ρ3 = ρ4;
� ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0, ρ4 � ïðîèçâîëüíîå;
� ρ1 = ρ2, ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0, 2ρ4−3ρ1

ρ4
> 0;

� ρ1 = ρ2 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
̸= 0;
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� ρ1 = ρ2, ρ3 � ïðîèçâîëüíîå, ρ4 = 0;
• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1, ρ2,
ρ23, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ρ1 ↔ ρ2 óäîâëåòâîðÿþò
îäíîìó (èëè íåñêîëüêèì) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
� ρ1 = ρ2 = ρ23 ⩽ 0;
� ρ1 = ρ2, ρ

2
3 = 0;

� ρ1 = 0, ρ2 = ρ23 < 0.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è íåêîòîðîãî ÷åòûðåõìåð-
íîãî ëîêàëüíî îäíîðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåò-
ðèêîé è íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé èçîòðîïèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1, ρ2,
ρ3, ρ4, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò îä-
íîìó (èëè íåñêîëüêèì) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
� ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4;
� ρ1 = ρ2 = ρ3, ρ4 = 0;
� ρ1 = ρ2, ρ3 = ρ4;
� ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0, ρ4 � ïðîèçâîëüíîå;
� ρ1 = ρ2, ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0, 2ρ4−3ρ1

ρ4
< 0;

� ρ1 = ρ2 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
̸= 0;

� ρ1 = ρ2, ρ3 � ïðîèçâîëüíîå, ρ4 = 0;
• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1, ρ2,
ρ23, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ρ1 ↔ ρ2 óäîâëåòâîðÿþò
îäíîìó (èëè íåñêîëüêèì) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
� ρ1 = ρ2 = ρ23;
� ρ1 = ρ2, ρ

2
3 = 0;

� ρ1 = 0, ρ2 = ρ23;
• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {22} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ21 = ρ22 = 0;

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {11̄11̄} ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ïàðàìè
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ρ1 = ρ̄2 = ρ3 = ρ̄4 ̸= 0.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ êîìïèëÿöèåé ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåíèé 2�25 (îíè áóäóò
äîêàçàíû â ðàçäåëå 5); òåîðåìà 2 � êîìïèëÿöèÿ ïðåäëîæåíèé 26�70 (îíè áóäóò
äîêàçàíû â ðàçäåëå 6); òåîðåìà 3 � êîìïèëÿöèÿ ïðåäëîæåíèé 71�127 (îíè áóäóò
äîêàçàíû â ðàçäåëå 7).

2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ôàêòû.

Ïóñòü (M = G/H, g)� ëîêàëüíî îäíîðîäíîå (ïñåâäî)ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g àëãåáðó Ëè ãðóïïû G, ÷åðåç h � ïîäàëãåáðó
èçîòðîïèè, à ÷åðåç m = g/h � äîïîëíåíèå ê h â g.

Ïàðà (g, h) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå èçîòðîïèè ψ : h → gl(m)
ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ψX(Y ) = [X,Y ]m ∀X ∈ h, Y ∈ m. Èíâàðèàíòíîé (ïñåâ-
äî)ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà G/H ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîð-
ìà g íà m òàêàÿ, ÷òî

(ψX)t · g + g · ψX = 0, ∀X ∈ h,
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ãäå (ψX)t � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ýòà ôîðìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇ : g → gl(m) ïðàâèëîì

∇X(Ym) =
1

2
[X,Y ]m + v(X,Y ),

ãäå îòîáðàæåíèå v : g× g → m îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

2g(v(X,Y ), Zm) = g(Xm, [Z, Y ]m) + g(Ym, [Z,X]m).

Òåíçîðó êðèâèçíû ñâÿçíîñòè∇ ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå R : m×m → gl(m)
òàêîå, ÷òî

R(X,Y ) = [∇Y ,∇X ] +∇[X,Y ].

Òåíçîð Ðè÷÷è r è îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

r(X,Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ), g (ρ (X) , Y ) = r(X,Y ).

Äàëåå ïðèâåäåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü ìàòðè-
öó îïåðàòîðà Ðè÷÷è íà ëîêàëüíî îäíîðîäíîì (ïñåâäî)ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå
(ïîäðîáíåå ñì. [15, 16, 17]).

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, (M = G/H, g) � îäíîðîäíîå (ïñåâäî)ðèìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ðàçìåðíîñòè n, g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû G, h � ïîäàëãåáðà èçîòðîïèè,
m = g/h � äîïîëíåíèå ê h â g, h = dim h, m = dimm.

Ïóñòü {e1, e2, . . . , eh, u1, u2, . . . , um} � áàçèñ g, ãäå {ei} è {ui} áàçèñû h è m
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

[ui, uj ]m = ckijuk, [ui, uj ]h = Ck
ijek, [hi, uj ]m = c̄kijuk,

ãäå ckij , C
k
ij è c̄

k
ij � ìàññèâû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.

Ïåðâûì øàãîì âû÷èñëèì ïðåäñòàâëåíèå èçîòðîïèè ψ íà áàçèñíûõ âåêòî-
ðàõ h:

(1) (ψi)
k
j = (ψ (ei))

k
j = c̄kij ,

è çàïèøåì óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà g:

(2) (ψi)
t · g + g · ψi = 0, i = 1, . . . , h,

ãäå (ψi)
t
� òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ óæå èçâåñòíûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò è ìàòðèöû ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà, íàéäåì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇:

Γk
ij =

1

2

(
ckij + gskclsjgil + gskclsigjl

)
, Γ̄k

ij =
1

2
c̄kij −

1

2
gsk c̄lisgjl :(3)

ãäå ∇uiuj = Γk
ijuk, ∇hiuj = Γ̄k

ijuk è
{
gij

}
� ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå {gij}.

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû R è
òåíçîðà Ðè÷÷è r:

(4) Rijks =
(
Γl
ikΓ

p
jl − Γl

jkΓ
p
il + clijΓ

p
lk + Cl

ijΓ̄
p
lk

)
gps, rik = Rijksg

js.

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû îïåðàòîðà Ðè÷÷è:

(5) ρki = risg
sk.

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññèôèêàöèþ ÷åòûðåõìåðíûõ
ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ (ïñåâäî)ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëó÷åííóþ â ðàáî-
òå [18]. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ êàæäîãî èç 186 ñëó÷àåâ óêàçàíû ñêîáêè Ëè,
îïðåäåëÿþùèå àëãåáðó Ëè ãðóïïû G, ïàðàìåòðû ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå äåé-
ñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, åñëè íå óêàçàíî îáðàòíîå; âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîäàëãåáðà
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èçîòðîïèè h = span (ei), äîïîëíåíèå m = span (ui). Äàëåå ïî òåêñòó ìû áó-
äåì ññûëàòüñÿ íà ñëó÷àè èç äàííîé êëàññèôèêàöèè ïî èõ íîìåðó (íàïðèìåð,
�2.13.5�).

3. Èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè ÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ

ìíîãîîáðàçèé ñ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé èçîòðîïèè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì âñå âîçìîæíûå ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåòðèâèàëüíîé
ïîäãðóïïîé èçîòðîïèè. Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû â òàáëèöå 1 óêàçàíî ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû îíà îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó, ëîðåíöåâó èëè íåéòðàëüíóþ
ìåòðèêó. Åñëè êàêîé-òî ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òî â ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêå ñòî-
èò çíàê �×�.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âèäà ìàòðèöû èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
èçëîæåí âûøå. Ìû ðàçáåðåì ëèøü ïåðâûé ñëó÷àé, âû÷èñëåíèÿ â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé ìàòðèöû ìû óêà-
æåì ñëó÷àè, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ äàííàÿ ìàòðèöà.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòðèêó �ðèìàíîâîé�, åñëè åå îïðåäåëÿåò ìàòðèöà
ñ ñèãíàòóðîé (+,+,+,+); �ëîðåíöåâîé�, åñëè (+,+,+,−); �íåéòðàëüíîé�, åñëè
(+,+,−,−); �àíòèëîðåíöåâîé�, åñëè (+,−,−,−).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèãíàòóðû ìåòðèêè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðÿìîå âû-
÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òîò ôàêò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí
ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à òàêæå óòî÷íåííîå ïðàâèëî Äåêàð-
òà.

Ëåììà 1 (Óòî÷íåííîå ïðàâèëî Äåêàðòà [19]). Åñëè âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (x)
ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âåùåñòâåííû (â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëîâèå
âûïîëíåíî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöû), à åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíûõ êîðíåé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåí çíàêîâ â ñèñòåìå åãî
êîýôôèöèåíòîâ, à ÷èñëî åãî îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåí çíà-
êîâ â ñèñòåìå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P (−x).

Ìàòðèöà 1. Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå 1.11.7, â êî-
òîðîì ñêîáêè Ëè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

[e1, u1] = u1, [e1, u3] = −u3, [u1, u3] = e1,

ãäå h = span (e1), m = span (u1, u2, u3, u4).
Âû÷èñëèì ïðåäñòàâëåíèå èçîòðîïèè (1):

ψ1 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 .

Ïóñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä:

g =


α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

 ,
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Òàáëèöà 1. Âèä èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê ÷åòûðåõìåðíûõ ëî-
êàëüíî îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé
èçîòðîïèè

�
Ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà
Ðèìàíîâà ìåòðèêà

Ëîðåíöåâà
ìåòðèêà

Íåéòðàëüíàÿ
ìåòðèêà

1


0 0 α13 0
0 α22 0 α24

α13 0 0 0
0 α24 0 α44

 ×

α13 ̸= 0,
α22 > 0,
α44 > 0,

α22α44−α2
24 > 0

α13 ̸= 0,
α22α44 − α2

24 < 0

2


0 0 α13 0
0 0 0 α24

α13 0 0 0

0 α24 0 0

 × × α13 ̸= 0, α24 ̸= 0

3


α33 0 0 0
0 α22 0 α24

0 0 α33 0

0 α24 0 α44

 α22 > 0, α33 > 0,
α44 > 0,

α22α44 − α2
24 > 0

α33 > 0,
α22α44−α2

24 < 0

(α33 > 0, α22 < 0,
α44 < 0 èëè α33 < 0,
α22 > 0, α44 > 0) è
α22α44 − α2

24 > 0

4


α33 0 0 0
0 α44 0 0

0 0 α33 0

0 0 0 α44

 α33 > 0, α44 > 0 × α33 > 0, α44 < 0 èëè
α33 < 0, α44 > 0

5


0 0 0 −α23

0 0 α23 0

0 α23 α33 α34

−α23 0 α34 α44

 × × α23 ̸= 0

6


0 0 −α22 0
0 α22 0 0

−α22 0 α33 α34

0 0 α34 α44

 × α22 > 0, α44 > 0
α22 > 0, α44 < 0 èëè

α22 < 0, α44 > 0

7


0 0 α13 0

0 α44 0 0
α13 0 0 0

0 0 0 α44

 × α13 ̸= 0, α44 > 0 ×

òîãäà óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (2) áóäåò èìåòü âèä:

α12 = 0, α14 = 0, α11 = 0, α23 = 0, α33 = 0, α34 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä 1.
Äàííàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò îïðåäåëÿòü ðèìàíîâó ìåòðèêó, òàê êàê èìååò íóëè

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí:

x4 − (α44 + α22)x
3 −

(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
x2+

+ α2
13(α44 + α22)x− α2

13(α22α44 − α2
24) = 0.
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1

�
Ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà
Ðèìàíîâà ìåòðèêà

Ëîðåíöåâà
ìåòðèêà

Íåéòðàëüíàÿ
ìåòðèêà

8


0 0 −α24 α23

0 0 α23 α24

−α24 α23 0 0

α23 α24 0 0

 × × α2
23 + α2

24 ̸= 0

9


0 0 α24 0

0 α22 0 α24

α24 0 0 0

0 α24 0 0

 × × α24 ̸= 0

10


0 0 α24 0

0 0 α23 α24

α24 α23 0 0

0 α24 0 0

 × × α24 ̸= 0

11


0 0 0 −α23

0 0 α23 0
0 α23 α44 0

−α23 0 0 α44

 × × α23 ̸= 0

12


0 0 α24 0

0 0 0 α24

α24 0 α33 0

0 α24 0 0

 × × α24 ̸= 0

Åñëè îíà îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó, òî ïî ïðàâèëó Äåêàðòà ìíîãî÷ëåí
äîëæåí èìåòü 3 ïåðåìåíû çíàêîâ â ðÿäó êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà äîëæíà âû-
ïîëíÿòüñÿ îäíà èç ñèñòåì:


− (α44 + α22) > 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
< 0,

α2
13(α44 + α22) > 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;


− (α44 + α22) < 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
< 0,

α2
13(α44 + α22) > 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;
− (α44 + α22) < 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
> 0,

α2
13(α44 + α22) > 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;


− (α44 + α22) < 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
> 0,

α2
13(α44 + α22) < 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;
− (α44 + α22) = 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
< 0,

α2
13(α44 + α22) > 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;


− (α44 + α22) < 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
= 0,

α2
13(α44 + α22) > 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;
− (α44 + α22) < 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
> 0,

α2
13(α44 + α22) = 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) < 0;


− (α44 + α22) < 0,

−
(
α2
13 − α22α44 + α2

24

)
> 0,

α2
13(α44 + α22) < 0,

−α2
13(α22α44 − α2

24) = 0.
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1

�
Ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà
Ðèìàíîâà ìåòðèêà

Ëîðåíöåâà
ìåòðèêà

Íåéòðàëüíàÿ
ìåòðèêà

13


0 0 α44 0

0 α44 0 0
α44 0 α33 0

0 0 0 α44

 × α44 > 0 ×

14


0 0 α24 0

0 0 0 α24

α24 0 0 0

0 α24 0 0

 × × α24 ̸= 0

15


α44 0 0 0

0 α44 0 0
0 0 α44 0

0 0 0 α44

 α44 > 0 × ×

16


0 0 α13 α14

0 0 α23 α24

α13 α23 0 0

α14 α24 0 0

 × × α13α24 − α14α23 ̸= 0

17


α33 α34 0 −α23

α34 α44 α23 0

0 α23 α33 α34

−α23 0 α34 α44

 α33 + α44 > 0,
α2
23−α33α44+α2

34 < 0
× α2

23−α33α44+α2
34 > 0

18


α33 0 0 0

0 0 0 α24

0 0 α33 0
0 α24 0 0

 × α24 ̸= 0, α33 > 0 ×

19


0 0 α24 −α23

0 0 α23 α24

α24 α23 0 0
−α23 α24 0 0

 × × α2
23 + α2

24 ̸= 0

20


0 0 α24 0

0 0 0 α24

α24 0 α44 0
0 α24 0 α44

 × × α24 ̸= 0

21


0 0 0 −α23

0 0 α23 0

0 α23 0 0
−α23 0 0 0

 × × α23 ̸= 0

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ, ÷åòâåðòàÿ, ïÿòàÿ, ñåäüìàÿ è âîñüìàÿ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
íåñîâìåñòíûìè èç-çà ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé. Ïðåîáðàçóåì îñòàâøèåñÿ:

α44 + α22 > 0,

α2
13 − α22α44 + α2

24 > 0,

α22α44 − α2
24 > 0;


α44 + α22 > 0,

α2
13 − α22α44 + α2

24 < 0,

α22α44 − α2
24 > 0;

α44 + α22 > 0,

α2
13 − α22α44 + α2

24 = 0,

α22α44 − α2
24 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó, åñëè α44 + α22 > 0 è
α22α44 − α2

24 > 0.
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 1

�
Ìàòðèöà ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà
Ðèìàíîâà ìåòðèêà

Ëîðåíöåâà
ìåòðèêà

Íåéòðàëüíàÿ
ìåòðèêà

22


0 0 −α22 0

0 α22 0 0
−α22 0 0 0

0 0 0 α44

 × α22 > 0, α44 > 0
α22 > 0, α44 < 0 èëè

α22 < 0, α44 > 0

23


0 0 α44 0

0 α44 0 0
α44 0 0 0

0 0 0 α44

 × α44 > 0 ×

24


0 0 2α22 0

0 α22 0 0
2α22 0 0 0

0 0 0 α44

 × α22 > 0, α44 > 0
α22 > 0, α44 < 0 èëè

α22 < 0, α44 > 0

25


α33 0 0 0

0 α33 0 0
0 0 α33 0

0 0 0 α44

 α33 > 0, α44 > 0 α33 > 0, α44 < 0 ×

26


−α44 0 0 0

0 −α44 0 0

0 0 −α44 0
0 0 0 α44

 × α44 < 0 ×

Çàìåòèì, ÷òî åñëè α22 è α44 ðàçíûõ çíàêîâ èëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðàâåí
íóëþ, òîãäà α22α44 ⩽ 0, ñëåäîâàòåëüíî α22α44 − α2

24 ⩽ −α2
24 ⩽ 0 � ïðîòèâîðå-

÷èå ñ óñëîâèåì α22α44−α2
24 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî α22 è α44 îáÿçàíû áûòü îäíîãî

çíàêà. Íî òîãäà óñëîâèå α22+α44 > 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî α22 è α44 ïîëîæè-
òåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, èòîãîâîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà îïðåäåëÿëà
ëîðåíöåâó ìåòðèêó, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α13 ̸= 0, α22 > 0, α44 > 0, α22α44 − α2
24 > 0.

Òàê êàê ðèìàíîâà ìåòðèêà íåâîçìîæíà èç-çà íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî
ìàòðèöà áóäåò îïðåäåëÿòü íåéòðàëüíóþ ìåòðèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åå îïðåäåëèòåëü ïîëîæèòåëåí, òî åñòü

−α2
13

(
α22α44 − α2

24

)
> 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî

α13 ̸= 0, α22α44 − α2
24 < 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.11.(1�7) è 1.11.10 ïðè λ = 0.
Ìàòðèöà 2. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàâ-

íûé α2
13α

2
24, çíà÷èò ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà íåâîçìîæíà. Ðèìàíîâà ñèãíàòóðà òàê-

æå íåâîçìîæíà, òàê êàê ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èç-
çà íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çíà÷èò îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2) ïðè α13 ̸= 0
è α24 ̸= 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.11.(8�9), 1.11.10 ïðè λ /∈ {0, 1}, 2.11.(1�3).
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Ìàòðèöà 3. Åñëè äàííàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ìåòðèêó, òî âñå
ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è ìèíîð, êîòîðûé âêëþ÷àåò âòîðûå è ÷åòâåð-
òûå ñòðîêó è ñòîëáåö, äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû, òî åñòü:

α22 > 0, α33 > 0, α44 > 0, α22α44 − α2
24 > 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1,2 =
1

2

(
α22 + α44 ±

√
(α22 − α44)2 + 4α2

24

)
, g3 = g4 = α33.

Åñëè îíà îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó, òî g3 = g4 = α33 > 0, à g1 è g2 �
ðàçíîãî çíàêà. Çíà÷èò

g1g2 = α22α44 − α2
24 < 0.

Åñëè ìàòðèöà îïðåäåëÿåò íåéòðàëüíóþ ìåòðèêó, òî ëèáî g3 = g4 = α33 > 0
è g1 < 0, g2 < 0; ëèáî g3 = g4 = α33 < 0 è g1 > 0, g2 > 0. Òîãäà

α33 > 0, α22 + α44 < 0, α22α44 − α2
24 > 0

èëè

α33 < 0, α22 + α44 > 0, α22α44 − α2
24 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè α22 è α44 ðàçíûõ çíàêîâ èëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðàâåí
íóëþ, òîãäà α22α44 ⩽ 0, ñëåäîâàòåëüíî α22α44 − α2

24 ⩽ −α2
24 ⩽ 0 � ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ óñëîâèåì α22α44 − α2
24 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî α22 è α44 îáÿçàíû áûòü

îäíîãî çíàêà. Íî òîãäà óñëîâèå α22 + α44 < 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî α22 è α44

îòðèöàòåëüíû, à óñëîâèå α22 + α44 > 0 � ÷òî α22 è α44 ïîëîæèòåëüíû. Òàêèì
îáðàçîì, èòîãîâîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà îïðåäåëÿëî íåéòðàëüíóþ
ìåòðèêó, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α33 > 0, α22 < 0, α44 < 0, α22α44 − α2
24 > 0

èëè

α33 < 0, α22 > 0, α44 > 0, α22α44 − α2
24 > 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.12.(1�10), 1.12.12 ïðè λ = 0.
Ìàòðèöà 4. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g3 = α33, g2 = g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó ëèáî (4, 0), åñëè α33 > 0, α44 > 0; ëèáî
(2, 2), åñëè α33 > 0, α44 < 0 èëè α33 < 0, α44 > 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.12.11, 1.12.12 ïðè λ /∈ {0, 1}, 2.13.(1�6).
Ìàòðèöà 5. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàâ-

íûé α4
23, çíà÷èò ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà íåâîçìîæíà. Ðèìàíîâà ñèãíàòóðà òàêæå

íåâîçìîæíà, òàê êàê ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èç-çà
íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çíà÷èò îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2) ïðè α23 ̸= 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.31.(1�32).
Ìàòðèöà 6. Äàííàÿ ìàòðèöà íå ìîæåò îïðåäåëÿòü ðèìàíîâó ìåòðèêó, òàê

êàê èìååò íóëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí:

(x− α22)
(
x3 − (α44 + α33)x

2 −
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
x+ α2

22α44

)
= 0.
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Åñëè îíà îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó, òî ëèáî α22 > 0 è êóáè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí äîëæåí èìåòü 2 ïåðåìåíû çíàêîâ â ðÿäó êîýôôèöèåíòîâ; ëèáî α22 < 0
è êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äîëæåí èìåòü 3 ïåðåìåíû çíàêîâ â ðÿäó êîýôôèöè-
åíòîâ. Òîãäà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ îäíà èç ñèñòåì:

α22 > 0,

− (α44 + α33) > 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
< 0,

α2
22α44 > 0;


α22 > 0,

− (α44 + α33) < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
< 0,

α2
22α44 > 0;

α22 > 0,

− (α44 + α33) < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
> 0,

α2
22α44 > 0;


α22 > 0,

− (α44 + α33) = 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
< 0,

α2
22α44 > 0;

α22 > 0,

− (α44 + α33) < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
= 0,

α2
22α44 > 0;


α22 > 0,

− (α44 + α33) < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
> 0,

α2
22α44 = 0;

α22 < 0,

− (α44 + α33) < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
> 0,

α2
22α44 < 0.

Çàìåòèì, ÷òî øåñòàÿ ñèñòåìà íåâîçìîæíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà áóäåò
èìåòü íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðåîáðàçóåì îñòàâøèåñÿ ñèñòåìû:

α22 > 0,

α44 > 0,

α44 + α33 > 0,

α2
22 − α33α44 + α2

34 > 0;


α22 > 0,

α44 > 0,

α44 + α33 > 0,

α2
22 − α33α44 + α2

34 < 0;
α22 > 0,

α44 > 0,

α44 + α33 > 0,

α2
22 − α33α44 + α2

34 = 0;


α22 > 0,

α44 > 0,

α44 + α33 < 0 ⇒ α33 < 0,

α33α44 < α2
22 + α2

34;
α22 > 0,

α44 > 0,

α44 + α33 = 0 ⇒ α33 < 0,

α33α44 < α2
22 + α2

34;


α22 < 0,

α44 < 0,

α44 + α33 > 0 ⇒ α33 > 0,

α2
22 + α2

34 < α33α44.

Ïåðâûå òðè ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû óñëîâèþ α22 > 0, α44 > 0, α44 + α33 > 0;
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ñèñòåìàõ ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ
íåðàâåíñòâ, çíà÷èò èç íèõ ïîëó÷àåì óñëîâèå α22 > 0, α44 > 0, α44 + α33 ⩽ 0;
øåñòàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé èç-çà ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ. Îáúåäèíÿÿ,
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ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ëîðåíöåâó ìåòðèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α22 > 0, α44 > 0.

Åñëè ìàòðèöà îïðåäåëÿåò àíòèëîðåíöåâó ìåòðèêó, òî ëèáî α22 < 0 è êóáè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé −x äîëæåí èìåòü 2 ïåðåìåíû çíàêîâ â ðÿäó êî-
ýôôèöèåíòîâ; ëèáî α22 > 0 è êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé −x äîëæåí
èìåòü 3 ïåðåìåíû çíàêîâ â ðÿäó êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ
îäíà èç ñèñòåì:

α22 < 0,

α44 + α33 > 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
< 0,

−α2
22α44 > 0;


α22 < 0,

α44 + α33 < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
< 0,

−α2
22α44 > 0;

α22 < 0,

α44 + α33 < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
> 0,

−α2
22α44 > 0;


α22 < 0,

α44 + α33 = 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
< 0,

−α2
22α44 > 0;

α22 < 0,

α44 + α33 < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
= 0,

−α2
22α44 > 0;


α22 < 0,

α44 + α33 < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
> 0,

−α2
22α44 = 0;

α22 > 0,

α44 + α33 < 0,

−
(
α2
22 − α33α44 + α2

34

)
> 0,

−α2
22α44 < 0.

Çàìåòèì, ÷òî øåñòàÿ ñèñòåìà íåâîçìîæíà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà áóäåò
èìåòü íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðåîáðàçóåì îñòàâøèåñÿ ñèñòåìû:

α22 < 0,

α44 < 0,

α44 + α33 < 0,

α2
22 − α33α44 + α2

34 > 0;


α22 < 0,

α44 < 0,

α44 + α33 < 0,

α2
22 − α33α44 + α2

34 < 0;
α22 < 0,

α44 < 0,

α44 + α33 < 0,

α2
22 − α33α44 + α2

34 = 0;


α22 < 0,

α44 < 0,

α44 + α33 > 0 ⇒ α33 > 0,

α2
22 + α2

34 > α33α44;
α22 < 0,

α44 < 0,

α44 + α33 = 0 ⇒ α33 > 0,

α2
22 + α2

34 > α33α44;


α22 > 0,

α44 > 0,

α44 + α33 < 0 ⇒ α33 < 0,

α2
22 + α2

34 < α33α44.

Ïåðâûå òðè ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû óñëîâèþ α22 < 0, α44 < 0, α44 + α33 < 0;
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ÷åòâåðòîé è ïÿòîé ñèñòåìàõ ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ



156 Ï.Í. ÊËÅÏÈÊÎÂ, Å.Ä. ÐÎÄÈÎÍÎÂ

íåðàâåíñòâ, çíà÷èò èç íèõ ïîëó÷àåì óñëîâèå α22 < 0, α44 < 0, α44 + α33 ⩾ 0;
øåñòàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåñîâìåñòíîé èç-çà ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ. Îáúåäèíÿÿ,
ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà îïðåäåëÿåò àíòèëîðåíöåâó ìåòðèêó òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà α22 < 0, α44 < 0.

Òîãäà ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðû ïðè α22 > 0,
α44 < 0 èëè α22 < 0, α44 > 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.41.(1�26).
Ìàòðèöà 7. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = −g2 = α13, g3 = g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α13 ̸= 0, α44 > 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.13.1, 2.12.(1�6).
Ìàòðèöà 8. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 = −g3 = −g4 =
√
α2
23 + α2

24.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2), åñëè α2
23 + α2

24 ̸= 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.15.1, 2.14.(1�2).
Ìàòðèöà 9. Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìàòðèöû 1 ïðè

α13 = α24 è α44 = 0. Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2), åñëè α24 ̸= 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.21.(1�3), 2.21.7 ïðè λ = 1.
Ìàòðèöà 10. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1,2,3,4 =
1

2

(
±α23 ±

√
α2
23 + 4α2

24

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2), åñëè α24 ̸= 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 1.21.1, 2.21.(4�5), 2.21.7 ïðè λ = 0.
Ìàòðèöà 11. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 =
1

2

(
α44 +

√
4α2

23 + α2
44

)
, g3 = g4 =

1

2

(
α44 −

√
4α2

23 + α2
44

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2), åñëè α23 ̸= 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.22.(1�4).
Ìàòðèöà 12. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàâ-

íûé α4
24, çíà÷èò ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà íåâîçìîæíà. Ðèìàíîâà ñèãíàòóðà òàêæå

íåâîçìîæíà, òàê êàê ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èç-çà
íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çíà÷èò îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2) ïðè α24 ̸= 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.51.(1�14), 3.31.(1�4).
Ìàòðèöà 13. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1,2 =
1

2

(
α33 ±

√
α2
33 + 4α2

44

)
, g3 = g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α44 > 0.
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Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.52.(1�7), 3.32.(1�4).
Ìàòðèöà 14. Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìàòðèöû 9 ïðè

α22 = 0. Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2), åñëè α24 ̸= 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.21.6, 2.21.7 ïðè λ /∈ {0, 1}, 2.31.1, 3.11.1, 3.21.(1�4), 3.41.1,
4.11.1, 4.21.(1�2), 4.23.(1�2), 4.31.(1�2), 5.11.1, 6.11.(1�2).
Ìàòðèöà 15. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 = g3 = g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (4, 0), åñëè α44 > 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 3.42.1, 4.22.(1�3), 6.12.(1�3).
Ìàòðèöà 16. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàâ-

íûé (α13α24 − α14α23)
2
, çíà÷èò ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà íåâîçìîæíà. Ðèìàíîâà

ñèãíàòóðà òàêæå íåâîçìîæíà, òàê êàê ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé èç-çà íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çíà÷èò îíà èìååò ñèãíàòó-
ðó (2, 2) ïðè α13α24 − α14α23 ̸= 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àÿ 1.11.10 ïðè λ = 1.

Ìàòðèöà 17. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí
(
α2
23 − α33α44 + α2

34

)2
> 0, ñëå-

äîâàòåëüíî îíà íå ìîæåò îïðåäåëÿòü ëîðåíöåâó ìåòðèêó.
Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 =
1

2

(
α33 + α44 +

√
4α2

23 + 4α2
34 + (α33 − α44)

2

)
,

g3 = g4 =
1

2

(
α33 + α44 −

√
4α2

23 + 4α2
34 + (α33 − α44)

2

)
.

Åñëè äàííàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ìåòðèêó, òî

g1 + g3 = α33 + α44 > 0, g1g3 = −α2
23 + α33α44 − α2

34 > 0;

åñëè æå íåéòðàëüíóþ, òî g1g3 = −α2
23 + α33α44 − α2

34 < 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àÿ 1.12.12 ïðè λ = 1.
Ìàòðèöà 18. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = −g2 = α24, g3 = g4 = α33.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α24 ̸= 0, α33 > 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àÿ 1.14.1.
Ìàòðèöà 19. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 = −g3 = −g4 =
√
α2
23 + α2

24.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2), åñëè α2
23 + α2

24 ̸= 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àÿ 1.16.1.
Ìàòðèöà 20. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàâ-

íûé α4
24, çíà÷èò ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà íåâîçìîæíà. Ðèìàíîâà ñèãíàòóðà òàêæå
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íåâîçìîæíà, òàê êàê ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èç-çà
íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çíà÷èò îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2) ïðè α24 ̸= 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àÿ 1.22.1.
Ìàòðèöà 21. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íåîòðèöàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàâ-

íûé α4
23, çíà÷èò ëîðåíöåâà ñèãíàòóðà íåâîçìîæíà. Ðèìàíîâà ñèãíàòóðà òàêæå

íåâîçìîæíà, òàê êàê ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èç-çà
íóëåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Çíà÷èò îíà èìååò ñèãíàòóðó (2, 2) ïðè α23 ̸= 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.23.1, 3.12.1.
Ìàòðèöà 22. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 = −g3 = α22, g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α22 > 0, α44 > 0; íåéòðàëü-
íóþ ñèãíàòóðó, åñëè α22 > 0, α44 < 0 èëè α22 < 0, α44 > 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 2.41.(1�3).
Ìàòðèöà 23. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 = g3 = −g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α44 > 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 3.22.(1�2), 4.12.1.
Ìàòðèöà 24. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = α22, g2 = −g3 = 2α22, g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α22 > 0, α44 > 0; íåéòðàëü-
íóþ ñèãíàòóðó, åñëè α22 > 0, α44 < 0 èëè α22 < 0, α44 > 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 3.51.(1�4).
Ìàòðèöà 25. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = g2 = g3 = α33, g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (4, 0), åñëè α33 > 0, α44 > 0; ëîðåíöåâó
ñèãíàòóðó, åñëè α33 > 0, α44 < 0.

Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 3.52.(1�4).
Ìàòðèöà 26. Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

g1 = −g2 = −g3 = −g4 = α44.

Òàêèì îáðàçîì, îíà èìååò ñèãíàòóðó (3, 1), åñëè α44 < 0.
Äàííàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåí-

çîðà äëÿ ñëó÷àåâ 6.13.(1�3).

4. Òèï Ñåãðå îïåðàòîðà Ðè÷÷è

Â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè, ãäå âñåãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ρ äèàãî-
íàëüíà, â ïñåâäîðèìàíîâîì ñëó÷àå ìîãóò âîçíèêíóòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû èç-
âåñòíûå êàê òèïû Ñåãðå (ñì., íàïðèìåð, [20]). Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ìîæåò âîçíèêíóòü 9 âàðèàíòîâ, íî ìû ïðèâåäåì òîëüêî òå, êîòîðûå âîçíèêàþò
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â ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíûõ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ (ïñåâäî)ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-
çèé ñ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé èçîòðîïèè:

(1) Òèï Ñåãðå {1111}: ρ èìååò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿ (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ) ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîò-
âåòñòâóåò îäíîìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

(2) Òèï Ñåãðå {112}: ρ èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ
(âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ) ρ1, ρ2, ρ

2
3, ïðè÷åì ρ23 èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ

êðàòíîñòü 2, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíîå ñîáñòâåí-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

(3) Òèï Ñåãðå {22}: ρ èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ
(âîçìîæíî ñîâïàäàþùèõ) ρ21, ρ

2
2, ïðè÷åì îáà èìåþò àëãåáðàè÷åñêóþ

êðàòíîñòü 2, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíîå ñîáñòâåí-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

(4) Òèï Ñåãðå {11̄11̄}: ρ èìååò äâå ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ρ1 = ρ̄2 è ρ3 = ρ̄4, êîòîðûå âîçìîæíî ñîâïàäàþò.

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðà Ðè÷÷è
äëÿ âñåõ 186 ñëó÷àåâ. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ èçëîæåí âûøå,
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3 ìû ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèé, â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì àíàëîãè÷åí.

Òàêæå â òàáëèöå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð èìååò òîò èëè
èíîé òèï Ñåãðå; åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÿ÷åéêà òàáëèöû ïóñòà, òî äàííûé òèï
Ñåãðå íåâîçìîæåí; åñëè â ÿ÷åéêå ñòîèò çíàê ✓, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò äàí-
íûé òèï Ñåãðå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Ìû îïóñòèì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, êàêîé òèï Ñåãðå èìååò òîò èëè èíîé
îïåðàòîð. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî î÷åâèäíî è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðÿìûõ
âû÷èñëåíèÿõ, íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà, òî îí èìååò
òèï Ñåãðå {1111}; åñëè æå îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò
íå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {112}.

Îñîáî íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëó÷àé 2.14.1, òàê êàê òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæåí òèï Ñåãðå {11̄11̄}. Ýòî â òàáëèöå îáãîâîðåíî îòäåëüíî.

Äðóãèå òèïû Ñåãðå, êðîìå ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå (ò.å. êðîìå {1111}, {112},
{22} è {11̄11̄}), íåâîçìîæíû äëÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è â ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíûõ
ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ (ïñåâäî)ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ íåòðèâèàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé èçîòðîïèè.

Â ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèè ìû îòäåëüíî ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòî-
ðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, à çíà÷èò âñåãäà èìååò òèï Ñå-
ãðå {1111}. Âñåãî â ïðåäëîæåíèè 1 ïåðå÷èñëåíî 58 ñëó÷àåâ, îíè íå áóäóò âêëþ-
÷åíû â òàáëèöó 2.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü G/H � ÷åòûðåõìåðíîå ëîêàëüíî îäíîðîäíîå (ïñåâ-
äî)ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ íåòðèâèàëüíîé ïîäãðóïïîé èçîòðîïèè. Òîãäà
(G/H, g) èìååò òðèâèàëüíûé îïåðàòîð Ðè÷÷è (ò.å. ρ = 0) äëÿ ëþáîé èíâàðè-
àíòíîé ìåòðèêè g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G/H ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå:
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Òàáëèöà 2. Òèï Ñåãðå îïåðàòîðà Ðè÷÷è

� Ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷÷è {1111} {112} {22}

1.11.1

ρ11 = − (2α2
13−α22α44+α2

24)α22

2α2
13(α22α44−α2

24)
,

ρ22 = − (4α2
13+α22α44−α2

24)α22

2α2
13(α22α44−α2

24)
,

ρ24 = − (α2
13+α22α44−α2

24)α24

2α2
13(α22α44−α2

24)
,

ρ33 = − (2α2
13−α22α44+α2

24)α22

2α2
13(α22α44−α2

24)
,

ρ44 = − 3α22

2(α22α44−α2
24)

α22 ̸= 0 èëè
α13 = ±α24

α22 = 0,
α13 ̸= ±α24

1.11.2

ρ11 =
α22(p+1)

2(α2
24−α22α44)

, ρ22 =
α22p(p+1)

α2
24−α22α44

,

ρ24 =
α24(2p−1)

2(α2
24−α22α44)

,

ρ33 =
α22(p+1)

2(α2
24−α22α44)

, ρ44 =
α22(2p

2+1)

2(α2
24−α22α44)

α22 ̸= 0 èëè p = 1
2

α22 = 0, p ̸= 1
2

1.11.3
ρ11 = − 2α13−α22

2α2
13

, ρ22 = − α22

2α2
13
,

ρ24 = − α24

2α2
13
, ρ33 = − 2α13−α22

2α2
13

α22 ̸= 0 èëè
α24 = 0

α22 = 0, α24 ̸= 0

1.11.4
ρ11 = α22

2α2
13
, ρ22 = − α22

2α2
13
, ρ24 = − α24

2α2
13
,

ρ33 = α22

2α2
13

α22 ̸= 0 èëè
α24 = 0

α22 = 0, α24 ̸= 0

1.11.5
ρ11 = − 1

α13
, ρ22 = α22

α2
24−α22α44

,

ρ33 = − 1
α13

, ρ44 = α22

α2
24−α22α44

✓

1.11.6
ρ11 = 0, ρ22 = − α22

α22α44−α2
24
, ρ33 = 0,

ρ44 = − α22

α22α44−α2
24

✓

1.11.7ρ11 = − 1
α13

, ρ22 = 0, ρ33 = − 1
α13

, ρ44 = 0 ✓

1.11.8 ρ11 = 3
α13

, ρ22 = 0, ρ33 = 3
α13

, ρ44 = 0 ✓

1.12.1

ρ11 = − (α22α44−α2
24+8α2

33)α22

2α2
33(α22α44−α2

24)
,

ρ22 =
(α22α44−α2

24−16α2
33)α22

2α2
33(α22α44−α2

24)
,

ρ24 =
(α22α44−α2

24−4α2
33)α24

2α2
33(α22α44−α2

24)
,

ρ33 = − (α22α44−α2
24+8α2

33)α22

2α2
33(α22α44−α2

24)
,

ρ44 = − 6α22

α22α44−α2
24

α22 ̸= 0 α22 = 0

1.11.9, 1.11.10, 1.12.12, 1.13.1, 1.14.1, 1.15.1, 1.16.1, 1.21.1,
1.22.1, 1.31.17, 1.31.18, 1.31.23, 1.31.31, 1.31.32, 1.41.23, 1.41.26,
2.11.3, 2.12.6, 2.13.6, 2.14.2, 2.21.5, 2.21.6, 2.21.7, 2.22.3,
2.22.4, 2.23.1, 2.31.1, 2.41.3, 2.51.2, 2.51.11, 2.51.12, 2.51.13,
2.51.14, 2.52.6, 2.52.7, 3.11.1, 3.12.1, 3.21.2, 3.21.3, 3.21.4,
3.22.2, 3.31.4, 3.32.4, 3.41.1, 3.42.1, 3.51.4, 3.52.4, 4.11.1,
4.12.1, 4.21.2, 4.22.3, 4.23.2, 4.31.1, 4.31.2, 5.11.1, 6.11.2,
6.12.3, 6.13.3.

5. Ïðåäïèñàííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ðè÷÷è. Ñëó÷àé

ðèìàíîâîé ìåòðèêè

Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è òðèâèàëåí,
à çíà÷èò èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâ-
íûì íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 1, òàáëèö 1 è 2.
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1.12.2

ρ11 = − α22(p+2)

α22α44−α2
24
, ρ22 = − pα22(p+2)

α22α44−α2
24
,

ρ24 = − 2α24(p−1)

α22α44−α2
24
, ρ33 = − α22(p+2)

α22α44−α2
24
,

ρ44 = − α22(p
2+2)

α22α44−α2
24

α22 ̸= 0 èëè p = 1 α22 = 0, p ̸= 1

1.12.3
ρ11 = −α22−2α33

2α2
33

, ρ22 = α22

2α2
33
,

ρ24 = α24

2α2
33
, ρ33 = −α22−2α33

2α2
33

α22 ̸= 0 èëè
α24 = 0

α22 = 0, α24 ̸= 0

1.12.4
ρ11 = −α22+2α33

2α2
33

, ρ22 = α22

2α2
33
,

ρ24 = α24

2α2
33
, ρ33 = −α22+2α33

2α2
33

α22 ̸= 0 èëè
α24 = 0

α22 = 0, α24 ̸= 0

1.12.5
ρ11 = − α22

2α2
33
, ρ22 = α22

2α2
33
, ρ24 = α24

2α2
33
,

ρ33 = − α22

2α2
33

α22 ̸= 0 èëè
α24 = 0

α22 = 0, α24 ̸= 0

1.12.6
ρ11 = 1

α33
, ρ22 = − α22

α22α44−α2
24
,

ρ33 = 1
α33

, ρ44 = − α22

α22α44−α2
24

✓

1.12.7
ρ11 = − 1

α33
, ρ22 = α22

α2
24−α22α44

,

ρ33 = − 1
α33

, ρ44 = α22

α2
24−α22α44

✓

1.12.8
ρ11 = 0, ρ22 = − α22

α22α44−α2
24
, ρ33 = 0,

ρ44 = − α22

α22α44−α2
24

✓

1.12.9 ρ11 = 1
α33

, ρ22 = 0, ρ33 = 1
α33

, ρ44 = 0 ✓

1.12.10ρ11 = − 1
α33

, ρ22 = 0, ρ33 = − 1
α33

, ρ44 = 0 ✓

1.12.11ρ11 = − 6
α33

, ρ22 = 0, ρ33 = − 6
α33

, ρ44 = 0 ✓

1.31.1

ρ11 = 3α44

8α2
23
, ρ22 = 3α44

8α2
23
,

ρ23 =
15(α33α44−α2

34)

8α3
23

, ρ33 = 3α44

8α2
23
,

ρ44 = 3α44

8α2
23

α33α44 − α2
34 = 0 α33α44 − α2

34 ̸= 0

1.31.2
ρ13 = − λ+1

2α23
, ρ14 = 1

2α23
, ρ23 = −λ2+1

2α23
,

ρ24 = λ+1
2α23

λ = 0 λ ̸= 0

Ïðåäëîæåíèå 2. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ 1.12.12,
2.13.6, 3.42.1, 3.52.4, 4.22.3, 6.12.3 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè, íåóïîìÿíóòûå ðàíåå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.1
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò
òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2, ρ1 + ρ3 = 2ρ4 < 0,
2ρ4 − 3ρ1 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå ñêîáêè Ëè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

[e1, u1] = u3, [e1, u3] = −u1, [u1, u3] = −u2,
[u1, u4] = u1, [u2, u4] = 2u2, [u3, u4] = u3,
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1.31.3
ρ13 = − 1

2α23
, ρ14 = 1

2α23
, ρ23 = − 1

2α23
,

ρ24 = 1
2α23

✓

1.31.4
ρ13 = − λ

α23
, ρ14 = 1

2α23
,

ρ23 = − (λ−1)(λ+1)
α23

, ρ24 = λ
α23

✓

1.31.5
ρ13 = λµ

2α23
, ρ14 =

µ(−2+µ)
2α23

,

ρ23 = −λ2µ+λ2−2µ+4
2(µ−1)α23

, ρ24 = − λµ
2α23

λ = 0 è µ = 2 µ = 0

(λ ̸= 0

èëè
µ ̸= 2)
è

µ ̸= 0
1.31.6 ρ23 = 2

α23
✓

1.31.7
ρ13 = − λ

(1+λ)α23
, ρ14 = λ

(1+λ)α23
,

ρ23 = − λ−1
2(1+λ)α23

, ρ24 = λ
(1+λ)α23

λ = 0 λ ̸= 0

1.31.8 ρ14 = 1
2α23

✓

1.31.9 ρ14 =
(λ−1)2

2α23
λ = 1 λ ̸= 1

1.31.10 ρ14 = 1
2α23

✓

1.31.11 ρ14 = 2
α23

✓

1.31.12 ρ14 =
(−µ+λ+1)(−µ+λ−1)

2α23

µ = λ+ 1 èëè
µ = λ− 1

µ ̸= λ+ 1 è
µ ̸= λ− 1

1.31.13 ρ14 =
(1+2λ)(−3+2λ)

8α23
λ = − 1

2
èëè λ = 3

2
λ ̸= − 1

2
è λ ̸= 3

2

1.31.14 ρ14 =
2λ(λ−1)

α23
λ = 0 èëè λ = 1 λ ̸= 0 è λ ̸= 1

1.31.15 ρ14 = 1
α23

, ρ23 = 1
2α23

✓

1.31.16 ρ14 = − 1
α23

, ρ23 = 1
2α23

✓

1.31.19 ρ14 = − 1
2α23

✓

1.31.20 ρ14 = 1
2α23

✓

1.31.21 ρ14 =
λ(λ−2)
2α23

λ = 0 èëè λ = 2 λ ̸= 0 è λ ̸= 2

1.31.22 ρ14 = − 3
8α23

✓

1.31.24 ρ14 = −2+λ
2(λ−1)α23

, ρ23 = − (−2+λ)(3λ−2)
2α23

λ = 2 λ = 2
3

λ ̸= 2
è

λ ̸= 2
3

ãäå h = span (e1), m = span (u1, u2, u3, u4). Êàê óêàçàíî â òàáëèöå 1, ìàòðèöà
èíâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìååò âèä


α33 0 0 0
0 α22 0 α24

0 0 α33 0
0 α24 0 α44



è îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ìåòðèêó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α22 > 0, α33 > 0,
α44 > 0, α22α44 − α2

24 > 0.
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1.31.25 ρ14 = − −2+λ
2(λ−1)α23

, ρ23 = − (−2+λ)(3λ−2)
2α23

λ = 2 λ = 2
3

λ ̸= 2
è

λ ̸= 2
3

1.31.26 ρ14 = 2
α23

✓

1.31.27 ρ14 = − 2
α23

✓

1.31.28 ρ14 = 1
2α23

, ρ23 = − 3
2α23

✓

1.31.29 ρ14 = − 1
2α23

, ρ23 = − 3
2α23

✓

1.31.30

ρ13 = − (µ−1)(λ−1)(λµ+λ+µ)
2(λµ−λ−µ)α23

,

ρ14 =
(µ−1)(λµ2−µ2+λ+µ)

2(λµ−λ−µ)α23
,

ρ23 = − (λ−1)(λ2µ−λ2+λ+µ)
2(λµ−λ−µ)α23

,

ρ24 =
(µ−1)(λ−1)(λµ+λ+µ)

2(λµ−λ−µ)α23

λ = 1 è µ = 1 µ = 1 è λ ̸= 1 µ ̸= 1

1.41.1
ρ11 = − 1

2α22
, ρ13 =

α33(α44+2α22)

α2
22α44

,

ρ14 = α34

2α2
22
, ρ22 = − 1

2α22
, ρ33 = − 1

2α22

α33 = 0 èëè
α44 = −2α22

α33 ̸= 0 è
α44 ̸= −2α22

1.41.2

ρ11 = − 3(p−1)2

α44
, ρ13 = −α33(3p−5)

α44α22
,

ρ22 = − 3(p−1)2

α44
, ρ33 = − 3(p−1)2

α44
,

ρ44 = − 3(p−1)2

α44

p = 5
3
èëè α33 = 0 p ̸= 5

3
è α33 ̸= 0

1.41.3
ρ11 = − 3

α44
, ρ13 = −α33−α44

α44α22
,

ρ22 = − 3
α44

, ρ33 = − 3
α44

, ρ44 = − 3
α44

α33 = α44 α33 ̸= α44

1.41.4
ρ11 = − 3

α44
, ρ13 = −α33+α44

α44α22
,

ρ22 = − 3
α44

, ρ33 = − 3
α44

, ρ44 = − 3
α44

α33 = −α44 α33 ̸= −α44

1.41.5
ρ11 = − 1

2α22
, ρ13 = α33

α2
22
, ρ14 = α34

2α2
22
,

ρ22 = − 1
2α22

, ρ33 = − 1
2α22

α33 = 0 α33 ̸= 0

1.41.6
ρ11 = − 3

α44
, ρ13 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
,

ρ33 = − 3
α44

, ρ44 = − 3
α44

✓

1.41.7
ρ11 = − 3

α44
, ρ13 = 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
,

ρ33 = − 3
α44

, ρ44 = − 3
α44

✓

1.41.8
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

1.41.9 ρ13 = 2p2α22+2pα22+2rα22+α44

2α2
22

r = −(2p2α22 +

2pα22+α44)/(2α22)

r ̸= −(2p2α22 +

2pα22+α44)/(2α22)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (3), (4) è (5) âû÷èñëèì ìàòðèöó îïåðàòîðà Ðè÷÷è.
Åå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû áóäóò èìåòü âèä:

ρ11 = − (α22α44 − α2
24 + 8α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
, ρ22 =

(α22α44 − α2
24 − 16α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
,

ρ24 =
(α22α44 − α2

24 − 4α2
33)α24

2α2
33(α22α44 − α2

24)
, ρ33 = − (α22α44 − α2

24 + 8α2
33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
,

ρ44 = − 6α22

α22α44 − α2
24

.
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1.41.10 ρ13 = p2+p+r

α22
r = −p− p2 r ̸= −p− p2

1.41.11 ρ13 = 2rα22+α44

2α2
22

r = − α44
2α22

r ̸= − α44
2α22

1.41.12 ρ13 = r
α22

r = 0 r ̸= 0

1.41.13 ρ13 = 2rα22+2α22+α44

2α2
22

r = −α44+2α22
2α22

r ̸= −α44+2α22
2α22

1.41.14 ρ13 = 1+r
α22

r = −1 r ̸= −1

1.41.15 ρ13 = α44+2α22

2α2
22

α44 = −2α22 α44 ̸= −2α22

1.41.16 ρ13 = −−α44+2α22

2α2
22

α44 = 2α22 α44 ̸= 2α22

1.41.17 ρ13 = α44

2α2
22

✓

1.41.18 ρ13 = α44+2α22

2α2
22

α44 = −2α22 α44 ̸= −2α22

1.41.19 ρ13 = −−α44+2α22

2α2
22

α44 = 2α22 α44 ̸= 2α22

1.41.20 ρ13 = α44

2α2
22

✓

1.41.21 ρ13 = 1
α22

✓

1.41.22 ρ13 = − 1
α22

✓

1.41.24 ρ13 = 1
α22

✓

1.41.25 ρ13 = − 1
α22

✓

2.11.1
ρ11 = − 1

α13
, ρ22 = − 1

α24
, ρ33 = − 1

α13
,

ρ44 = − 1
α24

✓

2.11.2 ρ11 = − 1
α13

, ρ22 = 0, ρ33 = − 1
α13

, ρ44 = 0 ✓

2.12.1
ρ11 = − 1

α13
, ρ22 = 1

α44
, ρ33 = − 1

α13
,

ρ44 = 1
α44

✓

2.12.2
ρ11 = − 1

α13
, ρ22 = − 1

α44
, ρ33 = − 1

α13
,

ρ44 = − 1
α44

✓

2.12.3 ρ11 = − 1
α13

, ρ22 = 0, ρ33 = − 1
α13

, ρ44 = 0 ✓

2.12.4 ρ11 = 0, ρ22 = 1
α44

, ρ33 = 0, ρ44 = 1
α44

✓

2.12.5 ρ11 = 0, ρ22 = − 1
α44

, ρ33 = 0, ρ44 = − 1
α44

✓

2.13.1
ρ11 = 1

α33
, ρ22 = 1

α44
, ρ33 = 1

α33
,

ρ44 = 1
α44

✓

Â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî, ÷òîáû α22 = 0, ïîýòîìó îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − (α22α44 − α2
24 + 8α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
, ρ3 =

(α22α44 − α2
24 − 16α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
,

ρ4 = − 6α22

α22α44 − α2
24

< 0.

Îòìåòèì, ÷òî

ρ1 + ρ3 = − 12α22

α22α44 − α2
24

= 2ρ4 < 0,

à òàêæå

2ρ4 − 3ρ1 =
3α22

2α2
33

> 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 + ρ3 = 2ρ4 < 0, 2ρ4 − 3ρ1 > 0.
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2.13.2
ρ11 = 1

α33
, ρ22 = − 1

α44
, ρ33 = 1

α33
,

ρ44 = − 1
α44

✓

2.13.3
ρ11 = − 1

α33
, ρ22 = − 1

α44
, ρ33 = − 1

α33
,

ρ44 = − 1
α44

✓

2.13.4 ρ11 = 1
α33

, ρ22 = 0, ρ33 = 1
α33

, ρ44 = 0 ✓

2.13.5ρ11 = − 1
α33

, ρ22 = 0, ρ33 = − 1
α33

, ρ44 = 0 ✓

2.14.1

ρ11 = 2α24

α2
23+α2

24
, ρ12 = 2α23

α2
23+α2

24
,

ρ21 = − 2α23

α2
23+α2

24
, ρ22 = 2α24

α2
23+α2

24
,

ρ33 = 2α24

α2
23+α2

24
, ρ34 = 2α23

α2
23+α2

24
,

ρ43 = − 2α23

α2
23+α2

24
, ρ44 = 2α24

α2
23+α2

24

α23 = 0
Ïðè α23 ̸= 0 èìååò
òèï Ñåãðå {11̄11̄}

2.21.1
ρ11 = 3α22

2α2
24
, ρ22 = 3α22

2α2
24
, ρ33 = 3α22

2α2
24
,

ρ44 = 3α22

2α2
24

✓

2.21.2 ρ42 =
(p−2)(p+2)

2α24
p = 2 èëè p = −2 p ̸= 2 è p ̸= −2

2.21.3 ρ42 = 1
2α24

✓

2.21.4 ρ12 = − 2
α24

, ρ43 = − 2
α24

✓

2.22.1 ρ14 = 2
α23

, ρ23 = − 2
α23

✓

2.22.2 ρ14 = − 2
α23

, ρ23 = 2
α23

✓

2.41.1
ρ11 = − 1

2α22
, ρ22 = − 1

2α22
, ρ33 = − 1

2α22
,

ρ44 = 0
✓

2.41.2
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

2.51.1
ρ11 = − 6

α24
, ρ13 = − 10α33

α2
24

, ρ22 = − 6
α24

,

ρ33 = − 6
α24

, ρ44 = − 6
α24

α33 = 0 α33 ̸= 0

2.51.3 ρ13 = −q2+4p+2q
2α24

p = q2−2q
4

p ̸= q2−2q
4

2.51.4 ρ13 = − p2−2p−4q
2α24

q = p2−2p
4

q ̸= p2−2p
4

2.51.5 ρ13 = −1+4q
2α24

q = 1
4

q ̸= 1
4

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = 2
3 (2ρ4 − 3ρ1) > 0, α44 = − 6

ρ4
> 0, α24 = 0,

α33 = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3
è ρ4, à α22α44 − α2

24 = −4(2ρ4−3ρ1)
ρ4

> 0. □

Ïðåäëîæåíèå 4. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.2
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 < 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 < 0,
ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 < 0, ρ1 ̸= ρ4, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
< 0.
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 2

� Ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷÷è {1111} {112} {22}
2.51.6 ρ13 = −1+4q

2α24
q = 1

4
q ̸= 1

4

2.51.7 ρ13 = 2
α24

✓

2.51.8 ρ13 = − 2
α24

✓

2.51.9 ρ13 = 2
α24

✓

2.51.10 ρ13 = − 2
α24

✓

2.52.1
ρ11 = − 3

α44
, ρ13 = − 5α33

α2
44

, ρ22 = − 3
α44

,

ρ33 = − 3
α44

, ρ44 = − 3
α44

α33 = 0 α33 ̸= 0

2.52.2 ρ13 =
2(r2+p)

α44
p = −r2 p ̸= −r2

2.52.3 ρ13 = −−1+4r
2α44

r = 1
4

r ̸= 1
4

2.52.4 ρ13 = 2
α44

✓

2.52.5 ρ13 = − 2
α44

✓

3.21.1
ρ11 = − 6

α24
, ρ22 = − 6

α24
, ρ33 = − 6

α24
,

ρ44 = − 6
α24

✓

3.22.1
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

3.31.1 ρ13 = 2p
α24

p = 0 p ̸= 0

3.31.2 ρ13 = 2
α24

✓

3.31.3 ρ13 = − 2
α24

✓

3.32.1 ρ13 = 2p
α44

p = 0 p ̸= 0

3.32.2 ρ13 = 2
α44

✓

3.32.3 ρ13 = − 2
α44

✓

3.51.1
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

3.51.2
ρ11 = − 2

α22
, ρ22 = − 2

α22
, ρ33 = − 2

α22
,

ρ44 = 0
✓

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = 1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3α22

α22α44 − α2
24

< 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, ïî-
òîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = − 4

ρ1
, α24 = 1 è α22 = −ρ1. Òîãäà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = 3 > 0.
Ïóñòü p = −2, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = − 6α22

α22α44 − α2
24

< 0, ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, ïî-
òîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = − 7

ρ1
, α24 = 1 è α22 = −ρ1. Òîãäà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1, 0, 0 è 0, à α22α44 − α2
24 = 6 > 0.
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Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 2

� Ìàòðèöà îïåðàòîðà Ðè÷÷è {1111} {112} {22}
3.51.3 ρ11 = 2

α22
, ρ22 = 2

α22
, ρ33 = 2

α22
, ρ44 = 0 ✓

3.52.1
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

3.52.2
ρ11 = − 2

α33
, ρ22 = − 2

α33
, ρ33 = − 2

α33
,

ρ44 = 0
✓

3.52.3 ρ11 = 2
α33

, ρ22 = 2
α33

, ρ33 = 2
α33

, ρ44 = 0 ✓

4.21.1
ρ11 = − 6

α24
, ρ22 = − 6

α24
, ρ33 = − 6

α24
,

ρ44 = − 6
α24

✓

4.22.1
ρ11 = 6

α44
, ρ22 = 6

α44
, ρ33 = 6

α44
,

ρ44 = 6
α44

✓

4.22.2
ρ11 = − 6

α44
, ρ22 = − 6

α44
, ρ33 = − 6

α44
,

ρ44 = − 6
α44

✓

4.23.1
ρ11 = − 6

α24
, ρ22 = − 6

α24
, ρ33 = − 6

α24
,

ρ44 = − 6
α24

✓

6.11.1
ρ11 = − 6

α24
, ρ22 = − 6

α24
, ρ33 = − 6

α24
,

ρ44 = − 6
α24

✓

6.12.1
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

6.12.2
ρ11 = 3

α44
, ρ22 = 3

α44
, ρ33 = 3

α44
,

ρ44 = 3
α44

✓

6.13.1
ρ11 = 3

α44
, ρ22 = 3

α44
, ρ33 = 3

α44
,

ρ44 = 3
α44

✓

6.13.2
ρ11 = − 3

α44
, ρ22 = − 3

α44
, ρ33 = − 3

α44
,

ρ44 = − 3
α44

✓

Ïóñòü òåïåðü p ̸= 1, p ̸= −2, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22(p+ 2)

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ3 = − α22(p
2 + 2)

α22α44 − α2
24

< 0,

ρ4 = − α22p(p+ 2)

α22α44 − α2
24

.

Çàìåòèì, ÷òî

2ρ1 + ρ4 = − α22(p+ 2)2

α22α44 − α2
24

< 0,
ρ4
ρ1

= p ̸= 1,

à òàêæå

2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

=
2
(
− α22(p+2)

α22α44−α2
24

)2

+
(
− α22p(p+2)

α22α44−α2
24

)2

2
(
− α22(p+2)

α22α44−α2
24

)
+

(
− α22p(p+2)

α22α44−α2
24

) = − α22(p
2 + 2)

α22α44 − α2
24

= ρ3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 < 0, ρ1 ̸= ρ4 ρ3 =
2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

< 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = − 1
2ρ1+ρ4

α44 = − 2ρ1+ρ4

ρ2
1

, α24 = 0,

p = ρ4

ρ1
/∈ {−2, 1}, α33 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Òîãäà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è ρ4, à α33 > 0
è α22α44 − α2

24 = 1
ρ2
1
> 0. □

Ïðåäëîæåíèå 5. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.3
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò
òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2, ρ3 > 0, ρ1 + ρ3 > 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −α22 − 2α33

2α2
33

, ρ3 =
α22

α2
33

> 0, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ1 + ρ3 = 1
α33

> 0.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ρ1 + ρ3 > 0, ρ3 > 0. Ïîëîæèì α22 = 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α33 = 1

ρ1+ρ3
, α44 = α22, à α24 = 0.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è 0,

à α22α44 − α2
24 =

4ρ2
3

(ρ1+ρ3)
4 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 6. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.4
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò
òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2, ρ3 > 0, ρ1 + ρ3 < 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −2α33 + α22

2α2
33

, ρ3 =
α22

α2
33

> 0, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ1 + ρ3 = − 1
α33

< 0.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

ρ1+ρ3 < 0, ρ3 > 0. Ïîëîæèì α22 = 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α33 = − 1

ρ1+ρ3
, α44 = α22, à α24 = 0.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è 0,

à α22α44 − α2
24 =

4ρ2
3

(ρ1+ρ3)
4 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 7. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.5
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò
òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = −ρ3 < 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 = − α22

2α2
33

< 0, ρ4 = 0.

Ïðè α22 > 0 âûðàæåíèå − α22

2α2
33

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå îòðèöàòåëüíîå çíà÷å-

íèå. □

Ïðåäëîæåíèå 8. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.6
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò
òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è ρ3 = ρ4 > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

< 0, ρ3 = ρ4 =
1

α33
> 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, à ρ3 � ïîëîæè-
òåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = −ρ1, α44 = − 2

ρ1
, α24 = 1, α33 = 1

ρ3
. Òî-

ãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = 1 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 9. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà 1.12.7
ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò
òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

< 0, ρ3 = ρ4 = − 1

α33
< 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = −ρ1, α44 = − 2

ρ1
, α24 = 1, α33 = − 1

ρ3
. Òîãäà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = 1 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 10. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.8 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

< 0, ρ3 = ρ4 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü α22 = −ρ1, α44 = − 2

ρ1
, α24 = 1, α33 = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, 0 è 0, à α22α44 − α2
24 = 1 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 11. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.9 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 12. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.10 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 13. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.11 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 6

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 14. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.1 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 =

1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0 è α44 > 0, ïîýòîìó ïàðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ρ1 = ρ2
è ρ3 = ρ4 ìîãóò áûòü ëþáûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 15. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.2 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = − 1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0 è α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2
ìîãóò áûòü ëþáûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à ρ3 = ρ4 � ëþáûìè îòðèöà-
òåëüíûìè. □

Ïðåäëîæåíèå 16. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.3 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 < 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = − 1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0 è α44 > 0, ïîýòîìó ïàðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ρ1 = ρ2
è ρ3 = ρ4 ìîãóò áûòü ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 17. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.4 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 18. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.5 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 19. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.52.1 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 20. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.52.2 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 < 0 è
ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 2

α33
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 21. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.52.3 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 > 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 =
2

α33
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 22. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
4.22.1 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 =
6

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 23. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
4.22.2 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 6

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 24. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
6.12.1 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 25. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
6.12.2 ñ èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 =
3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

6. Ïðåäïèñàííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ðè÷÷è. Ñëó÷àé

ëîðåíöåâîé ìåòðèêè

Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è òðèâèàëåí,
à çíà÷èò èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâ-
íûì íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 1, òàáëèö 1 è 2.

Ïðåäëîæåíèå 26. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.11.10, 1.12.12, 1.13.1, 1.14.1, 1.21.1, 1.41.23, 1.41.26, 2.12.6, 2.41.3, 2.52.6, 2.52.7,
3.22.2, 3.32.4, 3.51.4, 3.52.4, 4.12.1, 6.13.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðè-
êîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå ìû ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò åäèí-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò íå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îí èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ
òàê æå ïðÿìî ñëåäóåò èç òàáëèö 1 è 2.

Ïðåäëîæåíèå 27. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.41.15, 1.41.17, 1.41.18, 1.41.20, 1.41.21, 1.41.22, 1.41.24, 1.41.25, 2.52.4, 2.52.5,
3.32.2, 3.32.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâ-
íûì íóëþ.

Òåïåðü ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò íå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàâåí íó-
ëþ ïðè êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îí èìååò òèï Ñå-
ãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íó-
ëþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ òàê æå ïðÿìî ñëåäóåò èç òàá-
ëèö 1 è 2.
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Ïðåäëîæåíèå 28. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.41.9, 1.41.10, 1.41.11, 1.41.12, 1.41.13, 1.41.14, 1.41.16, 1.41.19, 2.52.2, 2.52.3,
3.32.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè, íåóïîìÿíóòûå ðàíåå.

Ïðåäëîæåíèå 29. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2,
ρ1 + ρ3 = 2ρ4 < 0, 2ρ4 − 3ρ1 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − (2α2
13 − α22α44 + α2

24)α22

2α2
13(α22α44 − α2

24)
, ρ3 = − (4α2

13 + α22α44 − α2
24)α22

2α2
13(α22α44 − α2

24)
,

ρ4 = − 3α22

2(α22α44 − α2
24)

< 0.

Îòìåòèì, ÷òî

ρ1 + ρ3 = − 3α22

α22α44 − α2
24

= 2ρ4 < 0,

à òàêæå
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
=
α22α44 − α2

24

α2
13

> 0,

ñëåäîâàòåëüíî 2ρ4 − 3ρ1 < 0.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèé

ρ1 + ρ3 = 2ρ4 < 0, 2ρ4 − 3ρ1 < 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = − 2
3 (2ρ4 − 3ρ1) > 0, α44 = − 3

2ρ4
> 0, α24 = 0,

α13 = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3
è ρ4, à α22α44 − α2

24 = 2ρ4−3ρ1

ρ4
> 0. □

Ïðåäëîæåíèå 30. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 < 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 < 0,
ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 < 0, ρ1 ̸= ρ4, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
< 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = 1
2 , òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}

ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3α22

4 (α22α44 − α2
24)

< 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, ïîòî-
ìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α22 = α44 = − 3

4ρ1
> 0, α24 = 0.
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Ïóñòü p = −1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = − 3α22

2 (α22α44 − α2
24)

< 0, ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó,
ïîòîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α22 = α44 = − 3

2ρ1
> 0, α24 = 0.

Ïóñòü òåïåðü α22 ̸= 0, p ̸= 1
2 , p ̸= −1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï

Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22(p+ 1)

2(α22α44 − α2
24)

̸= 0, ρ3 = − α22(2p
2 + 1)

2(α22α44 − α2
24)

< 0,

ρ4 = − α22p(p+ 1)

α22α44 − α2
24

.

Çàìåòèì, ÷òî

2ρ1 + ρ4 = − α22(p+ 1)2

α22α44 − α2
24

< 0,
ρ4
2ρ1

= p ̸= 1

2
,

à òàêæå

2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

=
2
(
− α22(p+1)

2(α22α44−α2
24)

)2

+
(
− α22p(p+1)

α22α44−α2
24

)2

2
(
− α22(p+1)

2(α22α44−α2
24)

)
+
(
− α22p(p+1)

α22α44−α2
24

) = − α22(2p
2 + 1)

2(α22α44 − α2
24)

= ρ3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 < 0, ρ1 ̸= ρ4 ρ3 =
2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

< 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = −(2ρ1 + ρ4) > 0, α44 = − 2ρ1+ρ4

4ρ2
1

> 0, α24 = 0,

p = ρ4

2ρ1
/∈

{
−1, 12

}
, α13 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì, êðîìå íóëÿ. Òîãäà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è ρ4, à α13 ̸= 0

è α22α44 − α2
24 = (2ρ1+ρ4)

2

4ρ2
1

> 0. □

Ïðåäëîæåíèå 31. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= −ρ3, ρ3 < 0
è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −2α13 − α22

α2
13

, ρ3 = −α22

α2
13

, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ1 + ρ3 = − 1
α13

̸= 0 è ρ3 < 0, òàê êàê
α22 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
ρ1 + ρ3 ̸= 0, ρ3 < 0. Ïîëîæèì α22 = − 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 > 0, α13 = − 1

ρ1+ρ3
, α44 âûáåðåì

ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, à α24 ìîæíî âçÿòü ðàâíûì íóëþ. □
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Ïðåäëîæåíèå 32. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.4 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = −ρ3 > 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 =
α22

2α2
13

, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó α22

2α2
13
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå

çíà÷åíèå. □

Ïðåäëîæåíèå 33. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.5 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 = − 1

α13
.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 < 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå α22 > 0 è α22α44 −α2
24 > 0.

Ïðè ýòîì ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, òàê êàê ìû ìîæåì

ïîëîæèòü α22 =
ρ1α

2
24

ρ1α44+1 . Âûáåðåì α24 ëþáûì íåíóëåâûì ÷èñëîì, è ïóñòü α44

äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû ρ1α44 + 1 < 0 è α22α44 − α2
24 > 0, òîãäà ïîëó÷èì

α22 > 0.
Òàê êàê α13 ̸= 0, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ3 = ρ4 ìîãóò áûòü ëþáûìè,

êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 34. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.6 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 < 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå α22 > 0 è α22α44 −α2
24 > 0.

Ïðè ýòîì ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, òàê êàê ìû ìîæåì

ïîëîæèòü α22 =
ρ1α

2
24

ρ1α44+1 . Âûáåðåì α24 ëþáûì íåíóëåâûì ÷èñëîì, è ïóñòü α44

äîñòàòî÷íî áîëüøîå, ÷òîáû ρ1α44 + 1 < 0 è α22α44 − α2
24 > 0, òîãäà ïîëó÷èì

α22 > 0; α13 âîçüìåì ëþáûì, íå ðàâíûì íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 35. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.7 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 36. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;
• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2,
ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0, 2ρ4−3ρ1

ρ4
> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α22 = 0, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå
{112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ23 = 0.

Ïóñòü òåïåðü α22 ̸= 0, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − (α22α44 − α2
24 + 8α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
, ρ3 =

(α22α44 − α2
24 − 16α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
,

ρ4 = − 6α22

α22α44 − α2
24

̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî

ρ1 + ρ3 = − 12α22

α22α44 − α2
24

= 2ρ4 ̸= 0,

à òàêæå
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
= −α22α44 − α2

24

4α2
33

> 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0,
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
> 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = 2
3 (2ρ4 − 3ρ1) ̸= 0, α44 = − 6

ρ4
̸= 0, α24 = 0,

α33 = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3
è ρ4, à α22α44 − α2

24 = −4(2ρ4−3ρ1)
ρ4

< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 37. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;
• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1,
ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
̸= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α22 = 0, p ̸= 1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ23 = 0.

Ïóñòü p = 1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3α22

α22α44 − α2
24

.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó, ïî-
òîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = 0, α24 = 1 è α22 = 1

3ρ1.
Ïóñòü p = −2, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = − 6α22

α22α44 − α2
24

, ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó,
ïîòîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = 0, α24 = 1 è α22 = 1

6ρ1.
Ïóñòü òåïåðü α22 ̸= 0, p ̸= 1, p ̸= −2, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï

Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22(p+ 2)

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ3 = − α22(p
2 + 2)

α22α44 − α2
24

̸= 0,

ρ4 = − α22p(p+ 2)

α22α44 − α2
24

.

Çàìåòèì, ÷òî

2ρ1 + ρ4 = − α22(p+ 2)2

α22α44 − α2
24

̸= 0,
ρ4
ρ1

= p ̸= 1,

à òàêæå

2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

=
2
(
− α22(p+2)

α22α44−α2
24

)2

+
(
− α22p(p+2)

α22α44−α2
24

)2

2
(
− α22(p+2)

α22α44−α2
24

)
+

(
− α22p(p+2)

α22α44−α2
24

) = − α22(p
2 + 2)

α22α44 − α2
24

= ρ3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4 ρ3 =
2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

̸= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α44 = −α22 = − 2ρ1+ρ4

ρ2
1

, α24 = 0, p = ρ4

ρ1
/∈ {−2, 1},

α33 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è ρ4, à α33 > 0 è

α22α44 − α2
24 = − (2ρ1+ρ4)

2

ρ4
1

< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 38. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0,
ρ23 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2,
ρ1 + ρ3 > 0 è ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α22 = 0, α24 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå
{112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ23 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå.

Åñëè α22 ̸= 0 èëè α24 = 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −α22 − 2α33

2α2
33

, ρ3 =
α22

α2
33

, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ1 + ρ3 = 1
α33

> 0.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ρ1 + ρ3 < 0. Ïîëîæèì α22 = 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α33 = 1

ρ1+ρ3
, α44 = −α22, à α24 � ïðîèç-

âîëüíî. □

Ïðåäëîæåíèå 39. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.4 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0,
ρ23 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2,
ρ1 + ρ3 < 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α22 = 0, α24 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå
{112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ23 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáîå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå.

Åñëè α22 ̸= 0 èëè α24 = 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −2α33 + α22

2α2
33

, ρ3 =
α22

α2
33

, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ1 + ρ3 = − 1
α33

< 0.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ρ1 + ρ3 < 0. Ïîëîæèì α22 = 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α33 = − 1

ρ1+ρ3
, α44 = −α22, à α24 �

ïðîèçâîëüíî. □

Ïðåäëîæåíèå 40. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.5 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;
• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 = −ρ3 ̸= 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α22 = 0, α24 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå
{112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ23 = 0.
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Åñëè α22 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 = − α22

2α2
33

, ρ4 = 0.

Ïðè α22 ̸= 0 âûðàæåíèå − α22

2α2
33

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷å-
íèå, êðîìå íóëÿ.

Åñëè α24 = 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 = − α22

2α2
33

, ρ4 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå α22α44 − α2
24 = α22α44 < 0, ïîýòîìó α22 ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî âû-

ðàæåíèå − α22

2α2
33

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå, êðîìå íó-

ëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 41. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.6 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 =
1

α33
> 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, à ρ3 � ïîëî-
æèòåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = ρ1

ρ2
1+1

, α44 = ρ1, α24 = 1, α33 = 1
ρ3
.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = − 1
ρ2
1+1

< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 42. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.7 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 = − 1

α33
< 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, à ρ3 � îòðè-
öàòåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = ρ1

ρ2
1+1

, α44 = ρ1, α24 = 1, α33 = − 1
ρ3
.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = − 1
ρ2
1+1

< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 43. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.8 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü α22 = ρ1

ρ2
1+1

, α44 = ρ1, α24 = 1, α33 = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, 0 è 0, à α22α44 − α2
24 = − 1

ρ2
1+1

< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 44. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.9 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 45. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.10 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. □

Ïðåäëîæåíèå 46. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = 0 è
ρ2 = ρ23 < 0;

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 = ρ3 < 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = 0, ρ2 = ρ23 = − 1

2α22
.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ2 = ρ23 ìîãóò áûòü
ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 1

2α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □
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Ïðåäëîæåíèå 47. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ ëþáûì íåïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè p ̸= 5
3 è α33 ̸= 0

èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = −3 (p− 1)
2

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, íî p ìîæåò áûòü ðàâíî 1, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì íåïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðè p = 5
3 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 4

3α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = −3 (p− 1)
2

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, íî p ìîæåò áûòü ðàâíî 1, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì íåïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 48. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= α44 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðè α33 = α44 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 49. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.4 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= −α44 èìååò
òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðè α33 = −α44 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 50. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.5 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = 0 è
ρ2 = ρ23 < 0;

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 = ρ3 < 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = 0, ρ2 = ρ23 = − 1

2α22
.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ2 = ρ23 ìîãóò áûòü
ëþáûìè îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 1

2α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 51. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.6 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {112}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 52. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.7 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {112}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 53. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.8 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 54. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.12.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 =

1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò áûòü
ëþáûì ÷èñëîì, êðîìå íóëÿ. Â òî æå âðåìÿ α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ρ3 = ρ4 ìîæåò áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 55. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.12.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 = − 1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò áûòü
ëþáûì ÷èñëîì, êðîìå íóëÿ. Â òî æå âðåìÿ α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ρ3 = ρ4 ìîæåò áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 56. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.12.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò áûòü
ëþáûì ÷èñëîì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 57. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.12.4 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α44
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò áûòü
ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 58. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.12.5 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 < 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α44
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò áûòü
ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 59. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.41.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 < 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 1

2α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 60. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.41.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.
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Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 61. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.52.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì.

Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 62. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.22.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 63. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.51.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 64. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.51.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 < 0 è
ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 2

α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 65. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.51.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 > 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 =
2

α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 66. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.52.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 < 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 67. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.52.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 < 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 2

α33
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 68. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.52.3 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 > 0 è
ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 =
2

α33
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 > 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 69. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
6.13.1 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 =
3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 < 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì. □

Ïðåäëîæåíèå 70. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
6.13.2 ñ èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 < 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. □

7. Ïðåäïèñàííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ðè÷÷è. Ñëó÷àé

íåéòðàëüíîé ìåòðèêè

Ñíà÷àëà ìû ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è òðèâèàëåí,
à çíà÷èò èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâ-
íûì íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 1, òàáëèö 1 è 2.

Ïðåäëîæåíèå 71. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.11.9, 1.11.10, 1.12.12, 1.15.1, 1.16.1, 1.21.1, 1.22.1, 1.31.17, 1.31.18, 1.31.23,
1.31.31, 1.31.32, 1.41.23, 1.41.26, 2.11.3, 2.13.6, 2.14.2, 2.21.5, 2.21.6, 2.21.7, 2.22.3,
2.22.4, 2.23.1, 2.31.1, 2.41.3, 2.51.2, 2.51.11, 2.51.12, 2.51.13, 2.51.14, 3.11.1, 3.12.1,
3.21.2, 3.21.3, 3.21.4, 3.31.4, 3.41.1, 3.51.4, 4.11.1, 4.21.2, 4.23.2, 4.31.1, 4.31.2,
5.11.1, 6.11.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå ìû ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò åäèí-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò íå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
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ïàðàìåòðîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îí èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ
òàê æå ïðÿìî ñëåäóåò èç òàáëèö 1 è 2.

Ïðåäëîæåíèå 72. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.31.3, 1.31.6, 1.31.8, 1.31.10, 1.31.11, 1.31.19, 1.31.20, 1.31.22, 1.31.26, 1.31.27,
1.41.16, 1.41.17, 1.41.19, 1.41.20, 1.41.21, 1.41.22, 1.41.24, 1.41.25, 2.21.3, 2.51.7,
2.51.8, 2.51.9, 2.51.10, 3.31.2, 3.31.3 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è òèï Ñåãðå {22}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ òàê æå ïðÿìî ñëåäóåò èç òàá-
ëèö 1 è 2.

Ïðåäëîæåíèå 73. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.31.4, 1.31.15, 1.31.16, 1.31.28, 1.31.29, 2.21.4, 2.22.1, 2.22.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåé-
òðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò òèï Ñåãðå {22}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Òåïåðü ïåðå÷èñëèì âñå ñëó÷àè, â êîòîðûõ îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò åäèíñòâåí-
íûé ýëåìåíò íå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ ïðè
êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ îí èìååò òèï Ñåãðå {1111}
èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ òàê æå ïðÿìî ñëåäóåò èç òàáëèö 1 è 2.

Ïðåäëîæåíèå 74. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâ
1.31.9, 1.31.12, 1.31.13, 1.31.14, 1.31.21, 1.41.9, 1.41.10, 1.41.11, 1.41.12, 1.41.13,
1.41.14, 1.41.15, 1.41.18, 2.21.2, 2.51.3, 2.51.4, 2.51.5, 2.51.6, 3.31.1 ñ èíâàðèàíò-
íîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R èìååò òèï Ñå-
ãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè, íåóïîìÿíóòûå ðàíåå.

Ïðåäëîæåíèå 75. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;
• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2,
ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0, 2ρ4−3ρ1

ρ4
< 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α22 = 0, α13 ̸= ±α24, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò
òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ23 = 0.

Ïóñòü òåïåðü α22 ̸= 0, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − (2α2
13 − α22α44 + α2

24)α22

2α2
13(α22α44 − α2

24)
, ρ3 = − (4α2

13 + α22α44 − α2
24)α22

2α2
13(α22α44 − α2

24)
,

ρ4 = − 3α22

2(α22α44 − α2
24)

̸= 0.
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Îòìåòèì, ÷òî

ρ1 + ρ3 = − 3α22

α22α44 − α2
24

= 2ρ4 ̸= 0,

à òàêæå
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
=
α22α44 − α2

24

α2
13

< 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0,
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
< 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = − 2
3 (2ρ4 − 3ρ1) ̸= 0, α44 = − 3

2ρ4
̸= 0, α24 = 0,

α13 = 1. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3
è ρ4, à α13 ̸= 0 è α22α44 − α2

24 = 2ρ4−3ρ1

ρ4
< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 76. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;
• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1,
ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α22 = 0, p ̸= 1
2 , òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï

Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ23 = 0.

Ïóñòü p = 1
2 , òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3α22

4 (α22α44 − α2
24)

.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó, ïî-
òîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = 0, α24 = 1 è α22 = 4

3ρ1.
Ïóñòü p = −1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = − 3α22

2 (α22α44 − α2
24)

, ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó,
ïîòîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = 0, α24 = 1 è α22 = 2

3ρ1.

Ïóñòü òåïåðü α22 ̸= 0, p ̸= 1
2 , p ̸= −1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï

Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22(p+ 1)

2(α22α44 − α2
24)

̸= 0, ρ3 = − α22(2p
2 + 1)

2(α22α44 − α2
24)

̸= 0,

ρ4 = − α22p(p+ 1)

α22α44 − α2
24

.
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Çàìåòèì, ÷òî

2ρ1 + ρ4 = − α22(p+ 1)2

α22α44 − α2
24

̸= 0,
ρ4
2ρ1

= p ̸= 1

2
,

à òàêæå

2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

=
2
(
− α22(p+1)

2(α22α44−α2
24)

)2

+
(
− α22p(p+1)

α22α44−α2
24

)2

2
(
− α22(p+1)

2(α22α44−α2
24)

)
+
(
− α22p(p+1)

α22α44−α2
24

) = − α22(2p
2 + 1)

2(α22α44 − α2
24)

= ρ3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4 ρ3 =
2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

̸= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α44 = −α22 = − 2ρ1+ρ4

4ρ2
1

, α24 = 0, p = ρ4

2ρ1
/∈
{
−1, 12

}
,

α13 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì, êðîìå íóëÿ. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è ρ4, à α13 ̸= 0 è

α22α44 − α2
24 = − (2ρ1+ρ4)

2

16ρ4
1

< 0. □

Ïðåäëîæåíèå 77. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.3 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0,
ρ23 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 ̸= −ρ3 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α22 = 0, α24 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñå-
ãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ23 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 ìîæåò ïðèíèìàòü
ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå, êðîìå íóëÿ.

Åñëè α22 ̸= 0 èëè α24 = 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −2α13 − α22

α2
13

, ρ3 = −α22

α2
13

, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ1 + ρ3 = − 1
α13

̸= 0.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ρ1 + ρ3 ̸= 0. Ïîëîæèì α22 = − 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α13 = − 1

ρ1+ρ3
, α44 âûáåðåì ðàâíûì

−α22, à α24 � ïðîèçâîëüíî. □

Ïðåäëîæåíèå 78. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.4 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè;
• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 = −ρ3 è ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α22 = 0, α24 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñå-
ãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ23 = 0.

Åñëè α22 ̸= 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 =
α22

2α2
13

, ρ4 = 0.

Ïðè α22 ̸= 0 âûðàæåíèå α22

2α2
13
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå,

êðîìå íóëÿ.
Åñëè α24 = 0, òî îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 =
α22

2α2
13

, ρ4 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå íà α22 íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó âûðàæåíèå
α22

2α2
13
ìîæåò

ïðèíèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå. □

Ïðåäëîæåíèå 79. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.5 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 = − 1

α13
.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Äåéñòâèòåëü-

íî, âûðàçèì α22 =
ρ1α

2
24

ρ1α44+1 . Âûáåðåì α24 äîñòàòî÷íî áîëüøèì òàê, ÷òîáû

α22α44 − α2
24 < 0; α44 � ÷òîáû ρ1α44 + 1 ̸= 0.

Òàê êàê α13 ̸= 0, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ3 = ρ4 ìîãóò áûòü ëþáûìè,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 80. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.6 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

, ρ3 = ρ4 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Äåéñòâèòåëü-

íî, âûðàçèì α22 =
ρ1α

2
24

ρ1α44+1 . Âûáåðåì α24 äîñòàòî÷íî áîëüøèì òàê, ÷òîáû

α22α44 − α2
24 < 0; α44, ÷òîáû ρ1α44 + 1 ̸= 0; α13 âîçüìåì ëþáûì, íå ðàâíûì

íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 81. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.7 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 82. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.11.8 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
3

α13
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 83. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2,
ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0, 2ρ4−3ρ1

ρ4
< 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − (α22α44 − α2
24 + 8α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
, ρ3 =

(α22α44 − α2
24 − 16α2

33)α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
,

ρ4 = − 6α22

α22α44 − α2
24

̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî

ρ1 + ρ3 = − 12α22

α22α44 − α2
24

= 2ρ4 ̸= 0,

à òàêæå
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
= −α22α44 − α2

24

4α2
33

< 0.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 + ρ3 = 2ρ4 ̸= 0,
2ρ4 − 3ρ1

ρ4
< 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = 2(2ρ4−3ρ1)
3ρ2

4
̸= 0, α44 = − 6

ρ4
̸= 0, α24 = 0,

α33 = 1
ρ4
. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2,

ρ3 è ρ4, à α22 è α33 áóäóò ðàçíûõ çíàêîâ, è α22α44 − α2
24 = −4(2ρ4−3ρ1)

ρ3
4

> 0. □

Ïðåäëîæåíèå 84. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 ̸= 0;
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• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 ̸= 0,
ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0;

• ëèáî èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4, ρ3 =
2ρ2

1+ρ2
4

2ρ1+ρ4
̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = 1, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3α22

α22α44 − α2
24

̸= 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó íåíóëåâîìó ÷èñëó, ïîòî-
ìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = − 4

ρ1
, α24 = 1, α22 = −ρ1, α33 = ρ1. Òî-

ãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = 3 > 0.
Ïóñòü p = −2, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = − 6α22

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0.

Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó,
ïîòîìó ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü α44 = − 7

ρ1
, α24 = 1, α22 = −ρ1, α33 = ρ1.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1, 0, 0 è 0,
à α22α44 − α2

24 = 6 > 0.
Ïóñòü òåïåðü p ̸= 1, p ̸= −2, òîãäà îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22(p+ 2)

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ3 = − α22(p
2 + 2)

α22α44 − α2
24

̸= 0,

ρ4 = − α22p(p+ 2)

α22α44 − α2
24

.

Çàìåòèì, ÷òî

2ρ1 + ρ4 = − α22(p+ 2)2

α22α44 − α2
24

̸= 0,
ρ4
ρ1

= p ̸= 1,

à òàêæå

2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

=
2
(
− α22(p+2)

α22α44−α2
24

)2

+
(
− α22p(p+2)

α22α44−α2
24

)2

2
(
− α22(p+2)

α22α44−α2
24

)
+

(
− α22p(p+2)

α22α44−α2
24

) = − α22(p
2 + 2)

α22α44 − α2
24

= ρ3.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ1, ρ3 è ρ4 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé

ρ1 ̸= 0, 2ρ1 + ρ4 ̸= 0, ρ1 ̸= ρ4 ρ3 =
2ρ21 + ρ24
2ρ1 + ρ4

̸= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì α22 = − 1
2ρ1+ρ4

α44 = − 2ρ1+ρ4

ρ2
1

, α24 = 0,

p = ρ4

ρ1
/∈ {−2, 1}, α33 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì, çíàê êîòîðîãî ïðîòèâî-

ïîëîæåí çíàêó α22. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû
ρ1 = ρ2, ρ3 è ρ4, à α22α44 − α2

24 = 1
ρ2
1
> 0. □
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Ïðåäëîæåíèå 85. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.3 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2, ρ3 (ρ1 + ρ3) < 0
è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −α22 − 2α33

2α2
33

, ρ3 =
α22

α2
33

, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ3 (ρ1 + ρ3) =
α22

α3
33
< 0, ïîòîìó ÷òî α22

è α33 ðàçíûõ çíàêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ρ3 (ρ1 + ρ3) < 0. Ïîëîæèì α22 = 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α33 = 1

ρ1+ρ3
, α44 = α22, à α24 = 0.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è 0,

à α22α44 − α2
24 =

4ρ2
3

(ρ1+ρ3)
4 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 86. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.4 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2, ρ3 (ρ1 + ρ3) > 0
è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −2α33 + α22

2α2
33

, ρ3 =
α22

α2
33

, ρ4 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ρ3 (ρ1 + ρ3) = −α22

α3
33
> 0, ïîòîìó ÷òî

α22 è α33 ðàçíûõ çíàêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ρ3 (ρ1 + ρ3) > 0. Ïîëîæèì α22 = 2ρ3

(ρ1+ρ3)
2 , α33 = − 1

ρ1+ρ3
, α44 = α22, à α24 = 0.

Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, ρ3 è 0,

à α22α44 − α2
24 =

4ρ2
3

(ρ1+ρ3)
4 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 87. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.5 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = −ρ3 ̸= 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = −ρ3 = − α22

2α2
33

̸= 0, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì,
ïîýòîìó âûðàæåíèå − α22

2α2
33

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå,

êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 88. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.6 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0, ρ3 = ρ4 ̸= 0,
ρ1ρ3 > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ3 = ρ4 =
1

α33
̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî

ρ1ρ3 = − α22

α33 (α22α44 − α2
24)

> 0,

ïîñêîëüêó α22α44 − α2
24 > 0, à α22 è α33 ðàçíûõ çíàêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ëþáûìè ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ ρ1ρ3 > 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = −ρ1, α44 = − 2

ρ1
, α24 = 1, α33 = 1

ρ3
. Òîãäà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = 1 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 89. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.7 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ3 = ρ4 = − 1

α33
̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî

ρ1ρ3 =
α22

α33 (α22α44 − α2
24)

< 0,

ïîñêîëüêó α22α44 − α2
24 > 0, à α22 è α33 ðàçíûõ çíàêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 è ρ3 ìîãóò áûòü ëþáûìè ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ ρ1ρ3 < 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = −ρ1, α44 = − 2

ρ1
, α24 = 1, α33 = − 1

ρ3
. Òîãäà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2 è ρ3 = ρ4,
à α22α44 − α2

24 = 1 > 0. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ρ1 = ρ2 > 0 è ρ3 = ρ4 < 0. □

Ïðåäëîæåíèå 90. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.8 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − α22

α22α44 − α2
24

̸= 0, ρ3 = ρ4 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, êðîìå íó-
ëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α22 = −ρ1, α44 = − 2

ρ1
, α24 = 1, α33 = ρ1. Òî-

ãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ðè÷÷è áóäóò ðàâíû ρ1 = ρ2, 0 è 0,
à α22α44 − α2

24 = 1 > 0. □

Ïðåäëîæåíèå 91. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.9 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 ìîæåò áûòü êàê áîëüøå íóëÿ, òàê è ìåíüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 92. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.10 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 ìîæåò áûòü êàê áîëüøå íóëÿ, òàê è ìåíüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 93. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.12.11 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 6

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 ìîæåò áûòü êàê áîëüøå íóëÿ, òàê è ìåíüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 94. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33α44 − α2
34 ̸= 0

èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 =
3α44

8α2
23

.

Íà α44 íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü
ëþáûì.

Ïðè α33α44−α2
34 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 =
3α44

8α2
23

.

Íà α44 íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü
ëþáûì. □
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Ïðåäëîæåíèå 95. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {112} èëè {22} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ðàâíûì íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè λ = 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112}; ïðè λ ̸= 0 � òèï Ñåãðå {22}. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð èìååò
åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíîå íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 96. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.5 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111}, {112} èëè {22} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè λ = 0 è µ = 2 èìååò
òèï Ñåãðå {1111}; ïðè µ = 0 � òèï Ñåãðå {112}; ïðè (λ ̸= 0 èëè µ ̸= 2) è µ ̸= 0 �
òèï Ñåãðå {22}. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ðàâíîå íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 97. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.7 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {112} èëè {22} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ðàâíûì íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè λ = 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112}; ïðè λ ̸= 0 � òèï Ñåãðå {22}. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð èìååò
åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíîå íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 98. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.24 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111}, {112} èëè {22} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè λ = 2 èìååò òèï
Ñåãðå {1111}; ïðè λ = 2

3 � òèï Ñåãðå {112}; ïðè λ ̸= 2 è λ ̸= 2
3 � òèï Ñåãðå {22}.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíîå
íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 99. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.25 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111}, {112} èëè {22} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè λ = 2 èìååò òèï
Ñåãðå {1111}; ïðè λ = 2

3 � òèï Ñåãðå {112}; ïðè λ ̸= 2 è λ ̸= 2
3 � òèï Ñåãðå {22}.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíîå
íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 100. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.31.30 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111}, {112} èëè {22} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ðàâíûì íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè λ = 1 è µ = 1 èìååò
òèï Ñåãðå {1111}; ïðè µ = 1 è λ ̸= 1 � òèï Ñåãðå {112}; ïðè µ ̸= 1 � òèï
Ñåãðå {22}. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îïåðàòîð èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ðàâíîå íóëþ. □

Ïðåäëîæåíèå 101. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = 0 è
ρ2 = ρ23 ̸= 0;

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 = ρ3 ̸= 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= 0 è
α44 ̸= −2α22 èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = 0, ρ2 = ρ23 = − 1

2α22
.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ2 = ρ23 ìîãóò áûòü
ëþáûìè, êðîìå íóëÿ.

Ïðè α33 = 0 èëè α44 = −2α22 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 1

2α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 102. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ ëþáûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè p ̸= 5
3 è α33 ̸= 0

èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = −3 (p− 1)
2

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, íî p ìîæåò áûòü ðàâíî 1, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì.

Ïðè p = 5
3 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 4

3α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ.

Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = −3 (p− 1)
2

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, íî p ìîæåò áûòü ðàâíî 1, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì. □
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Ïðåäëîæåíèå 103. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.3 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= α44 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ.

Ïðè α33 = α44 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 104. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.4 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= −α44 èìååò
òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ.

Ïðè α33 = −α44 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 105. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.5 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = 0 è
ρ2 = ρ23 ̸= 0;

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ρ1 = ρ2 = ρ3 ̸= 0 è ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = 0, ρ2 = ρ23 = − 1

2α22
.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ2 = ρ23 ìîãóò áûòü
ëþáûìè, êðîìå íóëÿ.
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Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 1

2α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò
áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 106. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.6 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {112}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 107. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.7 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {112}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 108. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
1.41.8 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 109. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.11.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 = − 1

α24
.
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Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0 è α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 è
ρ3 = ρ4 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 110. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.11.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α13
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α13 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü
ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 111. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 =

1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 è α44 ðàçíîãî çíàêà, ïîýòîìó îäíà ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé áóäåò ïîëîæèòåëüíà, âòîðàÿ � îòðèöàòåëüíà. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ1 = ρ2 > 0 è ρ3 = ρ4 < 0. □

Ïðåäëîæåíèå 112. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0, ρ3 = ρ4 > 0
èëè ρ1 = ρ2 < 0, ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = − 1

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 è α44 ðàçíîãî çíàêà, ïîýòîìó îáå ïàðû ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé áóäóò îäíîãî çíàêà � ëèáî îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëüíû, ëèáî îäíîâðå-
ìåííî îòðèöàòåëüíû. □

Ïðåäëîæåíèå 113. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.3 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 > 0 è
ρ3 = ρ4 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = − 1

α44
.
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Â äàííîì ñëó÷àå α33 è α44 ðàçíîãî çíàêà, ïîýòîìó îäíà ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé áóäåò ïîëîæèòåëüíà, âòîðàÿ � îòðèöàòåëüíà. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ1 = ρ2 > 0 è ρ3 = ρ4 < 0. □

Ïðåäëîæåíèå 114. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.4 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 =
1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 ìîæåò áûòü êàê áîëüøå íóëÿ, òàê è ìåíüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 115. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.13.5 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 ̸= 0 è
ρ3 = ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = − 1

α33
, ρ3 = ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α33 ìîæåò áûòü êàê áîëüøå íóëÿ, òàê è ìåíüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 = ρ2 ìîãóò áûòü ëþáûìè, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 116. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.14.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {11̄11̄} ñ äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ïàðàìè
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ρ1 = ρ̄2 = ρ3 = ρ̄4 ̸= 0;

• ëèáî R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α23 ̸= 0 èìååò òèï
Ñåãðå {11̄11̄} ñ äâóìÿ ïàðàìè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
ïðè÷åì ýòè ïàðû ñîâïàäàþò:

ρ1 = ρ̄2 = ρ3 = ρ̄4 =
2α24

α2
23 + α2

24

+
2α23

α2
23 + α2

24

i.

Ïîêàæåì, ÷òî ρ1 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì íåíóëåâûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì.
Ïóñòü

2α24

α2
23 + α2

24

+
2α23

α2
23 + α2

24

i = x+ yi,

ãäå x2 + y2 ̸= 0. Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü

α23 =
2y

x2 + y2
, α24 =

2x

x2 + y2
,

÷òî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x è y òàêèõ, ÷òî x2 + y2 ̸= 0.
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Ïðè α23 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 =
2

α24
.

Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 117. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.21.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 =
3α22

2α2
24

.

Â äàííîì ñëó÷àå íà α22 íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå ìîæåò áûòü ëþáûì. □

Ïðåäëîæåíèå 118. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.41.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 ̸= 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 1

2α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 119. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.41.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 120. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
2.51.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} èëè {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
íåðàâíûì íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ ïðè α33 ̸= 0 èìååò òèï
Ñåãðå {112} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ23 = − 6

α24
.
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Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ.

Ïðè α33 = 0 îïåðàòîð Ðè÷÷è èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 6

α24
.

Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 121. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.21.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 6

α24
.

Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 122. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.51.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 3

α44
.

Â äàííîì ñëó÷àå α44 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 123. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.51.2 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 ̸= 0 è
ρ4 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 = − 2

α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 124. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
3.51.3 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1 = ρ2 = ρ3 ̸= 0 è
ρ4 = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

ρ1 = ρ2 = ρ3 =
2

α22
, ρ4 = 0.

Â äàííîì ñëó÷àå α22 ìîæåò áûòü êàê ìåíüøå íóëÿ, òàê è áîëüøå, ïîýòîìó
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ρ1 = ρ2 = ρ3 ìîæåò áûòü ëþáûì, êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 125. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
4.21.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 6

α24
.

Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 126. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
4.23.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 6

α24
.

Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 127. Îïåðàòîð R áóäåò îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà
6.11.1 ñ èíâàðèàíòíîé íåéòðàëüíîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
èìååò òèï Ñåãðå {1111} ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íåðàâíûì
íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ðè÷÷è ρ èìååò òèï Ñåãðå {1111}
ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

ρ1 = ρ2 = ρ3 = ρ4 = − 6

α24
.

Â äàííîì ñëó÷àå α24 ̸= 0, ïîýòîìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ëþáûì,
êðîìå íóëÿ. □
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