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Abstract. We consider exit times for random walks with independent
but not necessarily identical distributed increments. We are going to
describe an asymptotical behavior of the probability that the random
walk stay above the moving boundary for a long time. In the paper
by D. Denisov, A. Sakhanenko, and V. Wachtel (Ann. Probab., 2018) an
universal asymptotical formula for such probability was found in the case
when the random walk satis�es the classical Lindeberg condition. Now
we investigate a question if it is possible to �nd similar asymptotic for
more general random walks when increments may have in�nite variances,
but the central limit theorem should be still valid. We obtain such result
for a class of walks with symmetrically distributed increments.

Keywords: random walk, symmetric distribution, exit time, central
limit theorem, moving boundary.

1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1.1. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Sk := X1 + · · ·+Xk, k = 1, 2 . . . ,

Sakhanenko, A.I., On first-passage times for symmetric random walks without

Lindeberg condition.
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ïîñòðîåííîå ïî íåçàâèñèìûì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì X1, X2, . . . . Äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {gk} äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ââåä¼ì âåëè÷èíó

T := inf{k ≥ 1 : Sk ≤ gk}

ðàâíóþ âðåìåíè ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìåíÿþùåéñÿ ãðàíèöû {gk} ñëó÷àéíûì
áëóæäàíèåì {Sk}. Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî âðåìåíè:

P(T > n) = P
(

min
1≤k≤n

(Sk − gk) > 0
)
.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà áëóæäàíèå {Sn} ïðèíàäëå-
æèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà. Òî÷íåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}, ÷òî

Sn/bn ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó,(1)

è ÷òî âäîáàâîê

Xn/bn
P→ 0 è bn →∞.(2)

(Â (1), (2) è äàëåå âñå ïðåäåëû áåðóòñÿ ïðè n→∞.)
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà {gn} ìåíÿåòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì íîðìèðó-

þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò. å. ÷òî

gn/bn → 0.(3)

Êðîìå òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü òðèâèàëüíûå ñëó÷àè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

P(T > n) > 0 äëÿ âñåõ n ≥ 1.(4)

Õîðîøî èçâåñòíûì êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì, êîãäà (1) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ,
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íóëåâûõ ñðåäíèõ è êîíå÷íûõ äèñïåðñèé:

∀k ≥ 1 EXk = 0 and B2
n :=

n∑
k=1

EX2
k →∞.(5)

Åñëè åù¼ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà

Ln(ε) :=
1

B2
n

n∑
k=1

E[X2
k ; |Xk| > εBn]→ 0 äëÿ êàæäîãî ε > 0(6)

âåðíî, òî (1) è (2) ñïðàâåäëèâû ïðè bn = Bn. Â íåäàâíåé ñòàòüå [1] áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé (5) è (6) òàêæå èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

P(T > n) ∼
√

2

π

Ug(B
2
n)

Bn
,(7)

ãäå Ug � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè

Ug(B
2
n) = E[Sn − gn;T > n], n ≥ 1.

Äî ñòàòüè [1] òàêàÿ òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà, êàê (7), áûëà èçâåñòíà òîëüêî äëÿ
íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xk} (ñì. ïî-
äðîáíîñòè è áèáëèîãðàôèþ â [1]).
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1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èçâåñòíî, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (1)
ìîæåò áûòü âåðíîé è äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xk} ñ áåñêîíå÷íûìè äèñïåðñè-
ÿìè èëè äàæå áåç ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Ââåä¼ì ôóíêöèè:

Σn(u) :=

n∑
k=1

P(|Xk| > u) è B2
n(u) :=

n∑
k=1

E[X2
k ∧ u2],(8)

ãäå ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ:

u ∨ v := max{u, v} è u ∧ v := min{u, v}.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ X1, X2, . . . , èç ñõîäèìîñòåé
(1) è (2) ìû ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååì (ñì. ïîäðîáíîñòè íèæå, â çàìå÷àíèè 3),
÷òî

∀ε > 0 Σn(εbn)→ 0,(9)

à òàêæå

B2
n(bn) ∼ b2n ∼ b2n+1 →∞.(10)

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âìåñòî (9) ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå áîëåå îãðàíè÷è-
òåëüíîå óñëîâèå:

∀ε > 0 Qn(ε) := bn

n∑
k=1

P(|Xk| > εbn)

bk
→ 0; ãäå Qn(ε) ≥ Σn(εbn).(11)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ (11) ñëåäóåò (ñì. òàêæå íèæå çàìå÷à-
íèå 5), ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà {εn} òàêèå, ÷òî:

εn → 0 è Qn(εn)→ 0.(12)

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ìû äîëæíû ââåñòè ñëó-
÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñî ñðåçàííûìè ïðèðàùåíèÿìè. Äëÿ êàæäîãî u > 0 è âñåõ
k ≥ 1 ïîëîæèì

X
[u]
k := (|Xk| ∧ u) · sign(Xk) =


u, if Xk ≥ u,
Xk, åñëè |Xk| ≤ u,
−u, if Xk ≤ −u.

(13)

Îïðåäåëèì òàêæå

Sk(u) :=

k∑
j=1

X
[u]
k è T (u) := inf{k ≥ 1 : Sk(u) ≤ gk}.(14)

Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ un →∞

P(T > n) ∼ P(T (un) > n) ∼
√

2

π

En(un)

bn
,(15)

ãäå

En(u) := E[Sn(u)− gn ;T (u) > 0].
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1.3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â îñòàëüíîé ÷àñòè ñòàòüè ìû èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.
(a) Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . ðàñïðåäåëåíû ñèììåòðè÷-

íî.
(b) Ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà {bn} è {εn} òàêîâû, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ (10) è (12).
(g) Ãðàíèöåé {gn} ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3) è, êðîìå òîãî,

P(X1 > g+1 ) > 0 ñ ε1b1 > g+1 .(16)

Íèæå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Un} ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ïðè
bn →∞, â ñëó÷àå åñëè

∀c > 0 Um(n) ∼ Un, êîãäà bm(n) ∼ cbn è m(n)→∞.(17)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (b) è (g). Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà {un} òàêîâû, ÷òî

∀n ≥ 1 εnbn ∧ ε1b1 ≤ un and unQn(εn)/bn → 0.(18)

Òîãäà âåðíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (15) è, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {En(un)} ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ïðè bn →∞.

1.4. ×àñòíûå ñëó÷àè è êîììåíòàðèè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü óñëîâèå Ëèíäåáåðãà (5)-(6) èìååò ìåñòî âìåñòå ñ ïðåä-
ïîëîæåíèÿìè (a) è (g), â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà Bn âìåñòî bn. Òîãäà
ïðåäïîëîæåíèå (b) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, ïðè÷¼ì ñ íåîáõîäèìîñòüþ bn ∼ Bn
è âåðíû âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå èìååì
ñëåäóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó

P(T > n) ∼ P(T (un) > n) ∼
√

2

π

En(un)

bn
∼
√

2

π

Ug(B
2
n)

Bn

äëÿ âñåõ ÷èñåë {un}, óäîâëåòâîðÿþùèõ (18).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xk} ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî è ñèì-
ìåòðè÷íî, ïðè÷¼ì

P(|X1| > x) = C(a)
log2a x

x2
ïðè âñåõ x > ea,(19)

ãäå a ≥ 0 è P(|X1| > ea) = 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

B2
n(bn) = n

∫ bn

0

2xP(|X1| > x)dx ∼ b2n :=
C(a)

2a+ 1
n log2a+1(n+ 1)→∞.(20)

Â ïóíêòå 2.7 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå óñëîâèÿ è óòâåðæäåíèÿ
Òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ ÷èñåë {un} òàêèõ ÷òî

un ∼ Cbn logδ(n+ 1), êîãäà − 1/2 < δ < 1 è C > 0.(21)

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäïîëîæåíèÿ (g) è (a) âëåêóò çà ñîáîé óñëîâèå (4). Êðîìå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

Gn := max
k≤n
|gk| = |g1| ∨ |gn| = o(bn).(22)
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Çàìå÷àíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N0 ìèíèìàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà Xm èìååò íåâûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðè óñëîâèè (a) â
ýòîì ñëó÷àå Xk = 0 äëÿ âñåõ k < N0. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì ñ÷èòàòü XN0

ïåðâûì ñëàãàåìûì â íàøåì áëóæäàíèè; òî åñòü
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî X1 èìååò íåâûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå. È ìû äåéñòâè-
òåëüíî ââåëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå â (16), õîòÿ è íåÿâíî.

Çàìå÷àíèå 3. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü (2), òî Sn/bn
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1/bn, X2/bn, . . . , óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè:

max
1≤j≤n

P(|Xk|/bn > ε)→ 0 äëÿ êàæäîãî ε > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûõ X1, X2, . . . ñõîäèìîñòè â (1)
è (2) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9)
è (10). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî èçâåñòíîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
êíèãå Ëîýâà [4] (ñì. ïóíêòû 22.5 è 23.1 â ðóññêîì ïåðåâîäå 1962 ãîäà).

Çàìå÷àíèå 4. Çàìåòèì, ÷òî Bn(u) � ýòî íåóáûâàþùàÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ îò u ≥ 0 äëÿ êàæäîãî n ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (9)

è (10) ñóùåñòâóþò ÷èñëà {b̃n} òàêèå, ÷òî

B2
n(b̃n) = b̃2n ∼ b̃2n+1 ∼ b2n ∼ b2n+1 →∞.(23)

Èòàê, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè â òåîðåìå 1 âìåñòî ÷èñåë {bn} âñåãäà ìîæíî

èñïîëüçîâàòü íåóáûâàþùèå ÷èñëà {b̃n}. È b̃1 > 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ (16).

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü (11) âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðûõ {bn > 0} è çàäàíî ÷èñëî
ε1 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå

∀n ≥ 2 Qn(ε∗n) ≤ ε∗n, ïðè ε∗n := min{ε > 0 : Qn(ε) ≤ ε} → 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà {εn = ε∗n} è {εn = supk≥n ε
∗
k} àâòîìàòè÷åñêè óäîâëå-

òâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèþ (12).

Çàìå÷àíèå 6. Íàøà ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè â òåîðåìå 1 âìåñòî
ïðåäïîëîæåíèÿ (b) òðåáîâàòü òîëüêî ñõîäèìîñòè (1) è (2), òî óñëîâèå (11)
áóäåò íåîáõîäèìûì äëÿ âûïîëíåíèÿ (15) ïðè un = εbn.

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâàì ñôîðìóëèðîâàííûõ âû-
øå óòâåðæäåíèé.

2. Äîêàçàòåëüñòâà

Íèæå â ñòàòüå ìû âåçäå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà {vn} òà-
êîâû, ÷òî

vn := εnbn ∧ ε1b1 ≤ vn = o(bn).(24)

2.1. Cïåöèàëüíûå óðîâíè ñðåçîê.

Ëåììà 1. Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ (b) è (g) äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
{vn} ñî ñâîéñòâîì (24) èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

P(T (vn) > n) ∼
√

2

π

En(vn)

bn
.(25)
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Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

Bn(vn) ∼ Bn(εnbn) ∼ bn ∼ bn+1.(26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè vn ≤ 1 èç (8) ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ B2
n(bn)−B2

n(vn) ≤ B2
n(bn)−B2

n(εnbn)

=

n∑
k=1

E[(X
[bn]
k )2 − ε2nb2n |Xk| > εnbn] ≤ b2nΣn(εnbn) = o(b2n),

ïîòîìó ÷òî Σn(εnbn) ≤ Qn(εn)→ 0 â ñèëó (12). À èñêîìàÿ ôîðìóëà (26) ñëåäóåò
èç (10).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (25) íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

Xk,n :=
X

[vn]
k

Bn(vn)
, Sk,n := X1,n + . . .+Xk,n è gk,n := − gk

Bn(vn)
.(27)

Èç (22) è (26) ëåãêî âèäåòü, ÷òî

max
k≤n
|Xk,n| ≤ rn :=

vn
Bn(vn)

→ 0 è g∗n := max
k≤n
|gk,n| =

Gn
Bn(vn)

→ 0.(28)

Ñâîéñòâà (26) � (28) ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1
èç [2]. Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå Zk,n := Sk,n − gk,n ïîëó÷àåì, ÷òî

P(T (vn) > n) = P
(

min
k≤n

Zk,n > 0
)
∼
√

2

π
E
[
Zn,n ; min

k≤n
Zk,n > 0

]
=

√
2

π

Ek(vn)

Bn(vn)
.

(29)

Òåïåðü (25) ñëåäóåò èç (29) è (26). �

2.2. Ñðàâíåíèå óðîâíåé óñå÷åíèÿ. Äàëåå â ñòàòüå ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ öåëûå m,n è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà u, v ñî ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

n ≥ m ≥ 1 è u ≥ v > 0.(30)

Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:

Zn(u) := Sn(u)− gn, Zn(u) := min
1≤k≤n

Zk(u), α(v) := min{k ≥ 1 : |Xk| > v}.
(31)

Îòìåòèì, ÷òî α(v) � ýòî ìîìåíò îñòàíîâêè è ÷òî

∀j < α(v) X
[u]
k = X

[v]
k , Sk(u) = Sk(v), Zk(u) = Zk(v), Zk(u) = Zk(v).

(32)

Ïîëîæèì

T (u)
n := T (u) ∧ n è Pn(u, v) :=

n∑
k=1

P(T (u) > k − 1)P(|Xk| > v),(33)

ïðè÷¼ì ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî P(T (u) > 0) = 1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . íåçàâèñèìû. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 1 è âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ u ≥ v > 0 èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

P(α(v) ≤ T (u) ≤ n) ≤ P(T (u)
n ≥ α(v)) = P(T (v)

n ≥ α(v)) ≤ inf
u∈[v,∞)

Pn(u, v).(34)
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Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå∣∣∣P(T (u) > n)−P(T (v) > n)
∣∣∣ ≤ P(T (v)

n ≥ α(v)),(35) ∣∣∣P(T > n)−P(T (v) > n)
∣∣∣ ≤ P(T (v)

n ≥ α(v)).(36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî {T (u) ≥ k} = {T (u) > k − 1} =
{Zk−1(u) > 0} è, ñëåäîâàòåëüíî,

P(T (u) ∧ n ≥ α(v)) =

n∑
k=1

P(α(v) = k, T (u) ≥ k) =

n∑
k=1

P(α(v) = k, Zk−1(u) > 0)

=

n∑
k=1

P(α(v) = k, Zk−1(v) > 0) = P(T (v) ∧ n ≥ α(v)),(37)

ãäå ìû ïðèìåíèëè (32) ïðè j = k − 1 < k = α(v). Äàëåå,

P(α(v) = k, Zk−1(u) > 0) = P(α(v) > k − 1, |Xk| > v,Zk−1(u) > 0)

≤ P(|Xk| > v,Zk−1(u) > 0) = P(|Xk| > v)P(Zk−1(u) > 0),(38)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xk è Zk−1(u). Ñóììè-
ðóÿ îöåíêè â (38), ïîëó÷àåì èç (37), ÷òî

P(T (u) ∧ n ≥ α(v)) ≤
n∑
k=1

P(|Xk| > v)P(Zk−1(u) > 0) = Pn(u, v),

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è (37) ñëåäóåò (34).
Ó÷èòûâàÿ (32), ëåãêî âèäåòü, ÷òî

α(v) ≤ T (u) ∧ T (v), êîãäà T (u) 6= T (v).

Íî èç ýòîãî ôàêòà è (34) èìååì:

Pu,v,n := P(T (u) > n, T (v) ≤ n) ≤ P(α(v) ≤ T (v) ≤ n),(39)

Pv,u,n = P(T (v) > n, T (u) ≤ n) ≤ P(α(v) ≤ T (u) ≤ n).(40)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

P(T (v) > n)− Pv,u,n ≤ P(T (u) > n) ≤ P(T (v) > n) + Pu,v,n.

Ýòî ñîîòíîøåíèå âìåñòå ñ (39), (40) è (34) âëå÷¼ò (35).
Íàêîíåö, (36) ñëåäóåò èç (35) ïðè u→∞. �

2.3. Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé Em(·). Ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ (a) è (g) âûïîëíåíû âìåñòå
ñî ñâîéñòâàìè (30). Òîãäà

0 ≤ En(u)− Em(u) ≤ (u+ gn − gm)P(T (u) > m),(41)

|En(u)− En(v)| ≤ 2(u+ g1 − gn)P(T (v)
n ≥ α(v)).(42)

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

∀n ≥ 1 ∀u ≥ ε1b1 > g+1 En(u) ≥ E1(u) ≥ K0 := E(X
[ε1b1]
1 − g+1 )+ > 0.(43)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà äâóõ ëåììàõ.
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Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (a) âåðíû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

En(u) = E[gn − ST (u) ;T (u) ≤ n]− gn = E[gT (u) − ST (u) ;T (u) ≤ n]−EgT (u)∧n.

(44)

Åñëè æå ïðåäïîëîæåíèå (g) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, òî èìåþò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèÿ (41), (43), à òàêæå è

gT (u) ≥ ST (u) = ST (u)−1 +X
[u]

T (u) > gT (u)−1 − u ≥ gT (u) − u.(45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî (45) ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëå-

íèé (14) è (13) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí T (u) è X
[u]
k â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {gn} � íåâîçðàñòàþùàÿ. Äàëåå, èç ðàâåíñòâà (12) â [3] (òàì îíî äîêàçàíî
â ëåììå 3) èìååì

En(u) = E[−ST (u) ;T (u) ≤ n]− gnP(T (u) > n).(46)

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî ïîëó÷èòü îáà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â (44). Êðîìå òîãî, èç (46) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ m ≥ 1

En(u)− Em(u) = E[gT (u) − ST (u) ;m < T (u) ≤ n]−E[gm − gT (u)∧n ;m < T (u)].

(47)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè èç (45) â (47), ìû ïðèõîäèì ê (41).
Íàêîíåö, ìû èìååì èç (16) ïðè u ≥ ε1b1 > g+1 , ÷òî

E1(u) ≥ E[X
[u]
1 − g1 ;X1 > 0] ≥ E[X

[ε1b1]
1 − g1 ;X1 > 0](48)

≥ E[X
[ε1b1]
1 − g+1 ;X1 > g+1 ] = K0 = E(X

[ε1b1]
1 − g+1 )+ > 0,

ïîòîìó ÷òî âåëè÷èíà X
[u]
1 âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì u > 0, â ñëó÷àå êîãäà X1 > 0.

Òåïåðü (41) è (48) äàþò (43). �

Ëåììà 3. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2

|En(u)− E∗n(v, v)| ≤ (u+ g1 − gn)P(α(v) ≤ T (u) ≤ n),(49)

ãäå

E∗n(u, v) := E[gn − ST (u) ;T (u) < α(v)]− gn = E∗n(v, v).(50)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè T (u) < α(v), òî èç (32) ñëåäóåò, ÷òî T (u) = T (v) è
ST (u) = ST (v) . Òàêèì îáðàçîì, (50) äîêàçàíî.

Òåïåðü èç ïðåäñòàâëåíèÿ (44) è îïðåäåëåíèÿ (50) ìû èìååì, ÷òî

∆n(u, v) := En(u)− E∗n(u, v) = E[gn − ST (u) ;α(v) ≤ T (u) ≤ n].(51)

Èñïîëüçóÿ (45), ïîëó÷àåì

|∆n(u, v)| ≤ E[|gn − gT (u) |+ u ;α(v) ≤ T (u) ≤ n] ≤ (u+ g1 − gn)P(α(v) ≤ T (u) ≤ n).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âëå÷¼ò (49), ïîñêîëüêó ∆n(u, v) = En(u)−E∗n(v, v) ââèäó
(50) è (51). �

Òåïåðü ìû èìååì èç (49), ÷òî

|En(u)− En(v)| ≤ |En(u)− E∗n(v, v)|+ |En(v)− E∗n(v, v)|

≤ (u+ g1 − gn)P(α(v) ≤ T (u) ≤ n) + (v + g1 − gn)P(α(v) ≤ T (v) ≤ n)

≤ 2(u+ g1 − gn)P(α(v) ≤ T (v)
n ),
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ãäå ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè (34). Èòàê, (42) äîêàçàíî. Íàïîìíèì, ÷òî îñòàëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóþò èç ëåììû 2.

2.4. Âåðõíèå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé P(T (vn) > n). Íèæå ìû ôèêñèðóåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} è ââåä¼ì íåêîòîðûå êîíñòàíòû K è N , êîòîðûå ìîãóò
çàâèñåòü îò ôèêñèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {vn, bn, gn} è îò ðàñïðåäåëå-
íèé âåëè÷èí {Xn}.

Ëåììà 4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (b) è (g) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {vn} ñî ñâîéñòâîì (24) ñóùåñòâóåò ÷èñëî K < ∞
òàêîå, ÷òî

∀n ≥ 1 bn+1P(T (vn) > n) ≤ KEn(vn).(52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1

P(T (vn) > n)
bn+1

En(vn)
∼
√

2

π

bn+1

bn
→
√

2

π
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N <∞ òàêîå, ÷òî

∀n ≥ N bn+1P(T (vn) > n) ≤ En(vn).(53)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåâîçðàñòàþùèõ ÷èñåë {gn} óñëîâèå (16) âëå÷¼ò, ÷òî

∀n ≥ 1 ∀u > 0 P(Sn(u) > gn) ≥ P(T (u) > n)

≥ P(X1 > g1, X2 ≥ 0, . . . , Xn ≥ 0) ≥ P(X1 > g1)/2n−1 > 0.

Èç ýòîãî ôàêòà è (16) ïîëó÷àåì, ÷òî En(u) > 0 äëÿ âñåõ n ≥ 1 è u > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ òàêæå (43) ïðè u = vn ≥ ε1b1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

∀n ≥ 1
bn+1P(T (vn) > n)

En(vn)
≤ bn+1

E1(vn)
≤ bn+1

K0
<∞.(54)

Òåïåðü (52) âûòåêàåò èç (53) è (54) ïðè K := 1 + max2≤n≤N bn/K0 <∞. �

2.5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (b) è (g). Òîãäà äëÿ âñåõ u ≥ vn ≥ vn
P(T (u)

n ≥ α(vn)) ≤ Pn(vn, vn) ≤ KQn(εn)En(vn)/bn = o(En(vn)/bn),(55)

P(T (u)
n > n) ≤ K(1 +Qn(εn))En(vn)/bn = O(En(vn)/bn).(56)

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

P(T > n) ∼ P(T (u) > n) ∼ P(T (vn) > n) ∼
√

2

π
En(vn)bn.(57)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó (52) â (33), íàõîäèì, ÷òî

Pn(vn, vn) =

n∑
k=1

P(T (vn) > k − 1)P(|Xk| > vn) ≤
n∑
k=1

KEn(vn)

bk
P(|Xk| > vn)

≤
n∑
k=1

KEn(vn)

bk
P(|Xk| > εnbn) = KQn(εn)En(vn)/bn.

È òåïåðü (55) ñëåäóåò èç (12).
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Ïîñëå ýòîãî èç (35) è (36) ïîëó÷àåì:∣∣∣P(T (u) > n)−P(T (vn) > n)
∣∣∣ ≤ Pn(vn, vn) = o(En(vn)/bn),∣∣∣P(T > n)−P(T (vn) > n)
∣∣∣ ≤ Pn(vn, vn) = o(En(vn)/bn)

Íî ýòè ñîîòíîøåíèÿ âìåñòå ñ (25) íåìåäëåííî äàþò íàì (56) è (57). �

Ëåììà 6. Â óñëîâèÿõ ëåììû 5

∀n ≥ 1 ∀u ≥ vn ≥ vn |En(u)− En(vn)| ≤ 2KQn(εn)En(vn)
u+ g1 − gn

bn
.(58)

Â ÷àñòíîñòè, En(un) ∼ En(vn) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ (55) â (42) ïðè v = vn, ìû íàõîäèì (58). Äàëåå,
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (3) è (18) ìû èìååì èç (58) ïðè u = un, ÷òî

un + g1 − gn
bn

→ 0 è En(un)− En(vn) = o(En(vn)).

Ñëåäîâàòåëüíî, En(un) ∼ En(vn). �

Òåïåðü ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåìì 5
è 6. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {En(un)} ìåä-
ëåííî ìåíÿåòñÿ ïðè bn →∞.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 4 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â äîêàçàòåëüñòâå, âìåñòî
ïåðâîíà÷àëüíûõ ÷èñåë {bn}, èñïîëüçóþòñÿ íåóáûâàþùèå ÷èñëà bn := b̃n ∨ b1
äëÿ n > 1. Îïðåäåëèì

εn := max
k≤n

εk → 0, vn := εnbn = o(bn), òàê ÷òî vn + g1 − gn = o(bn),(59)

ãäå òàêæå ó÷òåíî óñëîâèå (3). Òàêèì îáðàçîì, â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ
ñïåöèàëüíûå ÷èñëà vn ≥ vn. Òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c ∈ (0, 1] âûáåðåì ëþáûå
öåëûå ÷èñëà m(n) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

n ≥ m = m(n) ≥ 1 è bm(n) ∼ cbn, òàê ÷òî Qm(n)(εm(n))→ 0.(60)

Ëåììà 7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 èìååì:

bnP (vm(n), vm(n)) = o(Em(n)(vm(n))) è Em(n)(vn) ∼ Em(n)(vm(n)).(61)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áëàãîäàðÿ (60) ìû íàõîäèì èç (55) ñ m(n) âìåñòî n, ÷òî

bnP (vm(n), vm(n)) ≤ bnKQm(n)(εm(n))Em(n)(vm(n))
/
bm(n) = o(Em(n)(vm(n))).

(62)

Èòàê, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (61) äîêàçàíî.
Äàëåå èç (42) è (34) ñ m âìåñòî n èìååì:

∀m ≥ 1 ∀u ≥ v > 0 |Em(u)− Em(v)| ≤ 2(u+ g1 − gm)P (v, v).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðè m = m(n), u = vn è v = vm(n) ïðèõîäèì ê

|Em(n)(vn)− Em(n)(vm(n))| ≤ 2(vn + g1 − gm(n))P (vm(n), vm(n)).

Ïîäñòàâëÿÿ (59) è (62) â ïîñëåäíþþ îöåíêó, ïîëó÷àåì:

|Em(n)(vn)− Em(n)(vm(n))| = o(bn) · o(Em(n)(vm(n))/bn) = o(Em(n)(vm(n))).

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (61). �
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Ëåììà 8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1

En(vn) ∼ Em(n)(vn) ∼ Em(n)(vm(n)).(63)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó (60) ìû íàõîäèì èç (56) ñ m(n) âìåñòî n, ÷òî

bnP(T
(u)
m(n) > n) ≤ bnK(1 +Qm(n)(εm(n)))Em(n)(vm(n))/bm(n) = o(Em(n)(vm(n)))

(64)

äëÿ âñåõ u ≥ vm(n). Äàëåå, èç (41) è (59) ïðè m = m(n), u = vn è v = vm(n)

èìååì äëÿ âñåõ u > 0 ÷òî

0 ≤ En(u)− Em(n)(u) ≤ (u+ gn − gm(n))P(T (u) > m(n)) = o(bn)P(T (u) > m(n)).

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (64) â ïîñëåäíþþ îöåíêó ïðè u = vn, ïîëó÷àåì:

|En(vn)− Em(n)(vn)| = o(Em(n)(vm(n))).

Íî ýòî îòíîøåíèå âëå÷¼ò (63), ïîòîìó ÷òî Em(n)(vn) ∼ Em(n)(vm(n)) â ñèëó (61).
�

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {En(vn)} ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ïðè bn → ∞, ïî-
ñêîëüêó âñå óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè (17) âûïîëíÿþòñÿ êîãäà Un = En(vn), êàê
ýòî ñëåäóåò èç (63). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 èìååì En(un) ∼
En(vn) ââèäó ëåììû 6. Íî ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {En(un)}
òàêæå ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ ïðè bn →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå 3 è òåîðåìà 1 äîêàçàíû.

2.6. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèíäåáåðãà, òî
ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü (1) ñ Bn âìåñòî bn.
Íî åñëè â ýòîì ñëó÷àå (1) âåðíî åù¼ è äëÿ íåêîòîðîãî äðóãîãî bn, òî ñ íåîáõî-
äèìîñòüþ bn ∼ Bn. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî (11) ñ ïðîèçâîëüíûì bn äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî (11) âåðíî, êîãäà bn = Bn. Íî ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 9. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà (6), òî

∀ε > 0 Bn

n∑
k=1

P(|Xk| > εBn)

Bk
≤ Bn

n∑
k=1

E[X2
k : |Xk| > εBn]

ε2B2
nBk

≤
2
√
Ln(ε)

ε2
→ 0.

(65)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ε > 0 è Bn > 0 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

vk := E[X2
k : |Xk| > εBn] è Vk :=

k∑
j=1

vj ≤ B2
k, k = 1, 2, . . . .

ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 1

n∑
k=1

vk
Bk
≤

n∑
k=1

vk√
Vk

=

n∑
k=1

Vk − Vk−1√
Vk

≤
∫ √Vn

0

dx√
x

= 2
√
Vn = 2Bn

√
Ln(ε).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (65). �
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2.7. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èç ïðèìåðà 1. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì,
÷òî ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ δ è un èç (21)

εn := log(δ−1)/3(n+ 1)→ 0 è εnbn/un = O(log(δ−1)/3−δ(n+ 1)→ 0.(66)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå óñëîâèÿ â (12) è (18) âûïîëíåíû.
Òåïåðü èç (19) èìååì:

∀ε ∈ (0, 1] ε2P(|X1| > εbn) ≤ C(a)
log2a bn
b2n

=
O(log2a(n+ 1))

n log2a+1(n+ 1)
=

O(1)

n log(n+ 1)
.

(67)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ c

qn(c) :=

n∑
k=1

1√
k logc(n+ 1)

∼
∫ n

1

dx√
x logc(x+ 1)

∼ 2
√
n

logc(n+ 1)
=

2n√
n logc(n+ 1)

ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c = a+ 1/2 èç (20) èìååì, ÷òî
n∑
k=1

bn
bk

= qn(a+ 1/2) =
bnO(n)

bn
= O(n).(68)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (11) èç (67) è (68) ñëåäóåò, ÷òî

∀ε ∈ (0, 1] ε2Qn(ε) = ε2P(|X1| > εbn)

n∑
k=1

bn
bk

=
O(1)

log(n+ 1)
.(69)

Íàêîíåö, ïîëàãàÿ ε = εn â (69), ïîëó÷àåì:

Qn(εn) =
O(1)

ε2n log(n+ 1)
= O(log−2(δ−1)/3−1(n+ 1))→ 0,

Qn(εn)
un
bn

=
O(1)

ε2n log(n+ 1)
= O(logδ−2(δ−1)/3−1(n+ 1))→ 0.

Èòàê, âòîðûå óñëîâèÿ â (12) è (18) òàêæå âåðíû.
Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû è, êàê ñëåäñòâèå, âñå

óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû èìåþò ìåñòî ñ ÷èñëàìè {un} èç (21) ïðè èñïîëüçî-
âàíèè âñïîìîãàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn}, ââåä¼ííîé â (66).
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