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Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàññî-

ïåðåíîñà, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ è ðåàêöèè íåëèíåéíî çàâè-

ñÿò îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, à òàê æå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ìà-

òåìàòè÷åñêèé àïïàðàò àäàïòèðóåòñÿ ïîä ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè óñòà-

íàâëèâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ñëàáîãî ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííàÿ ìîäåëü Áóññèíåñêà, ïðèíöèï Ëåðå�Øàóäåðà, ïðèíöèï

ìàêñèìóìà, ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü.

1 Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé òåïëîìàññîïåðåíîñà

íà÷àëîñü ñ èçó÷åíèÿ ìîäåëåé â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Áóññèíåñêà (ñì. [1�9]). Îäíàêî

çàâèñèìîñòü íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëè îò êîíöåíòðàöèè âå-

ùåñòâà è òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîé ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è,

ñëåäîâàòåëüíî, è äîëæíà áûòü ó÷òåíà. Íåêîòîðóþ ïðîìåæóòî÷íóþ íèøó çàíèìàþò ðà-

áîòû [10�16] ïî èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè

ðåàêöèè�äèôôóçèè�êîíâåêöèè ñ çàâèñèìûìè îò ðåøåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè, êàê â óðàâ-

íåíèè, òàê è â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, à òàêæå ñòàòüè [17�19], ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ

áëèçêèõ ìîäåëåé ñëîæíîãî òåïëîîáìåíà. Íàêîíåö, îòìåòèì ðàáîòû [20�38], ïîñâÿùåí-

íûå èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, îáîáùà-

þùèõ ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà. Îòäåëüíî ñòîèò óïîìÿíóòü ñòàòüè [39�48], â êîòîðûõ

ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîæíåííûå, â òîì ÷èñëè è ðåîëîãè÷åñêèå, ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé ìàññîïåðåíîñà, â

êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ìàññîáìåíà è ðåàêöèè íåëèíåéíî çàâèñÿò îò êîíöåíòðàöèè âå-

ùåñòâà, à òàê æå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå

êðàåâîé çàäà÷è.

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ

çàäà÷à:

−ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = f + β(φ,x)φG, divu = 0 íà Ω, (1.1)

−div(λ(x)∇φ) + u · ∇φ+ k(φ,x)φ = f â Ω, (1.2)

u = g, φ = 0 íà Γ. (1.3)

Çäåñü u � âåêòîð ñêîðîñòè, ôóíêöèÿ φ èìååò ñìûñë êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè, p = P/ρ,

ãäå P � äàâëåíèå, ρ = const � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ν = const > 0 � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿç-

êîñòü, λ = λ(x) > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ãäå x ∈ Ω, β � êîýôôèöèåíò ìàññîâîãî

1



ðàñøèðåíèÿ, G = −(0, 0, G) � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, f è f � îáúåìíûå ïëîòíî-

ñòè, ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíèõ ñèë è âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ïðèìåñè, ôóíêöèÿ k = k(φ,x)

èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè. Íèæå íà çàäà÷ó (1.1)�(1.3) ïðè çàäàííûõ ôóíê-

öèÿõ f , f, λ, β, k è g áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 1.

Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîäåëü (1.1)�(1.3) ó÷èòûâàåò äîâîëüíî ïðîèçâîëüíóþ

çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàñïàäà ïðèìåñè îò åå êîíöåíòðàöèè, à òàêæå íåîäíîðîäíîñòü

ïðîòåêàíèÿ äàííîé ðåàêöèè â ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü âûçâàíî äåéñòâèåì

ðåàãåíòà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ î÷èñòêè âîäîåìà îò çàãðÿçíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå åñòå-

ñòâåííî, ÷òî êîýôôèöèåíò ðåàêöèè λ òàê æå çàâèñèò è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-

íûõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè ìîæíî ðàññìîòðåòü

ôóíêöèþ k(φ,x) = α(x)φ2, ãäå ôóíêöèÿ α, ìîäåëèðóþùàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðåàê-

öèè îò x ∈ Ω, ìîæåò èãðàòü ðîëü óïðàâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

(ñì. [12] è [14]). Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ êîýôôèöèåíòà ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ β(φ,x) ìîãóò

áûòü ïðè íåîáõîäèìîñòè ðåàëèçîâàíû òå æå âàðèàíòû.

Â äàííîé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåí-

íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Âûáîð ïðèíöèïà Ëåðå�Øàóäåðà, â îòëè÷èå îò èñïîëüçóåìîé

â [23] òåîðåìû Øàóäåðà, ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà èñõîäíûå

äàííûå çàäà÷è 1. Ïî êðàéíåé ìåðå, êîãäà äëÿ êîíöåíòðàöèè φ çàäàåòñÿ îäíîðîäíîå óñëî-

âèå Äèðèõëå íà âñåé ãðàíèöå, êàê â çàäà÷å 1, èëè íà åå ÷àñòè ïðè ñìåøàííûõ êðàåâûõ

óñëîâèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçîâàíèå âûòåêàþùåãî èç ðåçóëüòàòîâ [31] ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà äëÿ êîíöåíòðàöèè φ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðèìåíèòü ïîäõîä

ðàáîòû [23] ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è 1 ñ íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ êîí-

öåíòðàöèè, íî è íåñêîëüêî ðàñøèðèòü âàðèàíòû óñëîâèé íà ôóíêöèþ β(φ,x). Òàê æå

îòìåòèì, ÷òî íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ îáîáùàåò ðåçóëüòàòû [28] è [30], à òàê æå íåêîòîðûå

ðåçóëüòàòû [29] è [31], çà ñ÷åò íàëè÷èÿ â óðàâíåíèÿõ ìîäåëè äâóõ çàâèñèìûõ îò êîí-

öåíòðàöèè âåùåñòâà êîýôôèöèåíòîâ.

2 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R. Çäåñü D îçíà÷àåò îáëàñòü

Ω èëè åå ïîäîáëàñòü Q ⊂ Ω èëè ãðàíèöó Γ. ×åðåç ∥·∥s,Q, | · |s,Q è (·, ·)s,Q îáîçíà÷èì, ñîîò-

âåòñòâåííî, íîðìó, ïîëóíîðìó è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Hs(Q). Íîðìû è ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Q), L2(Ω) è L2(Γ) îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ∥ · ∥Q è (·, ·)Q,
∥ · ∥Ω (·, ·)Ω, ∥ · ∥Γ è (·, ·)Γ

Ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ìíîæåñòâà:

Lp
+(D) = {k ∈ Lp(D) : k ≥ 0}, p ≥ 3/2,

Hs
λ0
(Ω) = {λ ∈ Hs(Ω) : λ ≥ λ0 > 0}, s > 3/2,

è ïðîñòðàíñòâî

L2
0(Ω) = {h ∈ L2(Ω) : (h, 1) = 0}.
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Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî òåñòîâûõ ôóíêöèé äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè:

V = {v ∈ H1
0 (Ω)

3 : div v = 0 â Ω}.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

H = H1
0 (Ω)

3 ×H1
0 (Ω), W = V ×H1

0 (Ω),

íàäåëåííûå íîðìàìè:

∥(w, h)∥2H = ∥(w, h)∥2W = ∥w∥21,Ω + ∥w∥21,Ω,

è äâîéñòâåííûå ê H è W ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

H∗ = H−1(Ω)3 ×H−1(Ω), W ∗ = V ∗ ×H−1(Ω).

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1, ñîñòîÿùåé èç

N ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Γj, j = 1, 2, ..., N ;

(ii) λ ∈ Hs
λ0
(Ω), s > 3/2, f ∈ H−1(Ω)3, f ∈ H−1(Ω);

(iii) g ∈ H1/2(Γ)3, (g,n)Γj = 0, j = 1, 2, ..., N ;

(iv) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈ H1
0 (Ω) èìååò ìåñòî âëîæåíèå β(w, ·) ∈ Lp

+(Ω), ãäå

p ≥ 5/3 è íå çàâèñèò îò w, è íà ëþáîì øàðå Br = {w ∈ H1
0 (Ω) : ∥w∥1,Ω ≤ r} ðàäèóñà r

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∥β(w1, ·)− β(w2, ·)∥Lp(Ω) ≤ Lβ∥w1 − w2∥L4(Ω) ∀w1, w2 ∈ H1
0 (Ω),

ãäå Lβ � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò r, íî íå çàâèñÿùàÿ îò w1, w2 ∈ Br;

(v) ôóíêöèÿ β(φ, ·) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæè-

òåëüíûå êîíñòàíòû A,B, çàâèñÿùèå îò β, òàêèå, ÷òî

∥β(φ, ·)∥Lp(Ω) ≤ A∥φ∥t1,Ω +B, p ≥ 5/3, t ≥ 0; (2.1)

(vi) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H1(Ω) ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå k(v, ·) ∈ Lp
+(Ω) äëÿ p ≥

5/3, ãäå p íå çàâèñèò îò v, è íà ëþáîì øàðå Br = {v ∈ H1(Ω) : ∥v∥1,Ω ≤ r} ðàäèóñà r

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∥k(v1, ·)− k(v2, ·)∥Lp(Ω) ≤ Lk∥v1 − v2∥L4(Ω) ∀v1, v2 ∈ H1(Ω),

ãäå Lk � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò r, íî íå çàâèñÿùàÿ îò v1, v2 ∈ Br;

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (iv), (v), è óñëîâèå (v) îïèñûâàþò îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå

èç H1(Ω) â Lp(Ω), ãäå p ≥ 5/3. Ýòî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåí-

òîâ ìàññîîáìåíà è ðåàêöèè, êàê îò êîìïîíåíòû φ ðåøåíèÿ (u, φ, p) çàäà÷è 1, òàê è îò

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x ∈ Ω.

Íàïðèìåð,

β = φ2|φ| (èëè β = 1/(1 + φ2)) â Q1 ⊂ Ω è β = β0(x) ∈ L2
+(Q2) â Q2 = Ω \Q1,
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k = φ2 â Q1 ⊂ Ω è k = k0(x) ∈ L
5/3
+ (Q2) â Q2.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîýôôèöèåíò k îòâå÷àåò ñèòóàöèè, êîãäà â ïîäîáëàñòè

Q ⊂ Ω ñêîðîñòü ðàñïàäà ïðèìåñè ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åå êîíöåíòðàöèè, â òî

âðåìÿ, êàê âíå ïîäîáëàñòè Q, ñêîðîñòü äàííîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè çàâèñèò òîëüêî

îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Àíàëîãè÷íî, êîýôôèöèåíò ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ β

ìîæåò òàê æå ìåíÿòü çàâèñèìîñòü îò φ íà çàâèñèìîñòü îò x ∈ Ω.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, ïðîñòðàíñòâî H1(Ω) âêëàäûâàåòñÿ

â ïðîñòðàíñòâî Ls(Ω) íåïðåðûâíî ïðè s ≤ 6 è êîìïàêòíî ïðè s < 6, è ñ íåêîòîðûìè

êîíñòàíòàìè Cs, çàâèñÿùèìè îò s è Ω, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥φ∥Ls(Ω) ≤ Cs∥φ∥1,Ω ∀φ ∈ H1(Ω). (2.2)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà (ñì. ïîäðîáíî â [3, 5, 51]).

Ëåììà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i), (ii), β0, k0 ∈ Lp
+(Ω), p ≥ 5/3, u ∈

H1(Ω)3, divu = 0, λ ∈ Hs
λ0
(Ω), s > 3/2. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-

òû C0, C1, δ0, δ1, γ1, γ
′
1, γ2, γ

′
2, γp, β1, β2, çàâèñÿùèå îò Ω èëè îò Ω è p, ñ êîòîðûìè

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

|(∇v,∇w)| ≤ C0∥v∥1,Ω∥w∥1,Ω ∀w,v ∈ H1(Ω)3,

|(β0hG,v)| ≤ β1∥β0∥Lp(Ω)∥h∥1,Ω∥v∥1,Ω ∀v ∈ H1(Ω)3, h ∈ H1(Ω),

|((w · ∇)h, z)|≤γ′1∥w∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω∥z∥1,Ω≤γ1∥w∥1,Ω∥h∥1,Ω∥z∥1,Ω ∀w,h, z ∈ H1(Ω)3, (2.3)

((u · ∇)v,w) = −((u · ∇)w,v), ((u · ∇)v,v) = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3, w ∈ H1(Ω)3, (2.4)

ν(∇v,∇v) ≥ ν∗∥v∥21,Ω, ν∗ = δ0ν ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3, (2.5)

sup
v∈H1

0 (Ω)3,v ̸=0

−(divv, p)/∥v∥1,Ω ≥ β2∥p∥Ω ∀p ∈ L2
0(Ω), (2.6)

|(λ∇h,∇η)| ≤ C1∥λ∥s,Ω∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω, |(k0h, η)| ≤ γp∥k0∥Lp(Ω)∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω, (2.7)

|(u · ∇h, η)| ≤ γ′2∥u∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω ≤ γ2∥u∥1,Ω∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω ∀h, η ∈ H1(Ω), (2.8)

(u · ∇h, h) = 0, (λ∇h,∇h) ≥ λ∗∥h∥21,Ω ∀h ∈ H1
0 (Ω), λ∗ ≡ δ1λ0. (2.9)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) âàæ-

íóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþùàÿ ëåììà î ëèôòèíãå ñêîðîñòè. Ïîä ëèôòèíãîì ñêîðîñòè

ìû ïîíèìàåì ôóíêöèþ u0 ∈ H1(Ω)3, óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u0|Γ = g

(ñì. [3, 50,51]).

Ëåììà 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i) è ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(iii). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (ìàëîãî) ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ uε ∈ H1(Ω)3, òàêàÿ

÷òî

divuε = 0 â Ω, uε = g íà Γ,

∥uε∥1,Ω ≤ Cε∥g∥1/2,Γ, |((v · ∇)uε,v)| ≤ ε∥g∥1/2,Γ∥v∥21,Ω ∀v ∈ V. (2.10)

Çäåñü êîíñòàíòà Cε çàâèñèò îò ε è îò Ω.
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Èç âòîðîé îöåíêè (2.7) äëÿ ôóíêöèè k(φ, ·), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (vi), âûòå-

êàåò íåðàâåíñòâî:

|((k(φ1, ·)− k(φ2, ·))φ, η)| ≤ γpL∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ∥1,Ω∥η∥1,Ω ∀φ, φ1, φ2, η ∈ H1(Ω). (2.11)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 1 ìû ïðèìåíèì òåîðåìó Ëåðå�

Øàóäåðà.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (1.1) íà ôóíêöèþ v ∈ H1
0 (Ω)

3, à óðàâíåíèå (1.2) óìíî-

æèì íà ôóíêöèþ h ∈ H1
0 (Ω) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóë Ãðèíà.

Ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 1:

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v)− (p, div v) = ⟨f ,v⟩+ (β(φ, ·)φ,G,v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3, (2.12)

(λ∇φ,∇h) + (k(φ, ·)φ, h) + (u · ∇φ, h) = ⟨f, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω), (2.13)

divu = 0 â Ω, u = g íà Γ. (2.14)

Òðîéêó (u, φ, p) ∈ H1(Ω)3 × H1
0 (Ω) × L2

0(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.12)�(2.14), íàçîâåì

ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.

Ðàññìîòðèì ñóæåíèå (2.12) íà ïðîñòðàíñòâî V :

ν(∇u,∇v) + ((u · ∇)u,v) = ⟨f ,v⟩+ (bφ,v) ∀v ∈ V. (2.15)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (u, φ) ∈ H1(Ω)3×H1
0 (Ω) çàäà÷è (2.13)�(2.15). Î âîññòàíîâëåíèè

äàâëåíèÿ p èç óðàâíåíèÿ (2.15) ñì. [51, ñ. 89].

Âûáèðàÿ ε èç óñëîâèÿ

ε = ε0 ≤ δ0ν/(2∥g∥1/2,Γ) ⇒ |((v · ∇)uε0 ,v)| ≤ (δ0ν/2)∥v∥21,Ω ∀v ∈ V, (2.16)

áóäåì èñêàòü ñêîðîñòü u â âèäå ñóììû: u = u0+w, ãäå u0 ≡ uε0 è w ∈ V � íåèçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ u = u0 +w â (2.15), (2.13), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

ν(∇w,∇v) + ((u0 · ∇)w,v) + ((w · ∇)u0,v) + ((w · ∇)w,v) =

= ⟨f1,v⟩+ (β(φ, ·)φG,v) ∀v ∈ V, (2.17)

(λ∇φ,∇h) + (k(φ, ·)φ, h)+

+(u0 · ∇φ, h) + (w · ∇φ, h) = ⟨f, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω). (2.18)

Çäåñü

⟨f1,v⟩ = ⟨f ,v⟩ − ν(∇u0,∇v)− ((u0 · ∇)u0,v), (2.19)

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥f1∥−1,Ω ≤Mf1 = ∥f∥−1,Ω + νCε0∥g∥1/2,Γ + γ1C
2
ε0
∥g∥21/2,Γ. (2.20)
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Ñëîæèâ (2.17), (2.18), ïîëó÷àåì

a((w, φ), (v, h)) + ((u0 · ∇)w,v) + ((w · ∇)u0,v)+

+((w · ∇)w,v)− (β(φ, ·)φG,v) + (k(φ, ·)φ, h)+

+(u0 · ∇φ, h) + (w · ∇φ, h) = ⟨F, (v, h)⟩H∗×H ∀(v, h) ∈ H. (2.21)

Çäåñü

a((w, φ), (v, h)) = ν(∇w,∇v) + (λ∇φ,∇h),

⟨F, (v, h)⟩H∗×H = ⟨f1,v⟩+ ⟨f, h⟩ ∀(v, h) ∈ W = V ×H1
0 (Ω).

Èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü è êîýðöèòèâíîñòü áèëèíåéíîé ôîðìû a íà

ïðîñòðàíñòâå H:

a((v, h), (v, h)) ≥ δ∗(∥v∥21,Ω + ∥h∥21,Ω) ∀(v, h) ∈ H, δ∗ = min{ν∗, λ∗}. (2.22)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2.21) ïðèìåíèì òåîðåìó Ëåðå�Øàóäåðà

(ñì. [18]). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì z = (w, φ) ∈ W è ââåäåì íåëèíåéíûé îïåðàòîð G ïî

ôîðìóëå

a(G(z), (v, h)) = ⟨F̃(z), (v, h)⟩H∗×H =

= ((u0 · ∇)w,v) + ((w · ∇)u0,v) + ((w · ∇)w,v)− (β(φ, ·)φG,v)+

+(k(φ, ·)φ, h) + (u0 · φ̃, h) + (w · ∇φ, h) = ⟨F, (v, h)⟩H∗×H ∀(v, h) ∈ W. (2.23)

Ñ ó÷åòîì (2.22), ïî òåîðåìå Ëàêñà�Ìèëüãðàìà èç (2.23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé

ïàðû z = (w, φ) ∈ W ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà s = (s1, s2) ∈ W è ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

a((s1, s2), (v, h)) = ⟨F̃(z), (v, h)⟩H∗×H ∀(v, h) ∈ W.

Â òàêîì ñëó÷àå, îïåðàòîð G, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (2.23), äåéñòâóåò èç W â W è

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ïàðå ôóíêöèé z = (w, φ) ∈ W ýëåìåíò G(z) ∈ W .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.21) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñó-

ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ z ∈ W îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

z+G(z) = 0 â W. (2.24)

Âû÷èòàÿ (2.23), çàïèñàííîãî äëÿ z = z2 ∈ W , èç (2.23) ïðè z = z1 ∈ W , ïîëó÷àåì

a(G(z1)−G(z2), (v, h)) = ((u0 · ∇)(w1 −w2),v) + (((w1 −w2) · ∇)u0,v)+

+((w1 · ∇)(w1 −w2),v) + (((w1 −w2) · ∇)w2,v)−

−[((β(φ1, ·)− β(φ2, ·))φ1G,v) + (β(φ2, ·)(φ1 − φ2)G,v)]+

+((k(φ1, ·)− k(φ2, ·))φ1, h) + (k(φ2, ·)(φ1 − φ2), h)+

+(u0 · ∇(φ1 − φ2), h) + ((w1 −w2) · ∇φ1, h)+
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+(w2 · ∇(φ1 − φ2), h) ∀(v, h) ∈ H1
0 (Ω)

3 ×H1
0 (Ω). (2.25)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1, íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (iv) è (vi), îöåíêó

(2.2), èç (2.25) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|a(G(z1)−G(z2), (v, h))| ≤ 2γ′1∥u0∥1,Ω∥w1 −w2∥L4(Ω)3∥v∥1,Ω+

γ′1(∥w1∥1,Ω + ∥w2∥1,Ω)∥w1 −w2∥L4(Ω)3∥v∥1,Ω+

+C6∥β(φ2, ·)∥L5/3(Ω)∥φ1 − φ2∥L5(Ω)∥v∥1,Ω+

+LβC6∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ2∥L6(Ω)∥v∥1,Ω+

γpLk∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ1∥1,Ω∥h∥1,Ω + C6∥k(φ2)∥L5/3(Ω)∥φ1 − φ2∥L5(Ω)∥h∥1,Ω+

+γ′2∥u0∥1,Ω∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥h∥1,Ω + γ′2∥w2∥1,Ω∥φ1 − φ2∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω+

+γ′2∥φ1∥1,Ω∥w1 −w2∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω ∀(v, h) ∈ W. (2.26)

Ïîëîæèì y = (v, h). Èç (2.26) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|a(G(z1)−G(z2),y)| ≤ (2γ′1∥u0∥1,Ω∥w1 −w2∥L4(Ω)3+

+γ′1(∥w1∥1,Ω + ∥w2∥1,Ω)∥w1 −w2∥L4(Ω)3+

+C6∥β(φ1, ·)∥L5/3(Ω)∥φ1 − φ2∥L5(Ω)+

+LβC6∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ2∥L6(Ω)+

+γpLk∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ1∥1,Ω + C6∥k(φ2)∥L5/3(Ω)∥φ1 − φ2∥L5(Ω)+

+γ′2∥u0∥1,Ω∥φ1 − φ2∥L4(Ω) + γ′2∥w2∥1,Ω∥φ1 − φ2∥L4(Ω)3+

+γ′2∥φ1∥1,Ω∥w1 −w2∥L4(Ω)3)∥y∥W ∀y ∈ W. (2.27)

Ïîëàãàÿ y = G(z1)−G(z2) â (2.27), ñ ó÷åòîì (2.22) ïðèõîäèì ê îöåíêå

∥G(z1)−G(z2)∥H ≤ 2γ′1∥u0∥1,Ω∥w1 −w2∥L4(Ω)3+

+γ′1(∥w1∥1,Ω + ∥w2∥1,Ω)∥w1 −w2∥L4(Ω)3+

+C6∥β(φ1, ·)∥L5/3(Ω)∥φ1 − φ2∥L5(Ω)+

+LβC6∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ2∥L6(Ω)+

+γpLk∥φ1 − φ2∥L4(Ω)∥φ1∥1,Ω + C6∥k(φ2)∥L5/3(Ω)∥φ1 − φ2∥L5(Ω)+

+γ′2∥u0∥1,Ω∥φ1 − φ2∥L4(Ω) + γ′2∥w2∥1,Ω∥φ1 − φ2∥L4(Ω)3+

+γ′2∥φ1∥1,Ω∥w1 −w2∥L4(Ω)3 . (2.28)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèé H1(Ω) ⊂ Lp(Ω) è H1(Ω)3 ⊂ Lp(Ω)3

ïðè p < 6, íåðàâåíñòâî (2.28) îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü è êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà G :

W → W .

Íàðÿäó ñ (2.24), ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

zµ + µG(zµ) = 0 in W, µ ∈ (0, 1]
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è âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî

a((wµ, φµ), (v, h)) + w((u0 · ∇)wµ,v) + w((wµ · ∇)u0,v)+

+w((wµ · ∇)wµ,v)− µ(β(φµ, ·)φµG,v) + µ(k(φµ, ·)φµ, h)+

+µ(u0 · ∇φµ, h) + µ(wµ · ∇φµ, h) = µ⟨F, (v, h)⟩H∗×H ∀(v, h) ∈ H. (2.29)

Ïîëàãàÿ v = 0 è h = φµ â (2.29) è ó÷èòûâàÿ (2.9), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(λ∇φµ,∇φµ) + µ(k(φµ, ·)φµ) = µ⟨f, φµ⟩. (2.30)

Ñ ó÷åòîì ëåììû 2.1 èç (2.30) âûâîäèì îöåíêó

∥φµ∥1,Ω ≤ µMφ, Mφ ≡ C∗∥f∥−1,Ω, µ ∈ (0, 1]. (2.31)

Ïîëàãàÿ v = wµ è h = 0 â (2.29) è ó÷èòûâàÿ (2.4), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(∇wµ,∇wµ) + µ((wµ · ∇)u0,wµ) = µ(β(φµ, ·)G,wµ) + µ⟨f1,wµ⟩. (2.32)

Èç (2.32) ñ ó÷åòîì ëåììû 2.2 è (2.16) è ñâîéñòâà (v) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(δ∗/2)∥wµ∥1,Ω ≤ µ(A∥φµ∥t1,Ω +B)∥φµ∥1,Ω + µMf1 . (2.33)

ãäå ïàðàìåòð Mf1 îïðåäåëåí â (2.20).

Ñ ó÷åòîì (2.31) îòñþäà ïðèõîäèì ê îöåíêå

∥wµ∥1,Ω ≤ µMw, Mw ≡ (2/δ∗)(AM
t
φ +B)Mφ +Mf1 . (2.34)

Èç (2.34) è (2.31) âûâîäèì

∥zµ∥1,Ω ≤ w(Mw +Mφ), µ ∈ (0, 1]. (2.35)

Èç îöåíêè (2.35) âûòåêàåò, ÷òî

∥zµ∥1,Ω ≤Mw +Mφ. (2.36)

Â òàêîì ñëó÷àå, â ñèëó òåîðåìû Ëåðå�Øàóäåðà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå z ∈ W îïå-

ðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.24), ýêâèâàëåíòíîãî çàäà÷å (2.21), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà (2.36).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå (u, φ) ∈ W çàäà÷è (2.13)�(2.15), ãäå

u = w + u0 è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥u∥1,Ω ≤Mu ≡Mw + Cε0∥g∥1/2,Γ, (2.37)

∥φ∥1,Ω ≤Mφ = C∗∥f∥−1,Ω. (2.38)

Â ñèëó (2.6), äëÿ äàâëåíèÿ p è äëÿ ëþáîãî (ïðîèçâîëüíî ìàëîãî) ÷èñëà δ > 0 ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ v0 ∈ H1
0 (Ω)

3, v0 ̸= 0 òàêàÿ, ÷òî

−(div v0, p) ≥ β3∥v0∥1,Ω∥p∥Ω, β3 = (β2 − δ) > 0.
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Ïîëàãàÿ v = v0 â (2.12), ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ëåììû 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî

β3∥v0∥1,Ω∥p∥Ω ≤ νC0∥v0∥1,Ω∥u∥1,Ω + γ1∥v0∥1,Ω∥u∥21,Ω+

+(A∥φ∥t1,Ω +B)∥φ∥1,Ω∥v0∥1,Ω + ∥f∥−1,Ω∥v0∥1,Ω.

Ðàçäåëèâ íà ∥v0∥1,Ω ̸= 0 è ó÷èòûâàÿ îöåíêè (2.37), (2.38), îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

∥p∥Ω ≤Mp = β−1
3 [(νC0 + γ1Mu)Mu + ∥f∥−1,Ω + (AM t

φ +B)Mφ]. (2.39)

Äàëåå óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.12)�(2.14).

Ïóñòü (ui, φi, pi) ∈ H1(Ω)3 × H1
0 (Ω) × L2

0(Ω), i = 1, 2, � ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.12)�(2.14).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòè

φ = φ1 − φ2 ∈ H1
0 (Ω), u = u1 − u2 ∈ V

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(λ∇φ,∇h) + (k(φ1, ·)φ, h) + (u1 · ∇φ, h) =

= −((k(φ1, ·)− k(φ2, ·))φ2, h)− (u · ∇φ2, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω), (2.40)

ν(∇u,∇v) + ((u1 · ∇)u,v) =

= (((β(φ1, ·)− β(φ2, ·))φ2G,v) + (β(φ1, ·)φG,v)−

−((u · ∇)u2,v) ∀v ∈ V. (2.41)

Ïîëàãàÿ h = φ â (2.40) è v = u â (2.41), èç ëåììû 2.1 ñ ó÷åòîì (2.2), ïðèõîäèì ê

îöåíêàì

λ∗∥φ∥1,Ω ≤ γpLkMφ∥φ∥1,Ω + γ2Mφ∥u∥1,Ω, (2.42)

ν∗∥u∥1,Ω ≤ β1LβMφ∥φ∥1,Ω + β1(AM
t
φ +B)∥φ∥1,Ω + γ1Mu∥u∥1,Ω. (2.43)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ìàëîñòè:

γ2Mφ + γ1Mu ≤ ν∗,

γpLkMφ + β1LβMφ + β1(AM
t
φ +B) < λ∗. (2.44)

Òîãäà èç îöåíîê (2.42) è (2.43) âûòåêàåò, ÷òî ∥φ∥1,Ω = 0 è ∥u∥1,Ω = 0 èëè φ1 = φ2 è

u1 = u2 â Ω.

Âû÷èòàÿ (2.12) ïðè (u2, φ2, p2) èç (2.12) ïðè (u1, φ1, p1) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

u = 0 è φ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü p = p1 − p2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−(p, div v) = 0 ∀v ∈ H1
0 (Ω)

3.

Òîãäà íà îñíîâàíèè (2.6) çàêëþ÷àåì, ÷òî p = 0, ò.å. p1 = p2.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(vi). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðå-

øåíèå (u, φ, p) ∈ H1(Ω)3 × H1(Ω) × L2
0(Ω) çàäà÷è 1, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(2.37), (2.38) è (2.39). Åñëè, ê òîìó æå, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.44), òî ñëàáîå ðå-

øåíèå çàäà÷è 1 åäèíñòâåííî.
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3 Ñâîéñòâà ñëàáîãî ðåøåíèÿ

Ïðèìåíèâ îòëè÷íûé îò [23] ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ìû äîêàçàëè ãëîáàëüíóþ ðàç-

ðåøèìîñòü çàäà÷è 1 áåç äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé íà åå èñõîäíûå äàííûå. Îäíàêî

â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå äëÿ êîíöåíòðàöèè φ ïîäîáíûõ òðåáîâàíèé

èçáåæàòü âðÿä ëè óäàñòñÿ. Íàïðèìåð, â [23] äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàí-

íûå êðàåâîé çàäà÷è îáåñïå÷èëè ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà ìèíèìóìà äëÿ òåìïåðàòóðû

ñðåäû (àíàëîã φ), ïðè ýòîì ôóíêöèÿ β(t) ñ÷èòàëàñü óáûâàþùåé.

Êîììåíòàðèé 3.1. Ïðè âûâîäå àïðèîðíûõ îöåíîê èç âàðèàöèîííîãî ðàâåíñòâà

(2.29) îöåíêà (2.31) äëÿ φµ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé. Ïðè íåîäíîðîäíîì óñëîâèè Äèðèõëå äëÿ

êîíöåíòðàöèè φ, âìåñòî (2.31) ïîëó÷àåòñÿ �ïðîìåæóòî÷íàÿ� îöåíêà âèäà (ñì. [30, 31]):

∥φµ∥1,Ω ≤ C̃∥wµ∥1,Ω

è ïðèìåíèòü óñëîâèÿ (v) äëÿ îöåíêè Lp-íîðìû ôóíêöèè β(φ, ·) íå óäàñòñÿ. Çäåñü æå

îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Øàóäåðà è âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåàðèçàöèþ,

ìû ñòîëêíåìñÿ ñ òîé æå ïðîáëåìîé è â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ φ.

Äåéñòâèòåëüíî, îöåíèòü ∥β(c, ·)∥Lp(Ω) äëÿ âñåõ c ∈ H1
0 (Ω), ãäå p > 5/3, â ñëàãàåìîì

(β(c, ·)φG,v) áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òàê æå íå óäàñòñÿ (ñì. [23], à òàê æå [29,31]).
Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.1), (1.2) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

u = g, φ = ψ íà Γ, (3.1)

ãäå ψ ∈ H1/2(Γ) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Íèæå íà çàäà÷ó (1.1), (1.2), (3.1) ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ f, f , β, k è g, ψ áóäåì

ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 2.

Ïîêàæåì äàëåå, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è 2 è, â ÷àñòíîñòè,

çàäà÷è 1, ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà äëÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(vii) ψmin ≤ ψ ≤ ψmax ï.â. íà Γ, fmin ≤ f ≤ fmax, λmin ≤ λ ≤ λmax ï.â. â Ω.

Çäåñü fmax � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à λmin è λmax � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Áóäåì òàê æå ñ÷èòàòü, ÷òî

(viii) íåëèíåéíîñòü k(φ, ·)φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

(k(φ1, ·)φ1 − k(φ2, ·)φ2, φ1 − φ2) ≥ 0 ∀φ1, φ2 ∈ H1(Ω).

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ðåàêöèè k èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(ix) k(φ,x) = a(x)k1(φ), ãäå k1(·) : R → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, 0 < amin ≤
a(x) ≤ amax <∞ ï.â. â Ω è ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèÿ

k1(s) s = fmax/amin è k1(t) t = fmin/amax, s, t ∈ (0,+∞)

èìåþò, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîìó ðåøåíèþ s∗ è t∗, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ðåçóëüòàòîâ [31] âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(ix) è ψ ∈ H1/2(Γ). Òîãäà åñëè ñó-

ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå (u, φ, p) ∈ H1(Ω)3 × H1(Ω) × L2
0(Ω) çàäà÷è 2, òî äëÿ åãî

êîìïîíåíòû φ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà:

m ≤ φ ≤M ï.â. â Ω,

M = max{ψmax,M1}, m = min{ψmin,m1}. (3.2)

Çäåñü M1 � ìèíèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ k1(M1)M1 = fmax/amin,

à m1 � ìàêñèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ k(m1)m1 = fmin/amax.

Çàìå÷àíèå 3.1. Äëÿ ñòåïåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåàêöèè ïàðàìåòðûM1 è m1 ëåãêî

âû÷èñëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ k(φ) = φ2 ïîëó÷àåì, ÷òî M1 = f
1/3
max è m1 = f

1/3
min.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(ix). Òîãäà äëÿ êîìïîíåíòû φ ñëàáî-

ãî ðåøåíèÿ (u, φ, p) ∈ H1(Ω)3×H1
0 (Ω)×L2

0(Ω) çàäà÷è 1 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà:

0 ≤ φ ≤M1 ï.â. â Ω, (3.3)

Çäåñü M1 � ìèíèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ k1(M1)M1 = fmax/amin.

Çàìå÷àíèå 3.2. Êàê âèäíî èç òåîðåì 3.1 è 3.2 ïðèíöèï ìàêñèìóì è ìèíèìóìà

äëÿ êîíöåíòðàöèè çàâèñèò îò âèäà êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè. Çäåñü îòìåòèì ðàáîòó [16],

â êîòîðîé óñòàíîâëåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåàêöèè áîëåå îáùåãî

âèäà.

Èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ïðè íåîäíîðîäíûõ óñëîâèÿõ äëÿ êîíöåíòðàöèè,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.1 ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, êàê â [23], ÷òî êîýôôèöèåíò ìàññîâîãî

ðàñøèðåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé óáûâàþùåé ôóíêöèåé β1(t), t ∈ R, c ìàêñèìóìîì
â òî÷êå t = m (ñì. òåîðåìó 3.1), ïîñêîëüêó êîíöåíòðàöèè íå îïóñòèòñÿ íèæå çíà÷åíèÿ

m. Ëèáî, íàîáîðîò, ôóíêöèÿ β(t) ìîæåò áûòü íå âîçðàñòàþùåé, òàêîé ÷òî β1max = β(M),

ïîñêîëüêó φ ≤M ï.â. â Ω

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê êîýôôèöèåíòó ìàññîâîãî ðàñ-

øèðåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà: β(φ,x) = a(x)β1(φ) + b(x), êîòîðûé äîïóñêàþò óñëîâèÿ

(iv), (v).

Íàêîíåö, áîëåå ãðóáîé àëüòåðíàòèâîé ïîäõîäó [23], ïðèìåíÿåìîìó ïðè íåîäíîðîäíîì

ãðàíè÷íîì óñëîâèè äëÿ êîíöåíòðàöèè èëè òåìïåðàòóðû, ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîñòü

êîýôôèöèåíòà β(φ, ·) ïî ñîîòâåòñòâóþùåé Lp�íîðìå.

4 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü è ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè ìàññîïåðåíîñà, îáîáùàþùåé ïðèáëèæåíèå Áóññè-

íåñêà. Îáîáùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ è ðåàê-

öèè â óðàâíåíèÿõ ìîäåëè íåëèíåéíî çàâèñÿò îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà. Ïðåäëîæåííûé

ìåòîä èñïîëüçóåò ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ íà èñõîäíûå äàííûå êðàåâîé çàäà÷è è ìî-

æåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ áëèçêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ ïîñòàíîâêà, ïî êðàéíåé
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ìåðå, íà ÷àñòè ãðàíèöû îäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå äëÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà (èëè

òåìïåðàòóðû æèäêîñòè). Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå áóäóò èñïîëüçîâàíû

äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà êîíöåíòðàöèè (èëè òåìïåðàòóðû), ïðåäñòàâëåííûå â ðàçä. 3.

Òàê æå îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [15,31] âûáîð ïðèíöèïà Ëåðå�Øàóäåðà ïðîäèêòîâàí

íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì Äèðèõëå äëÿ êîíöåíòðàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îí îáóñëîâëåí

çàâèñèìîñòüþ îò êîíöåíòðàöèè êîýôôèöèåíòà ìàññîâîãî ðàñøèðåíèÿ β.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ (� 075-01290-23-00) è ïðè

ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò � 075-02-2023-946).
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