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Òàêæå âïåðâûå âû÷èñëåíû âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ â òî÷êàõ,
áëèçêèõ ê íà÷àëüíîé, è äîêàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþ-
ùåå àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ïî äèàãîíàëè.
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Ââåäåíèå

�Øàøêè Ôåéíìàíà�� ýòî íàèáîëíåå ýëåìåíòàðíàÿ ìîäåëü äâè-
æåíèÿ ýëåêòðîíà. Ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà Ðè÷àðäîì Ôåéìàíîì â
1965 ãîäó [2]. Îíà èçâåñòíà òàêæå êàê îäíîìåðíîå êâàíòîâîå áëóæ-
äàíèå [1]. Ìîäåëü íàèáîëåå ïðèìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî îíà íàãëÿäíî
èëëþñòðèðóåò ìíîãèå áàçîâûå èäåè êâàíòîâîé òåîðèè è ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç àðõèòåêòóð óíèâåðñàëüíîãî êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà [7].
Àêòóàëüíûå îáçîðû ïðèâîäÿòñÿ â [3, 4, 6, 7].
Â îñíîâó äàííîé ðàáîòû ëåã èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Àìáàèíèñà è

åãî êîëëåã [1] î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ îäíîìåðíîãî
êâàíòîâîãî áëóæäàíèÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó ðàâíà 2

π
(òåîðåìà 1).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ýòà âåðî-
ÿòíîñòü ðàâíà 1 (òåîðåìà Ïîéà). Ìû ïðèâîäèì íîâîå ýëåìåíòàðíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà è îáîáùàåì åãî íà òî÷êè, áëèçêèå
ê íà÷àëüíîé (òåîðåìà 2).

Îïðåäåëåíèå ìîäåëè

Ìû íà÷íåì ñ íåôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè �øàøêè Ôåé-
íìàíà�, à çàòåì äàäèì òî÷íîå. Ýòîò ðàçäåë ïî÷òè ïîëíîñòüþ çàèì-
ñòâîâàí èç ðàáîòû [6].
Íà áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå øàøêà õîäèò íà ñîñåäíþþ ïî

äèàãîíàëè êëåòêó âëåâî-ââåðõ èëè âïðàâî-ââåðõ (ðèñ.1). Êàæäîìó
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Ðèñ. 1. [6] Ïóòè øàøåê

Ðèñ. 2. Ïóòè äëÿ ìîäåëè ñ ïîãëîùåíèåì

ïóòè s øàøêè ñîïîñòàâèì âåêòîð a(s) íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Â íà÷àëå äâèæåíèÿ ýòîò âåêòîð íàïðàâëåí ââåðõ è èìååò
äëèíó 1. Ïîêà øàøêà äâèæåòñÿ âäîëü ïðÿìîé, âåêòîð íå ìåíÿåò-
ñÿ, à ïîñëå êàæäîãî ïîâîðîòà øàøêè îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà 90◦ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå (íåçàâèñèìî îò òîãî, â êàêóþ ñòîðîíó ïîâåðíóëà
øàøêà). Â êîíöå äâèæåíèÿ âåêòîð ñæèìàåòñÿ 2(t−1)/2 ðàç, ãäå t �
îáùåå ÷èñëî õîäîâ øàøêè (ò.å. çàìåíÿåòñÿ íà âåêòîð òàêîãî æå íà-
ïðàâëåíèÿ, íî äëèíû 1/2(t−1)/2). Ïîëó÷åííûé â èòîãå âåêòîð è åñòü
a(s). Íàïðèìåð, äëÿ ïóòè íà ðèñ.1 ñëåâà âåêòîð a(s) = (1/8, 0).
Îáîçíà÷èì a(x, t) :=

∑
s a(s), ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì

ïóòÿì s øàøêè èç êëåòêè (0, 0) â êëåòêó (x, t), íà÷èíàþùèìñÿ ñ

õîäà âïðàâî-ââåðõ.
Íàïðèìåð, a(1, 3) = (0,−1/2)+ (1/2, 0) = (1/2,−1/2); ðèñ.1 ñïðà-

âà.
×èñëî P (x, t) = |a(x, t)|2 íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îáíàðóæå-

íèÿ ýëåêòðîíà â êëåòêå (x, t), åñëè îí èñïóùåí èç êëåòêè (0, 0).
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Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðîíà â êëåòêå (x, t) ïðè ïî-

ãëîùåíèè íà ïðÿìîé x = x0 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî âåðîÿòíîñòè
P (x, t), òîëüêî ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïóòÿì s, íå ïðîõîäÿ-
ùèì ÷åðåç êëåòêè âåðòèêàëè x = x0, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé êëåòîê. Îáîçíà÷èì ýòó âåðîÿòíîñòü ÷åðåç
P (x, t bypassx0). Íàïðèìåð, íà ðèñ. 2 êðàñíûé ïóòü ìû íå áóäåì
ó÷èòûâàòü ïðè ñóììèðîâàíèè, à çåëåíûé áóäåì. Ñîîòâåòñòâåííî,
äëÿ ìîäåëè ñ ïîãëîùåíèåì a(1, 3 bypass 0) = (1/2, 0).
Ðåçþìèðóåì ýòó êîíñòðóêöèþ â âèäå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóòü øàøêè � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öåëûõ òî÷åê ïëîñêîñòè òàêàÿ, ÷òî âåêòîð èç êàæäîé òî÷êè (êðîìå
ïîñëåäíåé) ê ñëåäóþùåé ðàâåí ëèáî (1, 1), ëèáî (−1, 1). Ïîâîðîò �
ýòî òàêàÿ òî÷êà ïóòè (íå ïåðâàÿ è íå ïîñëåäíÿÿ), ÷òî âåêòîð, ñîåäè-
íÿþùèé ýòó òî÷êó ñ ïðåäûäóùåé, îðòîãîíàëåí âåêòîðó, ñîåäèíÿþ-
ùåìó å¼ ñî ñëåäóþùåé. Ñòðåëêà (èëè àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè) �
ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî

a(x, t bypassx0) := 2(1−t)/2 i
∑
s

(−i)turns(s),

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì ïóòÿì s øàøêè èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó
(x, t), ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó (1, 1) è íå ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè
ïðÿìîé x = x0, êðîìå, áûòü ìîæåò, íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè
ïóòè, à turns(s) îáîçíà÷àåò îáùåå ÷èñëî ïîâîðîòîâ â s. Çäåñü è äàëåå
ïóñòàÿ ñóììà ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 0. Îáîçíà÷èì

P (x, t bypassx0) := |a(x, t bypassx0)|2.

Çíà÷åíèÿ a(x, t bypass 0) ïðè ìàëûõ x è t ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.

Èññëåäîâàíèå äàííîé ìîäåëè íà÷àëîñü ñî ñëåäóþùåãî ÿðêîãî ðå-
çóëüòàòà.

Òåîðåìà 1 (Àìáàèíèñ è äð., [1, òåîðåìà 8]). Äëÿ ëþáîãî öåëîãî

t > 0 âûïîëíåíî

a(0, t bypass 0) =


1√
2
, t = 2;

(−1)k(2kk )

(k+1)22k+3/2 , t = 4k + 4, ãäå k ∈ Z;
0, èíà÷å.

Áîëåå òîãî,
∞∑
t=1

P (0, t bypass 0) =
2

π
.
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Ðèñ. 3. Çíà÷åíèÿ a(x, t bypass 0) ïðè 0 ≤ x, t ≤ 5

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå � ýòî âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîíà â
íà÷àëüíîé òî÷êå. À äëèíû ñòðåëîê a(0, 4k+4bypass 0) îêàçûâàþòñÿ
ðàâíû ÷èñëàì Êàòàëàíà, äåëåííûì íà íåêîòîðûå ñòåïåíè äâîéêè.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìó 1 áîëåå ïðîñòûì ñïî-

ñîáîì, ÷åì â ñòàòüå [1]. À èìåííî, ìû äîêàæåì, ÷òî ñòðåëêè óäî-
âëåòâîðÿþò ðåêêóðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ, î÷åíü ïîõîæåìó íà ñîîò-
íîøåíèå äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà, ñ àíàëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì (ñð.
çàìå÷àíèå 1).
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó. Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî

ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå ãèïîòåçû Ã. Ìèíàåâûì è È. Ðóññêèõ â 2019
(÷àñòíîå ñîîáùåíèå).

Òåîðåìà 2.

∞∑
t=1

P (3, t bypass 3) = 2
∞∑
t=1

P (−1, t bypass−1) =

4
∞∑
t=1

P (2, t bypass 2)− 2 =
8

π
− 2.

Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïåðâîå ðàâåíñòâî, òàê êàê âòîðîå
è òðåòüå ëåãêî ñëåäóþò èç òåîðåìû 1 è ëåìì 2 è 3. Ïîõîæèå ÷èñëà
âîçíèêàþò äëÿ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Z2 [5, òàáëèöà 2].
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Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àìáàèíèñà è ñîàâòîðîâ

Äëÿ íîâîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëóäóþ-
ùàÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ èçâåñòíîìó ðåêêóðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ
äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 2 âûïîëíåíî:

a(0, 2n bypass 0) =
−1√
2

n−2∑
j=2

a(0, 2(n− j) bypass 0)a(0, 2j bypass 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. ðèñ. 4. Ðàññìîòðèì ïóòü p øàøêè èç òî÷êè
(0, 0) â òî÷êó (0, 2n), êîòîðûé íå èìååò äðóãèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ñ ïðÿìîé x = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 1 òàêîé ïóòü ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ x = 2 â òî÷êå (2, 2). Òàê êàê p çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïðÿìîé
x = 0, òî îí ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ x = 1 â åùå õîòÿ áû îäíîé òî÷êå
(1, 2j + 1), îòëè÷íîé îò (1, 1). Çäåñü j ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
îò 1 äî n−1. Âûáåðåì ñðåäè ýòèõ j íàèìåíüøåå. Ðàññìîòðèì îòîá-
ðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ïóòè p ñîïîñòàâëÿåò ïàðó ïóòåé (m, l),
ñòàðòóþùèõ èç (0, 0), ãäå ïóòü l ïîâòîðÿåò âñå õîäû ïóòè p ñî âòî-
ðîãî è äî (2j + 1)-ãî, à ïóòü m íà÷èíàåòñÿ ñ õîäà âïðàâî-ââåðõ, à
çàòåì ïîâòîðÿåò õîäû ïóòè p ñ (2j + 2)-ãî äî ïîñëåäíåãî.

Ðèñ. 4. Îòîáðàæåíèå ïóòåé (ñì. ëåììó 1)
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Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì
ïóòåé, äàþùèìè âêëàä â a(0, 2n bypass 0), è îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ
ïàð ïóòåé, äàþùèõ âêëàä â a(0, 2(n− j) bypass 0) è a(0, 2j bypass 0)
ñîîòâåòñòâåííî, ïî âñåì j îò 1 äî n − 1. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì îá-
ðàòíîå îòîáðàæåíèå, ò.å. ïî ëþáîé ïàðå (m, l) âîññòàíîâèì ïóòü p.
Ñäåëàåì èç òî÷êè (0, 0) ñíà÷àëà õîä âïðàâî-ââåðõ, çàòåì âñå õîäû
ïóòè l, à çàòåì õîäû ïóòè m, êðîìå ïåðâîãî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî-
ñòðîåííûé ïóòü ïðèõîäèò â òî÷êó (0, 2n) è îí âïåðâûå ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ x = 1 â òî÷êå (1, 2j + 1). ßñíî, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæå-
íèå îáðàòíî èñõîäíîìó, à çíà÷èò, îíè îáà � áèåêöèè.
Òîãäà ïðè j < n− 1 èìååì

−
√
2 a(p) = −i(−i)turns(p)21−n =

= i(−i)turns(m)21/2−n+ji(−i)turns(l)21/2−j = a(m)a(l),

òàê êàê ïóòü p èìååò òàêóþ æå äëèíó è íà îäèí ïîâîðîò áîëüøå,
÷åì l è m â ñóììå.
Åñëè æå j = n − 1, òî

√
2 a(p) = a(l)a(m), òàê êàê ïóòü p èìååò

òàêóþ æå äëèíó è íà îäèí ïîâîðîò ìåíüøå, ÷åì l è m â ñóììå.
Òîãäà, ñóììèðóÿ ïî âñåì ïóòÿì p, ïîëó÷àåì:

−
√
2 a(0, 2n bypass 0) =

n−2∑
j=1

a(0, 2(n− j) bypass 0)a(0, 2j bypass 0)−

−a(0, 2(n− 1) bypass 0)a(0, 2 bypass 0)

=
n−2∑
j=2

a(0, 2(n− j) bypass 0)a(0, 2j bypass 0).

�

Òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî äîêàçàòü òåîðåìó 1.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäå-
íèå äëÿ ÷åòíîãî t = 2n. Ñäåëàåì ýòî ïî èíäóêöèè.
Áàçó èíäóêöèè (n = 1 è 2) ëåãêî ïðîâåðèòü èç îïðåäåëåíèé. Äî-

êàæåì ïåðåõîä.
Åñëè n � ÷åòíîå áîëüøå äâóõ, òî

a(0, 2n bypass 0) =
−1√
2

n−2∑
j=2

a(0, 2(n− j) bypass 0)a(0, 2j bypass 0) =
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=
−1√
2

n−2∑
j=2

j ÷åòíîå

(−1)(n−j)/2−1
(

n−j−2
(n−j)/2−1

)
((n− j)/2)2n−j−1/2

·
(−1)j/2−1

(
j−2
j/2−1

)
(j/2)2j−1/2

=

=
(−1)n/2−1

(
n−2
n/2−1

)
(n/2)2n−1/2

.

Çäåñü ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1, âòîðîå � èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, à ïîñëåäíåå � èç ðåêóðåíòíîé ôîðìóëû äëÿ
÷èñåë Êàòàëàíà.
Åñëè æå n � íå÷åòíîå áîëüøå äâóõ, òî

a(0, 2n bypass 0) =
−2√
2

n−2∑
j=2

a(0, 2(n− j) bypass 0)a(0, 2j bypass 0) =

=
−2√
2

n−2∑
j=2

j ÷åòíîå

0 ·
(−1)j/2−1

(
j−2
j/2−1

)
(j/2)2j−1/2

= 0.

Ðàâåíñòâî
∑∞

t=1 P (0, t bypass 0) = 2
π
äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â

[1, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8]. �

Ïðèâåäåì òàêæå äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, êîòîðîå ïî-
êàçûâàåò, îòêóäà áåðåòñÿ ôîðìóëà.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ A(q) =

∑∞
n=1 a(0, 2n bypass 0)q

n. Òîãäà èç ëåììû 1 ëåãêî ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ A(q):

A(q) =
−1√
2
A(q)2 + qA(q) +

q√
2
.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî A(q), ïîëó÷àåì:

A(q) =
q − 1±

√
1 + q2√

2
.

Çàìåòèì, ÷òî íàì ïîäõîäèò A(q) =
q−1+
√

1+q2√
2

, òàê êàê A(0) = 0.

Ðàñêëàäûâàÿ A(q), ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî. �

Çàìå÷àíèå 1. Â ñòàòüå [1, (19)] èñïîëüçîâàëîñü áîëåå ñëîæíîå ñî-
îòíîøåíèå f(z) = z − z(zf(z) + zf(z)2 + zf(z)3 + ...), ãäå f(z) =
−A(−2z2)√

2z
. Äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïîõîæàÿ èäåÿ, íî ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ âåðòèêàëüþ x = 1 è ïóòü
ðàçáèâàëñÿ íà k ìåíüøèõ ïóòåé, ãäå k - ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ f(z) èç ñîîòíîøåíèÿ òðåáîâàëèñü äîïîëíèòåëüíûå
øàãè, êîòîðûå â íàøåé ñèòóàöèè íå ïîíàäîáèëèñü.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû � òåîðåìó 2. Íàì
ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.

Ðèñ. 5. Îòîáðàæåíèå ïóòåé (ñì. ëåììó 2)

Ëåììà 2. Ïðè t > 2 âåðíî ðàâåíñòâî a(−1, t bypass−1) =
√
2 a(0, t+

1bypass 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó ïóòÿìè, äàþùèìè âêëàä
â a(0, t+1bypass 0), è ïóòÿìè, äàþùèìè âêëàä â a(−1, t bypass−1).
Ðàññìîòðèì ïóòü s, äàþùèé âêëàä â a(0, t + 1bypass 0), è ïîñòðî-
èì ïî íåìó ïóòü s′, äàþùèé âêëàä â a(−1, t bypass−1), ñäâèíóâ s
íà âåêòîð (−1,−1) è óäàëèâ ïåðâûé õîä (êàê íà ðèñ. 5). Çàìåòèì,
÷òî äëÿ t > 2 ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå s 7→ s′ � áèåêöèÿ, òàê
êàê åñëè áû ïîñòðîåííûé ïóòü s′ íà÷èíàëñÿ ñ õîäà âëåâî-ââåðõ,
òî s ïðîõîäèë áû ÷åðåç òî÷êó (0, 2) è íå ìîã áû äàâàòü âêëàä â
a(0, t+ 1bypass 0). Èç òîãî, ÷òî ïóòü s′ êîðî÷å íà îäèí øàã, ñëåäó-
åò ðàâåíñòâî

√
2a(s) = a(s′). Ñóììèðóÿ ïî âñåì ïóòÿì, ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ëåììà 3. Ïðè t > 2 âåðíî ðàâåíñòâî a(2, t bypass 2) = −i a(0, t bypass 0).
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Ðèñ. 6. Îòîáðàæåíèå ïóòåé (ñì. ëåììó 3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó ïóòÿìè, äàþùèìè âêëàä
â a(0, t bypass 0), è ïóòÿìè, äàþùèìè âêëàä â a(2, t bypass 2). Ðàñ-
ñìîòðèì ïóòü s, äàþùèé âêëàä â a(0, t bypass 0), è ïîñòðîèì ïî íåìó
ïóòü s′, äàþùèé âêëàä â a(2, t bypass 2), ïîëó÷àþùèéñÿ èç s îòðà-
æåíèåì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 1, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî õîäà (êàê
íà ðèñ. 6).
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áèåêöèÿ. Áîëåå òîãî, âåðíî −i a(s) = a(s′),

åñëè s è s′ íå çàêàí÷èâàëèñü íà ãîðèçîíòàëè t = 2. Ñóììèðîâàíèå
ïî ïóòÿì s è s′ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �

Ëåììà 4. Ïðè t > 3 âåðíî ðàâåíñòâî

a(3, t bypass 3) =
√
2 a(2, t− 1 bypass 2)− i a(−1, t bypass−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ïóòè, äàþùèå âêëàä â a(3, t bypass 3),
íà äâà ìíîæåñòâà:
R � ìíîæåñòâî ïóòåé, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ äâóõ õîäîâ âïðàâî-

ââåðõ;
L � ìíîæåñòâî ïóòåé, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ õîäà âïðàâî-ââåðõ,

à çàòåì èäåò õîä âëåâî-ââåðõ.
Ïîñòîðèì áèåêöèþ ìíîæåñòâà R è ìíîæåñòâà ïóòåé, äàþùèõ

âêëàä â a(2, t − 1 bypass 2), óáèðàÿ ïåðâûé õîä è ñäâèãàÿ ïóòü íà
âåêòîð (−1,−1).
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Ðèñ. 7. Îòîáðàæåíèå ïóòåé (ñì. ëåììó 4)

Ñóììèðóÿ ïî âñåì òàêèì ïóòÿì, ïîëó÷àåì∑
s∈R

a(s) =
a(2, t− 1 bypass 2)√

2
.

Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìíîæåñòâà L è ìíîæåñòâà ïóòåé, íà÷èíàþ-
ùèõñÿ äâóìÿ õîäàìè âïðàâî-ââåðõ è äàþùèìè âêëàä â a(−1, t bypass−
1). Äëÿ ýòîãî îòðàçèì ïóòü èç L, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî õîäà, îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìîé x = 1 (Ýòî îòîáðàæåíèå îáàòíî èçîáðàæåííîìó
íà ðèñ. 6). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

∑
s∈L a(s) îñòàåòñÿ ïîñ÷èòàòü ñóììó

ïî ïóòÿì, êîòîðûå äàþò âêëàä â a(−1, t bypass − 1) è íà÷èíàþòñÿ
ñ õîäà âïðàâî-ââåðõ, à çàòåì èäåò õîä âëåâî-ââåðõ. Ýòè ïóòè ìû
îòîáðàçèì â ïóòè, êîòîðûå äàþò âêëàä â a(2, t− 1 bypass 2), óáðàâ
ïåðâûé õîä è ñäåëàâ ñäâèã íà âåêòîð (−1,−1), à çàòåì îòðàæåíèå
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 0 (êàê íà ðèñ. 7). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì∑

s∈L

a(s) = −i a(−1, t bypass−1) + 1√
2
a(2, t− 1 bypass 2).

Ïðèáàâëÿÿ âû÷èñëåííóþ ðàíåå ñóììó ïî s ∈ R, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå óòâåðæäåíèå. �
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè t > 3 âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

a(3, t bypass 3) = −i
√
2 a(0, t+ 1bypass 0)− i

√
2 a(0, t− 1 bypass 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììàì 2 � 4 èìååì

a(3, t bypass 3) =
√
2 a(2, t− 1 bypass 2)− i a(−1, t bypass−1) =

= −i
√
2 a(0, t+ 1bypass 0)− i

√
2 a(0, t− 1 bypass 0).

�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî a(0, 4k+

4bypass 0) =
(−1)k(2kk )

(k+1)22k+3/2 , à a(0, 4k+ 2bypass 0) = 0 ïðè öåëûõ k > 0.

Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì

P (3, 4k + 1bypass 3) = 2|a(0, 4k bypass 0)|2

, à

P (3, 4k + 3bypass 3) = 2|a(0, 4(k + 1) bypass 0)|2.

Òàê êàê
∞∑
t=1

P (0, t bypass 0) =
2

π

ïî òåîðåìå 1, òî ∑
t∈Z

P (3, t bypass 3) =

=
∑
t>3

2|a(0, t+1bypass 0)|2+
∑
t>3

2|a(0, t−1 bypass 0)|2+P (3, 3 bypass 3) =

= 2

(
∞∑
t=1

P (0, t bypass 0)− P (0, 2 bypass 0)− P (0, 4 bypass 0)

)
+

+2

(
∞∑
t=1

P (0, t bypass 0)− P (0, 2 bypass 0)

)
+ P (3, 3 bypass 3) =

= 2

(
2

π
− 1

2
− 1

8

)
+ 2

(
2

π
− 1

2

)
+

1

4
=

8

π
− 2.

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà â òåîðåìå ïðÿìî ñëåäóþò èç òåîðåìû 1 è
ëåìì 2 è 3. �
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Âàðèàöèè

Â çàêëþ÷åíèå äîêàæåì åùå îäíó ðåêêóðåíòíóþ ôîðìóëó.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ x0 ≤ 0 è n > max{1− x0, 2} âûïîë-
íåíî

a(x0, 2n+x0 bypassx0) =
n∑
x=2

2−x/2Im a(x0+x, 2n−x+x0 bypassx0) =

= −
n−1∑
x=2

2−x/2−1Re a(x0 + x, 2n− 2− x+ x0 bypassx0).

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ìîäåëè áåç ïîãëîùåíèÿ (ñì. íà÷àëî ðàçäåëà
�Îïðåäåëåíèå ìîäåëè�) ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäñêàçûâàåò ïî-
õîæåå ðàâåíñòâî, îòëè÷àþùååñÿ ëèøü ñòåïåíüþ äâîéêè âî âòîðîé
ñóììå è ïðåäåëàìè ñóììèðîâàíèÿ:

a(0, 2n) =
n∑
x=2

2−x/2Im a(x, 2n− x)) = −
n−1∑
x=2

2−x/2Re a(x, 2n− 2− x).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà 3 íå ìîæåò áûòü íàïðÿìóþ âûâåäå-
íà èç ðåêêóðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ [6, Ïðåäëîæåíèå 5], òàê êàê ýòî
ñîîòíîøåíèÿ îäèíàêîâî äëÿ ìîäåëåé áåç ïîãëîùåíèÿ è ñ ïîãëîùå-
íèåì. Çäåñü ïåðâîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 5, à
âòîðîå ìû íå óìååì äîêàçûâàòü.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî òåîðåìû 3 ïî÷òè î÷åâèäíî.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî x0 ≤ 0 è n > −x0 âûïîëíåíî

a(x0, 2n+ x0 bypassx0) =
n∑
x=2

2−x/2Im a(x0 + x, 2n− x+ x0 bypassx0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâ¼ì ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ìíîæåñòâî òî÷åê,
èç êîòîðûõ ìîæíî ïîïàñòü â òî÷êó (x0, 2n+x0), äâèãàÿñü âñå âðåìÿ
âëåâî-ââåðõ, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (x0 + x, 2n−
x + x0), ãäå x ïðîáåãàåò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïóòü øàøêè, äàþùèé âêëàä â
a(x0, 2n+ x0 bypassx0) ïðèõîäèò â òî÷êó (x0, 2n+ x0) ñïðàâà-ñíèçó,
à çíà÷èò îí îáÿçàí ïðîõîäèòü ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî êàê òîëüêî ïóòü ïîïàäàåò íà ãëàâíóþ äèàãîíàëü, îí äâèæåò-
ñÿ â òî÷êó (x0, 2n + x0) â îäíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî,
÷òî â òî÷êó (x0 + 1, 2n + x0 − 1) îïèñàííûé ïóòü ïðèéòè ñëåâà-
ñíèçó íå ìîæåò, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå îí ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(x0, 2n + x0 − 2). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè x > n ïóòåé ÷åðåç
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òî÷êó (x0+x, 2n−x+x0) íå ñóùåñòâóåò, à ïðè x ≤ n è n > −x0 âñå
ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíû. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà â òåîðåìå 3 íàì ïîòðå-
áóåòñÿ íåñêîëüêî íîâûõ îáîçíà÷åíèé. Êàæäîìó ïóòè s øàøêè ìû
ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è åäèíèö, çàïèñûâàÿ "1"
ïîñëå êàæäîãî õîäà âïðàâî-ââåðõ è "0" ïîñëå õîäà âëåâî-ââåðõ. Íà-
çîâåì ñîïîñòàâëåííóþ ïóòè s ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî äâîè÷íîé çà-

ïèñüþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(x, t) ìíîæåñòâî ïóòåé øàøêè, íà÷èíàþùèõ-

ñÿ â òî÷êå (0, 0) ñ õîäà âïðàâî-ââåðõ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ â òî÷êå (x, t)
è íå ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìóþ x = x0, êðîìå áûòü ìîæåò, íà÷àëüíîé è
êîíå÷íîé òî÷êè, äâîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé 11000 èëè 10100.

Ëåììà 6. Ïðè ëþáûx x, t > 0 è x0 ≤ 0 âåðíî, ÷òî a(x, t bypassx0) =∑
s∈M(x,t) a(s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî ïóòåé øàøêè,
íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå (0, 0) ñ õîäà âïðàâî-ââåðõ, çàêàí÷èâàþùèõñÿ
â òî÷êå (x, t) è íå ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìóþ x = x0, êðîìå áûòü ìîæåò,
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè, â äâîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷à-
åòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 11000, ïðè÷¼ì âïåðâûå îíà âñòðå÷àåò-
ñÿ íå ïîçæå 10100, åñëè ÷èòàòü ñëåâà íàïðàâî. Àíàëîãè÷íî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç A0 ìíîæåñòâî ïóòåé, â äâîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ âñòðå-
÷àåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü 10100, ïðè÷¼ì âïåðâûå îíà âñòðå÷à-
åòñÿ íå ïîçæå 11000.
Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìíîæåñòâà A1 è ìíîæåñòâà A0. Ïóñòü ïóòü

s ∈ A1 èìååò äâîè÷íóþ çàïèñü a1...ai11000ai+6...at, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü a1...ai íå ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè 11000 èëè 10100.
Òîãäà îòîáðàçèì s â ïóòü s′, èìåþùèé çàïèñü a1...ai10100ai+6...at.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî s′ ∈ A0. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñîïîñòàâëåíèå � áèåê-
öèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïóòè s1 ñ çàïèñüþ a1...ai11000ai+6...at è s2
ñ çàïèñüþ b1...bk11000bk+6...bt îòîáðàçèëèñü â îäèí ïóòü s′, ïðè÷¼ì
i < k. Òîãäà â çàïèñè ïóòè s′ åñòü äâå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè 10100, èíà÷å b1...bk ñîäåðæèò 11000, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ïîñòðîåíèþ. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
10100 â îäíîé äâîè÷íîé çàïèñè ïåðåñåêàòüñÿ íå ìîãóò. Òàêæå èç
òîãî ÷òî x0 < 0 î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäûé ïóòü ñîäåðæàùèé 10100
ïåðåõîäèò êàêîé-ëèáî ïóòü ñîäåðæàùèé 11000. Çíà÷èò, ïîëó÷åííîå
ñîïîñòàâëåíèå � áèåêöèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ çà-
ìåòèòü, ÷òî a(s) = −a(s′), òàê êàê s′ ñîäåðæèò íà äâà ïîâîðîòà
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áîëüøå, à çíà÷èò,

a(x, t, bypass , x0) =
∑

s∈M(x,t)

a(s) +
∑
s∈A1

a(s) +
∑
s∈A0

a(s) =
∑

s∈M(x,t)

a(s).

�

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî x0 > 0 è n > 1 − x0 èëè n > 2 ïðè x0 = 0
äâîè÷íàÿ çàïèñü ëþáîãî ïóòè èç ìíîæåñòâà M(x0, 2n+x0) çàêàí-
÷èâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 0010...0, â êîíöå êîòîðîé äâà èëè

áîëüøå íóëåé .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïóòü ïðèøåë â òî÷êó (x0, 2n+
x0), òî, òàê êàê x0 < 0, îí ïðèøåë ñïðàâà, à çíà÷èò èìååò êîíåö 0..0
ñîäåðæàùèé õîòÿ áû äâà 0, èíà÷å ïóòü ïðîõîäèë áû ÷åðåç òî÷êó
(x0, 2n + x0 − 2). Åñëè ïóòü çàêàí÷èâàåòñÿ õîòÿ áû òðåìÿ 0 è ïðè
ýòîì ëåæèò â M(x0, 2n+x0), òî åãî êîíåö èìååò âèä 0010...0, èíà÷å
îí ñîäåðæàë áû 11000 èëè 10100, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ïîñòðîåíèþ
ìíîæåñòâàM(x0, 2n+x0), èëè èìåë áû âèä 10...0, íî òîãäà n = 1−x0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ ëåììû. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àé, êîãäà ïóòü çàêàí÷èâàåòñÿ äâóìÿ 0. Òîãäà åãî êîíåö íå ìîæåò
èìåòü âèä 1100, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(x0, 2n+ x0 − 4). Òàêæå ïóòü íå ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ 10100, à çíà-
÷èò, çàêàí÷èâàåòñÿ 00100. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
âûøå òî÷êè îòëè÷íû îò (0, 0), ÷òî âåðíî ïðè x0 6= 0 èëè n > 2. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïî ëåììå 6 èìååì

a(x0, 2n+ x0 bypassx0) =
∑

s∈M(x0,2n+x0)

a(s),

à ïî ëåììå 7 äâîè÷íàÿ çàïèñü ëþáîãî ïóòè èçM(x0, 2n+x0) çàêàí-
÷èâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 0010...0. Òîãäà ïóòè s ∈ M(x0, 2n +
x0) ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ a1...a2n−x0−x−30010..0 ñîïîñòàâèì ïóòü s′ ∈
M(x0+x, 2n−x0−x−2) ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ a1...a2n−x0−x−30. Ñóììè-
ðóÿ ïî âñåì ïóòÿì, ïîëó÷àåì âòîðîå ðàâåíñòâî èç òåîðåìû. Ïåðâîå
ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 5. �

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè è ìàòåìàòèêè �Áàçèñ� � 21-7-2-19-1.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] A. Ambainis, E. Bach, A. Nayak, A. Vishwanath, J. Watrous, One-dimensional
quantum walks, Proc. of the 33rd Annual ACM Symposium on Theory of
Computing (2001), 37�49.

14



[2] R.P. Feynman, A.R. Hibbs, Quantum mechanics and path integrals, New York,
McGraw-Hill, 1965.

[3] J. Kempe, Quantum random walks: an introductory overview, Contemp. Phys.
50:1 (2009), 339-359.

[4] C. Liu, N. Petulante, Weak limits for quantum walks on the half-line,
International Journal of Quantum Information, 11.06(2013): 1350054.

[5] M. Skopenkov, A. Pakharev, A. Ustinov, Through the resisting net, Mat. Prosv.
3rd ser., 18 (2014), 33�65.

[6] M. Skopenkov, A. Ustinov, Feynman checkers: towards algorithmic quantum
theory, Russian Math. Surveys 77:3(465) (2022), 73-160.

[7] S.E. Venegas-Andraca, Quantum walks: a comprehensive review, Quantum Inf.
Process. 11 (2012), 1015�1106.

15


	Введение
	Определение модели
	Новое доказательство теоремы Амбаиниса и соавторов
	Доказательство основного результата
	Вариации
	Благодарности
	Список литературы

