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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ НАД
РАЗЛИЧНЫМИ КЛАССАМИ КОНЕЧНЫХ МАТРОИДОВ

А.В. ИЛЬЕВ

Abstract. In the paper, it is proved that the problem of checking
compatibility of a finite system of equations over a matroid of rank not
exeeding k is NP-complete for k > 2. Moreover, it is proved that the
problem of checking compatibility of a finite system of equations over a
k-uniform matroid is also NP-complete for k > 2, and the problem of
checking compatibility of a finite system of equations over a partition
matroid of rank not exeeding k is polynomially solvable for k = 2 and
NP-complete for k > 3.
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1. Введение

Решение систем уравнений над вещественными, комплексными, рациональ-
ными и целыми числами является традиционным направлением исследований
в алгебраической геометрии, которому посвящены многочисленные теорети-
ческие и практические исследования. Алгоритмические проблемы, связанные
с решением систем уравнений, чаще всего оказываются либо неразрешимы-
ми, либо разрешимыми, но вычислительно трудными. Из наиболее известных
неразрешимых проблем можно выделить проблему решения полиномиальных
уравнений над кольцом целых чисел [1]. К числу разрешимых проблем, име-
ющих экспоненциальную сложность, относится проблема решения систем по-
линомиальных уравнений над полями комплексных и вещественных чисел [2]
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и проблема решения систем полиномиальных уравнений над конечными поля-
ми, которая эквивалентна NP-полной проблеме выполнимости булевых фор-
мул [3].

В последние годы в алгебраической геометрии активно изучаются системы
уравнений над произвольными алгебраическими системами, где уравнениями
являются атомарные формулы языка алгебраической системы [4]. И в рам-
ках этого направления исследований также естественным образом возникают
вопросы разрешимости и вычислительной сложности алгоритмических про-
блем. Например, было доказано, что проблема совместности систем уравнений
над конечными частично упорядоченными множествами является NP-полной
в том случае, когда проверяется существование решения, состоящего из по-
парно различных элементов частично упорядоченного множества [5], или что
экзистенциальная теория класса всех конечных полей является NP-трудной,
а универсальная теория этого класса является co-NP-трудной [6].

Кроме того, ряд результатов был получен и для обыкновенных графов и
матроидов. Вопросы разрешимости универсальных теорий различных классов
графов, которые имеют тесную связь с решением систем уравнений над конеч-
ными графами, подробно рассматривались в [7]. Затем предлагался алгоритм
решения системы уравнений над произвольным конечным графом, который
находил её общее решение — координатный граф [8]. В дальнейшем была под-
считана вычислительная сложность этого алгоритма и доказывалось, что за-
дача проверки совместности конечной системы уравнений над обыкновенным
графом является NP-полной [9]. Для различных классов матроидов вопросы
аксиоматизируемости и разрешимости их универсальных теорий были рассмот-
рены в [10, 11, 12].

В настоящей работе исследуются конечные системы уравнений над графа-
ми и матроидами. Доказано, что распознавательный вариант задачи о p-рас-
краске графа полиномиально сводится к задаче проверки совместности систе-
мы уравнений над конечным полным p-дольным графом, откуда следует её
NP-полнота при p > 3. В свою очередь, эта задача полиномиально сводится
к частному случаю задачи проверки совместности системы уравнений над ко-
нечным матроидом ранга, не превосходящего k, которая, таким образом, тоже
является NP-полной задачей при k > 2. Помимо этого, показано, что задача
проверки совместности системы уравнений над конечным k-однородным мат-
роидом также NP-полна при k > 2, а задача проверки совместности системы
уравнений над конечным матроидом разбиения ранга, не превосходящего k,
полиномиально разрешима при k = 2 и NP-полна при k > 3.

2. Предварительные сведения

Поскольку в данной работе рассматриваются только алгебраические систе-
мы, языки которых не содержат функциональных символов, то здесь и далее
все определения адаптированы под предикатный случай.

Множество TL(X) термов языка L от переменных из множества X состоит
из всех переменных x ∈ X и всех констант c ∈ C языка L. Множество AtL(X)
атомарных формул языка L от переменных из множества X состоит из всех
формул вида ti = tj иR(t1, t2, ..., tk), где t1, t2, ..., tk ∈ TL(X), аR(x1, x2, ..., xk)—
предикат языка L. Атомарные формулы называются уравнениями, а произ-
вольные подмножества S ⊆ AtL(X) — системами уравнений языка L.
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Для обыкновенных графов и матроидов мы сначала вспомним их традици-
онные определения, а затем зададим эти объекты как бесконечные алгебраи-
ческие системы.

Граф — это пара G = (V,E), где V — непустое множество элементов, называ-
емых вершинами, a E — множество неупорядоченных пар различных элемен-
тов из V , называемых рёбрами. Если (u, v) ∈ E, то вершины u и v называются
смежными.

Граф— это алгебраическая система G = 〈V,LE〉, носитель которой V — непу-
стое не более чем счётное множество, а язык LE = 〈E,=〉 состоит из бинарного
предиката смежности вершин и предиката равенства, причём предикат смеж-
ности является иррефлексивным и симметричным, т. е. удовлетворяет услови-
ям:

1) ∀x ¬E(x, x) (иррефлексивность);
2) ∀x∀y (E(x, y)→ E(y, x)) (симметричность).
Понятие матроида впервые было введено в [13] и охватывало только конеч-

ный случай.
Матроид — это пара M = (U, I), где U — непустое конечное множество,

I — непустое семейство его подмножеств (называемых независимыми), обла-
дающее свойствами:

(I1) если I ∈ I, J ⊆ I, то J ∈ I (наследственность);
(I2) для любых I, J ∈ I таких, что |J | = |I|+1, существует элемент j ∈ J \I,

для которого I ∪ {j} ∈ I (пополнение).
Максимальные независимые подмножества множества A ⊆ U называются

базами множества A. Максимальные независимые подмножества множества U
называются базами матроида M . Напомним, что в матроиде все базы любо-
го множества равномощны. Рангом r(A) множества A называется мощность
любой базы A. Число r(M) = r(U) называется рангом матроида M .

В литературе наряду с конечными рассматриваются также бесконечные мат-
роиды. Пусть k ∈ N — фиксированное число. В общем случае матроид ранга,
не превосходящего k, — это пара M = (U, I), где U — непустое (возможно,
бесконечное) множество, I — непустое семейство его независимых подмно-
жеств, обладающее свойствами наследственности, пополнения, а также свой-
ством (I3):

(I3) |I| 6 k для всех I ∈ I.
Чтобы определить класс матроидов фиксированного ранга k ∈ N, в приве-

дённом выше определении условие (I3) нужно заменить на условие (I3′):
(I3′) r(M) = k.
Матроид ранга, не превосходящего k, — это алгебраическая система

M = 〈U,LIk〉, где U — непустое не более чем счётное множество, а язык
LIk = 〈I0, I1, ..., Ik,=〉 состоит из k+1 предиката независимости, местность каж-
дого из которых совпадает с его порядковым номером, и предиката равенства,
причём предикаты независимости удовлетворяют условиям неупорядоченно-
сти и неповторения элементов, наследственности и пополнения:
• ∀x1 ... ∀xn [In(x1, ..., xn) →

∧
π
In(π(x1), ..., π(xn))], где π пробегает по всем

перестановкам элементов x1, ..., xn, n ∈ {1, ..., k};
• ∀x1 ... ∀xn [In(x1, ..., xn)→

∧
i 6=j

(xi 6= xj)], n ∈ {1, ..., k};
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• ∀x1 ... ∀xn [(In(x1, ..., xn) → In−1(x2, ..., xn) ∧ In−1(x1, x3, ..., xn) ∧ ... ∧
In−1(x1, ..., xn−1)) ∧ I0], n ∈ {2, ..., k};
• ∀x1 ... ∀xn ∀y1 ... ∀yn+1 [ In(x1, ..., xn) ∧ In+1(y1, ..., yn+1) →∨

i∈{1,...,n+1}
In+1(x1, ..., xn, yi) ], n ∈ {1, ..., k − 1}.

Чтобы определить матроид фиксированного ранга k, в приведённое выше
определение нужно добавить ещё одну аксиому:
• ∃x1 ... ∃xk Ik(x1, ..., xk).
В дальнейшем в работе будут использоваться следующие обозначения си-

стем уравнений.
SG — система уравнений языка LE над графом G. Каждая такая система

состоит из уравнений вида E(xi, xj), E(xi, vj), E(vi, vj), xi = xj , xi = vj , vi = vj .
SM,k — система уравнений языка LIk над матроидом M . Каждая такая си-

стема состоит из уравнений вида I0, I1(xi), I1(uj), I2(xi, xj), I2(xi, uj),
I2(ui, uj), ..., Ik(xi1 , xi2 , ..., xik), Ik(xi1 , ..., xik−1

, uj1), ..., Ik(xi1 , uj1 , ..., ujk−1
),

Ik(uj1 , uj2 , ..., ujk), xi = xj , xi = uj , ui = uj .
Отметим, что при k1 < k2 для любой системы уравнений SM,k1 существует

система уравнений SM,k2 такая, что SM,k1 совпадает с SM,k2 .
Мы будем рассматривать только конечные системы уравнений диофантовых

языков, т. е. таких языков, в которых множество констант совпадает с множе-
ством элементов алгебраической системы.

3. Совместность систем уравнений над полными многодольными
графами

Граф G называется p-дольным, если множество его вершин можно разбить
на p непересекающихся подмножеств — долей так, что каждое ребро в G соеди-
няет какую-нибудь вершину одной доли с какой-либо вершиной другой доли.
Граф G называется полным p-дольным, если он является p-дольным графом и
любые его две вершины из разных долей смежны.

Мы будем называть графом системы уравнений SG, состоящей из уравнений
вида E(xi, xj), граф H = (VX , EX), в котором множество вершин VX взаимно
однозначно соответствует множеству переменных X, а множество рёбер EX
определяется уравнениями системы SG.

Лемма 1. Система SG, состоящая из уравнений вида E(xi, xj), совместна
над полным p-дольным графом G тогда и только тогда, когда p > q, где q —
минимальное количество долей, на которые можно распределить вершины
графа системы SG.

Доказательство. 1) Необходимость. Как и в случае произвольного графа G,
переменные {xi} системы уравнений SG, принимающие попарно различные
значения на графе G, и уравнения E(xi, xj) образуют граф, изоморфный ка-
кому-то подграфу графа G. При этом переменные {xj}, принимающие одина-
ковые значения на графе G, попадают в одну долю графа системы SG. Следо-
вательно, p > q.

2) Достаточность. Положим, что переменные {xi}, попавшие в одну долю
графа системы уравнений SG, принимают одинаковые значения на графе G.
Тогда достаточным условием совместности системы SG над графом G будет
наличие в нём клики размера q. Так как G — полный p-дольный граф, то
такая клика очевидным образом существует при p > q. �
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Минимальное количество долей, на которые можно распределить верши-
ны произвольного графа, равно минимальному числу цветов, в которое мож-
но раскрасить вершины графа так, чтобы любые две его смежные вершины
имели разные цвета. Данная раскраска вершин графа называется правильной.
Т. е. при определении совместности системы уравнений над полным p-дольным
графом G естественным образом возникает задача о минимальной правильной
раскраске графа. Поэтому лемму 1 можно переформулировать следующим об-
разом.

Лемма 2. Система SG, состоящая из уравнений вида E(xi, xj), совместна
над полным p-дольным графом G тогда и только тогда, когда граф систе-
мы SG может быть правильно раскрашен не более, чем в p различных цве-
тов.

Теорема 1. Задача проверки совместности произвольной системы уравне-
ний SG над конечным полным p-дольным графом G является NP-полной за-
дачей при p > 3.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать, что к за-
даче проверки совместности системы уравнений SG над конечным полным
p-дольным графомG полиномиально сводится какая-нибудь другаяNP-полная
задача распознавания [14], например, распознавательный вариант задачи о
p-раскраске графа при p > 3.

Задача о p-раскраске графа. Дан n-вершинный граф H = (V,E) и нату-
ральное число p 6 n. Можно ли правильно раскрасить граф H в p различных
цветов?

По лемме 2 для ответа на вопрос задачи о p-раскраске графа H нужно
определить, совместна ли над произвольным полным p-дольным графом G,
например кликойKp, система уравнений вида SG =

{
E(xi, xj)

}
такая, что граф

системы SG изоморфен графу H.
Таким образом, задача проверки совместности системы уравнений SG над

конечным полным p-дольным графом G является NP-полной. �

Отметим, что задача проверки совместности произвольной системы уравне-
ний SG над конечным полным двудольным графом G является полиномиально
разрешимой [9].

4. Совместность систем уравнений над матроидами ранга, не
превосходящего k

Прежде всего рассмотрим класс матроидов ранга 2. Для него существует де-
вять видов уравнений из множества систем уравнений {SM,2}: I0, I1(xi), I1(uj),
I2(xi, xj), I2(xi, uj), I2(ui, uj), xi = xj , xi = uj , ui = uj .

Произвольному матроиду ранга 2 можно поставить в соответствие граф,
рёбра которого соответствуют 2-элементным базам матроида, а изолирован-
ные вершины — 1-элементным зависимым множествам матроида. Рассмотрим
матроид M ранга 2, все 1-элементные множества которого независимы и кото-
рому соответствует граф G без изолированных вершин.

Предложение 1. В графе G любая вершина смежна хотя бы с одним концом
любого ребра.
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Доказательство. Справедливость этого утверждения следует непосредствен-
но из аксиомы пополнения матроида. �

Лемма 3. Существует взаимно однозначное соответствие между классом
матроидов ранга 2, все 1-элементные множества которых независимы, и
классом полных p-дольных графов.

Доказательство. 1) Докажем, что граф G, соответствующий матроиду M
ранга 2, все 1-элементные множества которого независимы, является полным
p-дольным графом.

В силу предложения 1 любой граф, соответствующий матроиду M , являет-
ся связным. Поэтому вершины этого графа можно распределить на некоторое
наименьшее количество долей, каждая из которых будет соединена с другими
долями хотя бы одним ребром — иначе эту долю необходимо было бы объеди-
нить с какой-то другой.

Рассмотрим две произвольные доли графа G и соединяющее их ребро. Бу-
дем считать, что обе доли имеют не меньше двух попарно различных вершин
графа. Обозначим их u1, u2 и v1, v2 соответственно, а существующее ребро —
(u1, v1).

Тогда по предложению 1 вершины u2 и v2 должны быть смежны хотя бы
с одним концом ребра (u1, v1), следовательно, существуют рёбра (u2, v1) и
(u1, v2). Но тогда вершина u2 должна быть смежна хотя бы с одним концом
ребра (u1, v2), а вершина v2 — хотя бы с одним концом ребра (u2, v1). Значит,
существует также ребро (u2, v2) (см. рис. 1).
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@
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@
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r ru1 u2

v1 v2

Рис. 1.

Существование необходимых рёбер в случае, когда одна из рассматриваемых
долей графаG содержит ровно одну вершину, доказывается аналогично. Таким
образом, каждая вершина любой из долей графа G смежна с каждой вершиной
любой другой его доли, т. е. граф G является полным p-дольным графом.

2) Доказательство того, что полному p-дольному графуG соответствует мат-
роид M ранга 2, все 1-элементные множества которого независимы, следует
непосредственно из предложения 1. Фактически, это утверждение является
иной формулировкой аксиомы пополнения (I2). �

Теорема 2. Задача проверки совместности произвольной системы уравне-
ний SM,2 над конечным матроидом M ранга 2 является NP-полной задачей.

Доказательство. К задаче проверки совместности системы уравнений SM,2

над конечным матроидом M ранга 2 полиномиально сводится задача провер-
ки совместности системы уравнений SG над конечным полным p-дольным гра-
фом G, которая NP-полна по теореме 1.



150 А.В. ИЛЬЕВ

В силу леммы 3 существует взаимно однозначно соответствие между клас-
сом матроидов ранга 2, все 1-элементные множества которых независимы,
и классом полных p-дольных графов. Поэтому для определения совместно-
сти над графом G произвольной системы SG, состоящей из уравнений вида
E(xi, xj), E(xi, vj), E(vi, vj), xi = xj , xi = vj , vi = vj , достаточно определить,
совместна ли над соответствующим ему матроидом M система SM,2, состоя-
щая из уравнений вида I2(xi, xj), I2(xi, vj), I2(vi, vj), xi = xj , xi = vj , vi = vj ,
в которой уравнения I2(ti, tj) и ti = tj имеют место тогда и только тогда, когда
соответствующие им уравнения E(ti, tj) и ti = tj содержатся в системе SG.

Таким образом, задача проверки совместности системы уравнений SM,2 над
конечным матроидом M ранга 2 является NP-полной. �

Поскольку задача проверки совместности системы уравнений SM,2 над ко-
нечным матроидом ранга 2 является частным случаем задачи проверки сов-
местности системы уравнений SM,k над конечным матроидом ранга, не превос-
ходящего k, то имеет место следствие из теоремы 2.

Следствие 1. Задача проверки совместности произвольной системы урав-
нений SM,k над конечным матроидом ранга, не превосходящего k, является
NP-полной задачей при k > 2.

5. Совместность систем уравнений над однородными матроидами
и матроидами разбиений

Определим вычислительную сложность некоторых частных случаев зада-
чи проверки совместности произвольной системы уравнений над конечными
матроидами. Рассмотрим наиболее простой класс матроидов — класс однород-
ных матроидов. Матроид называется k-однородным, если его базами являются
все подмножества, содержащие ровно k элементов. Одним из подклассов клас-
са конечных k-однородных матроидов является класс конечных 2-однородных
матроидов. Легко заметить, что всякому 2-однородному матроиду на n элемен-
тах соответствует клика Kn. Таким образом, существует взаимно однозначное
соответствие между классом 2-однородных матроидов и классом всех клик.

Теорема 3. Задача проверки совместности произвольной системы уравне-
ний SM,2 над конечным 2-однородным матроидом M является NP-полной
задачей.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 2. К задаче проверки
совместности системы уравнений SM,2 над конечным 2-однородным матрои-
дом M полиномиально сводится задача проверки совместности системы урав-
нений SG над конечным полным p-дольным графом G — в данном случае кли-
кой Kn, для которой p = n. Эта задача является NP-полной по теореме 1. �

Поскольку задача проверки совместности системы уравнений SM,2 над ко-
нечным 2-однородным матроидом является частным случаем задачи проверки
совместности системы уравнений SM,k над конечным k-однородным матрои-
дом, то имеет место следствие из теоремы 3.

Следствие 2. Задача проверки совместности произвольной системы урав-
нений SM,k над конечным k-однородным матроидом является NP-полной за-
дачей при k > 2.
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В качестве ещё одного примера рассмотрим класс матроидов разбиения ран-
га, не превосходящего k. Пусть P = {U1, U2, ..., Uk} — разбиение множества U ,

т. е.
k⋃
i=1

Ui = U и Ui ∩ Uj = ∅ для любых i 6= j. Множество I ⊆ U содержится

в IP тогда и только тогда, когда |I ∩ Ui| ≤ 1 для всех i ∈ {1, ..., k}. Тогда пара
M = (U, IP ) является матроидом, который называется матроидом разбиения
множества U , а IP — семейство его независимых подмножеств.

Лемма 4. Конечным матроидам ранга 2, все 1-элементные множества ко-
торых независимы, взаимно однозначно соответствуют конечные матроиды
разбиений.

Доказательство. По лемме 3 конечные матроиды ранга 2, все 1-элементные
множества которых независимы, взаимно однозначно соответствуют конечным
полным многодольным графам, у которых две вершины соединены ребром то-
гда и только тогда, когда соответствующее им 2-элементное множество матро-
ида независимо. При этом полным многодольным графам взаимно однозначно
соответствуют их дополнения — матроидные графы, которые в свою очередь
взаимно однозначно соответствуют матроидам разбиений. �

Предложение 2. Множество {u1, u2} независимо в матроиде разбиения то-
гда и только тогда, когда оно будет независимо в соответствующем ему
матроиде ранга 2, все 1-элементные множества которого независимы.

Предложение 3. Любое k-элементное независимое множество матроида
разбиения может быть получено из его 2-элементных независимых мно-
жеств по следующему правилу:

Ik(u1, u2, ..., uk)←→ I2(u1, u2) ∧ I2(u1, u3) ∧ ... ∧ I2(uk−1, uk).

Теорема 4. Задача проверки совместности произвольной системы уравне-
ний SM,k над конечным матроидом разбиения M ранга, не превосходящего k,
является NP-полной задачей при k > 3.

Доказательство. Очевидно, что частным случаем этой задачи является зада-
ча проверки совместности системы уравнений SM,2 над соответствующим мат-
роиду разбиения M матроидом ранга 2, все 1-элементные множества которого
независимы, поскольку всякая система уравнений SM,2 совпадает с какой-то
системой SM,k при k > 3. А такая задача является NP-полной в силу теоре-
мы 2. �

Отдельно рассмотрим случай, когда матроид разбиения имеет ранг k = 2.

Теорема 5. Задача проверки совместности произвольной системы уравне-
ний SM,2 над конечным матроидом разбиения M ранга 2 является полиноми-
ально разрешимой задачей.

Доказательство. Заметим, что каждому матроиду разбиения M ранга 2 со-
ответствует полный двудольный граф G. При этом ранее было доказано, что
существует полиномиальная процедура проверки совместности произвольной
системы уравнений SG над конечным полным двудольным графом [9].

Таким образом, для произвольной системы уравнений SM,2 можно за по-
линомиальное время проверить, совместна ли над матроидом M её подсисте-
ма, состоящая из всех уравнений вида I2(xi, xj), I2(xi, uj), I2(ui, uj), xi = xj ,
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xi = uj , ui = uj . Оставшиеся уравнения системы SM,2 имеют вид I0, I1(xi),
I1(uj) и в совокупности совместны над любым матроидом разбиений M по
определению. �
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