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Стабильность и нестабильность систем случайного
множественного доступа с механизмом накопления и потери

энергии

А.В. РЕЗЛЕР, М.Г. ЧЕБУНИН

Abstract. We study a generalisation of the model of the classical synchronised
multiple access system with a single transmission channel controlled by a
randomised transmission protocol (ALOHA) and additionally equipped
with an energy harvesting mechanism as well as self-discharge mechanism
and suppose that message batteries may receive an unlimited amount of
energy.
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1. Введение

Использование энергетической подпитки (energy harvesting) позволяет устрой-
ствам непрерывно получать энергию из различных источников окружающей
среды, таких как, например, свет, тепло, вибрация и множество других. Несмот-
ря на то, что количество энергии, получаемое таким образом, сравнительно
невелико, данная технология находит широкое применение, например, среди
устройств с низким потреблением энергии (Low-Power Systems). Снабжение
устройств механизмом энергетической подпитки позволяет использовать их в
тех места, где классические источники энергии недоступны. В силу того, что
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заряд батарей непрерывно восполняется, продолжительность "жизни" исполь-
зуемых устройств может быть продлена. Например, в работе [1] приведен при-
мер устройства, использующего микроэлектромеханические (MEMS) системы
для извлечения энергии из вибраций окружающей среды.

Механизм энергетической подпитки также имеет широкое применение сре-
ди систем множественного доступа. Например, сенсорные сети, оснащенные
перезаряжающимися батареями, которые "подпитываются" энергией из окру-
жающей среды, могут существенно продлить срок ее службы (см. [2]). Дру-
гой пример использования данного механизма был предложен в работе [3], где
авторы рассмотрели многопользовательскую систему с базовой станцией, ис-
пользующей технологию «OFDM» (orthogonal frequency division multiplexing)
и беспроводной канал для передачи информации и энергии пользователям.

Одной из основных задач, возникающих при исследовании систем случайно-
го множественного доступа, оснащенных механизмом энергетической подпит-
ки, является задача нахождения пропускных способностей систем. Например,
в статье [4] рассматривалась система с ограниченным количеством пользовате-
лей, децентрализованным механизмом энергетической подпитки и протоколом
передачи данных типа ALOHA. В статье была найдена пропускная способность
данной системы, а также был продемонстрирован эффект ее уменьшения при
ограничении вместимости у механизма для хранения энергии, которым снаб-
жен каждый пользователь системы. Изучению энергоэффективности протоко-
лов разрешения конфликтов посвящена работа [5].

Как известно, традиционные (в частности, не использующие механизм энер-
гетической подпитки) системы множественного доступа (см. например [6], [7])
с бесконечным числом пользователей в известном смысле нестабильны ни при
каких значениях управляемых параметров (см. [8]) и метастабильны при ма-
лых значениях входного потока и вероятности передачи сообщений (см. [9]).
Однако, как было показано в работах [10] и [11], ограничения на поступление
энергии и входной поток в систему с бесконечным числом пользователей может
стабилизировать ее, не позволяя сообщениям в накопителе неограниченно рас-
ти. В статье [10] была найдена пропускная способность модели классической
синхронизированной системы случайного множественного доступа, управляе-
мой протоколом передачи типа ALOHA и снабженной централизованным меха-
низмом энергетической подпитки, с одним передающим прибором. Однако, как
отмечают авторы, такая модель далека от практики. Тем не менее, рассмотрен-
ная в работе [11] модель для децентрализованного механизма энергетической
подпитки, в которой каждый пользователь системы снабжен индивидуальным
механизмом для хранения энергии, имеет практические аналоги. В упомянутой
работе, при определении конкретного вида функции интенсивности подзаряд-
ки сообщений на каждом шаге, обратно пропорциональной общему количеству
сообщений, присутствующих в системе, была найдена пропускная способность
системы.

В статье [12] изучалось обобщение предыдущей модели. Главное отличие со-
стояло в том, что сообщения могут принимать более одной единицы энергии.
Одной из причин изучения обобщенной модели являлся эффект, продемон-
стрированный в работе [4], возникающий при увеличении емкости накопителя
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энергии у пользователей и, как следствие, приводящий к увеличению обла-
сти стабильности системы. Однако результаты, полученные в статье [12], пока-
зывают, что максимальная пропускная способность системы не меняется при
заданной интенсивности подзарядки.

Любая система, использующая механизм энергетической подпитки, помимо
"сборщика" энергии, снабжена аккумулятором, который имеет свойство само-
разрядки, то есть потери энергии в период простоя. Будет логичным учиты-
вать данное свойство в моделях, соответствующих описываемым системам. В
данной работе мы обобщаем результаты, полученные в статье [12], на случай,
учитывающий эффект саморазрядки. Главное отличие от предыдущих резуль-
татов состоит в изменении функции интенсивности подзарядки для сохранения
пропускной способности системы.

Работа состоит из 5 параграфов и приложения. Во втором параграфе опи-
сывается математическая модель и формулируется основной результат, в тре-
тьем параграфе проводится доказательство стабильности и нестабильности для
частного случая описанной модели, когда каждая батарея имеет только од-
ну ячейку для хранения энергии. В четвертом параграфе проводится доказа-
тельство основной теоремы. В пятом параграфе рассматривается случай, ко-
гда каждая батарея имеет произвольное ограниченное количество ячеек для
хранения энергии. В приложении приводятся формулировки утверждений, ис-
пользуемых при доказательстве теорем.

2. Описание модели и основные результаты

Мы рассматриваем систему случайного множественного доступа (далее си-
стему/модель) с одним передающим прибором, которая принимает и, при
успешной передаче, отправляет сообщения. Время слотировано. Пусть ξn —
случайная величина, определяющая количество сообщений, поступивших в на-
копитель системы в течении интервала времени [n−1, n) (далее n-ый временной
слот), и {ξn}n≥0 образует семейство независимых одинаково распределенных
(н.о.р.) неотрицательных целочисленных случайных величин с конечным ма-
тематическим ожиданием λ. Мы предполагаем, что за один временной слот
систему может покинуть только 1 сообщение, то есть в каждом временном
слоте возможны 3 различные ситуации:

• На передающий прибор не поступало сообщений (пустой слот).
• На передающий прибор поступило одно сообщение и к концу времен-

ного слота покинуло систему (успех ).
• На передающий прибор поступило 2 и более сообщений и к концу вре-

менного слота они вернулись в накопитель системы (конфликт).
Пусть p ∈ (0, 1) и p̂ ∈ [0, 1] – фиксированные параметры системы. Мы предпола-
гаем, что каждое сообщение снабжено батареей с неограниченным количеством
ячеек для хранения энергии, прибывает в накопитель системы с разряженной
батареей, а также имеет механизм энергетической подпитки. При этом батарея
подвержена эффекту саморазрядки. Полный цикл работы системы в каждом
временном слоте разбит на следующие 5 последовательных интервалов:

(i) Каждое сообщение, имеющее в начале временного слота батарею, заря-
женную на i ≥ 0 ячеек, независимо от остальных параметров системы
поступает на передающий прибор с вероятностью pi := 1− pi или оста-
ется в накопителе с вероятностью 1− pi.
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(ii) Каждое заряженное сообщение, оставшееся в накопителе, независимо
от остальных параметров системы теряет одну единицу энергии с ве-
роятностью p̂.

(iii) Новые сообщения поступают в накопитель с разряженной батареей.
(iv) Каждое сообщение из накопителя, которое не потеряло заряд в интер-

вале (ii), получает единицу заряда с вероятностью µ ∈ [0, 1], которая
зависит от общего количества сообщений, находящихся в системе к на-
чалу временного слота.

(v) Если в интервале (i) произошел конфликт, то сообщения, поступив-
шие на передающий прибор, возвращаются в накопитель, теряя одну
единицу заряда.

Случай p = 0 мы не рассматриваем, так как он эквивалентен стандартному цен-
трализованному протоколу ALOHA, а при p = 1 сообщения не могут покинуть
систему. Заметим, что вторая система, рассмотренная в работе [12], совпадает
с данной системой при p̂ = 0, то есть при отсутствии эффекта саморазрядки.

Пусть ξn — количество новых сообщений, которые прибыли в накопитель
системы в течении n-го временного слота в интервале (iii), а qn — количество
сообщений, присутствующих в системе к началу (n + 1)-го временного слота.
Обозначим через v

(i)
n количество сообщений, имеющих i ≥ 0 единиц энергии к

началу (n+ 1)-го временного слота. Очевидно, что

∞∑
i=0

v(i)n = qn п.н.

Определим семейство независимых равномерно распределенных в единичном
кубе [0, 1]3 случайных величин {UUU (i)

n,j}n,i≥0,j≥1, независимых от входного пото-
ка, то есть {ξn}n≥0. Заметим, что данное семейство случайных величин мож-
но разбить на три независимых семейства независимых случайных величин,
имеющих равномерное распределение на единичном отрезке,

{
U

(i)
n,j

}
,
{
Û

(i)
n,j

}
и{

Ũ
(i)
n,j

}
так, что

UUU
(i)
n,j =

(
U

(i)
n,j , Û

(i)
n,j , Ũ

(i)
n,j

)
.

Пусть 1(A) — индикаторная функция события A, а µ : Z+ → [0, 1] — некоторая
измеримая неотрицательная функция. В зависимости от количества сообще-
ний, скажем, к началу (n+1)-го временного слота qn, значение µ(qn) равно ве-
роятности подзарядки каждого сообщения в интервале (iv) в течении (n+1)-го
временного слота. Определим через

П v v̂ ṽ
u û ũ = [u, v]× [ û, v̂ ]× [ ũ, ṽ ]

∗
u,

∗
v ∈ [0, 1]; ∗ ∈ { , ̂ , ˜ },

соответствующую область в единичном кубе [0, 1]3 и случайные величины
B

(i)
n

(
k,П v v̂ ṽ

u û ũ

)
следующим образом:

B(i)
n

(
k,П v v̂ ṽ

u û ũ

)
=


k∑

j=1

1
(
UUU

(i)
n,j ∈ П v v̂ ṽ

u û ũ

)
k ≥ 1,

0, k = 0.
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Пусть

Inp = 1

( ∞∑
i=1

B(i)
n

(
v(i)n ,П pi 1 1

0 0 0

)
= 1

)
,

то есть Inp — индикатор события, состоящего в том, что в (n+1)-ом временном
слоте произошла успешная передача сообщения. Таким образом, мы получим
следующую рекурсию.

qn+1 = qn − Inp + ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,П 1 1 1

p1 p̂ µ(qn)

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,П 1 p̂ 1

p2 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,П p2 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
,

...

v
(i)
n+1 = B

(i)
n

(
v
(i)
n ,П 1 1 1

pi p̂ µ(qn)

)
+B

(i−1)
n

(
v
(i−1)
n ,П 1 1 µ(qn)

pi−1 p̂ 0

)
+B

(i+1)
n

(
v
(i+1)
n ,П 1 p̂ 1

pi+1 0 0

)
+B

(i+1)
n

(
v
(i+1)
n ,П pi+1 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
,

...

(M)

где v
(0)
n = qn −

∞∑
i=1

v
(i)
n . В силу громоздкости модели (M), мы опишем интер-

претацию ее слагаемых. Рассмотрим рекурсию для элемента v
(i)
n+1 при i ≥ 2.

Первое слагаемое

B(i)
n

(
v(i)n ,П 1 1 1

pi p̂ µ(qn)

)
равно количеству сообщений, которые не передавались на передающий при-
бор, не разряжались и не заряжались в течении (n + 1)-го временного слота
соответственно в интервалах (i), (ii) и (iv). Следующее слагаемое

B(i−1)
n

(
v(i−1)
n ,П 1 1 µ(qn)

pi−1 p̂ 0

)
равно количеству сообщений, заряженных на i − 1 ячейку, которые получили
единицу заряда в интервале (iv) в течении (n + 1)-го временного слота. Для
случая i = 1, в выражении для v

(1)
n+1, соответствующее слагаемое имеет следу-

ющий вид

B(0)
n

(
v(0)n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

)
,

то есть единицу заряда могло получить каждое новое и разряженное сообще-
ние. Третье слагаемое

B(i+1)
n

(
v(i+1)
n ,П 1 p̂ 1

pi+1 0 0

)
равно количеству сообщений, заряженных на i + 1 ячейку, которые потеряли
заряд в следствии саморазрядки в интервале (ii). Последнее слагаемое

B(i+1)
n

(
v(i+1)
n ,П pi+1 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
равно количеству сообщений, заряженных на i + 1 ячейку, которые были пе-
реданы на передающий прибор в интервале (i) и потеряли единицу заряда в
интервале (v). При этом сообщения остаются в системе только в случае их
конфликта.



Стабильность систем с механизмом накопления и потери энергии 5

Заметим, что стохастическая последовательность Xn =
(
qn, v

(1)
n , v

(2)
n ...

)
при-

нимает значения в польском пространстве

X =

{
x =

(
q, v(1), v(2)...

)
∈ Z∞

+ :

∞∑
i=1

v(i) ≤ q

}
, (1)

и образует цепь Маркова. Всюду далее нам удобно будет отождествлять моде-
ли и соответствующие им стохастические последовательности, а также шаги
цепи и временные слоты работы системы. Будем говорить, что система ра-
ботает стабильно, если соответствующая ей цепь Маркова сходится к своему
стационарному распределению в метрике полной вариации, стартуя из любого
начального состояния x ∈ X.

Построенная модель (M) предполагает наличие у каждого пользователя
механизма для хранения неограниченного количества ячеек энергии. В суще-
ствующих системах с передачей энергии по радиоканалу (см., например, [3])
энергия, передаваемая базовой станцией, накапливается у каждого абонента в
своем индивидуальном источнике и далее используется для передачи информа-
ции. Однако, каждый индивидуальный источник имеет только одну ячейку для
хранения энергии. Таким образом, модель (M) отражает работу беспроводных
систем, снабженных механизмом энергетической подпитки и саморазрядки, с
тем отличием от существующих, что в ней дополнительно предполагается на-
личие механизма для хранения неограниченного количества ячеек энергии у
пользователей сети. В параграфе 5 мы покажем, что рассматриваемая нами
модель является обобщением моделей, соответствующих упомянутым беспро-
водным системам.

Сформулируем основной результат данной работы. Заметим, что без ограни-
чения общности λ < 1, так как за один временной слот система может передать
лишь 1 сообщение. Следовательно P(ξ1 = 0) > 0. Таким образом, цепь Мар-
кова (M) за один шаг с положительной вероятностью не меняет состояние, то
есть является апериодической. Покажем, что все состояния цепи являются со-
общающимися. Рассмотрим два произвольных состояния x = (q, v(1), ...) ∈ X и
x̃ = (q̃, ṽ(1), ...) ∈ X. Пусть цепь находится в состоянии x. Предположим, что
q ≥ q̃. Ясно, что нужно не более двух временных слотов, чтобы произвольное
сообщение с положительной вероятностью могло покинуть систему. Действи-
тельно, в первом временном слоте данное сообщение с положительной веро-
ятностью получит единицу заряда (в интервале (iv)) и во втором временном
слоте сообщение с положительной вероятностью покинет систему (в интерва-
лах (i) и (v)). Следовательно с положительной вероятностью q − q̃ сообщений
покинет систему за 2(q− q̃) временных слотов. Предположим, что q < q̃. В силу
того, что P(ξ1 = s) > 0 для некоторого s ≥ 1, значит с положительной веро-
ятностью в систему поступит по крайней мере q̃ − q сообщений за ⌈(q̃ − q)/s⌉
временных слотов. Следовательно через ⌈(q̃−q)/s⌉ временных слотов в системе
будет не менее q̃ сообщений. Учитывая рассуждения выше, можно заключить,
что достаточно ⌈(q̃−q)/s⌉+2(s−1) временных слотов, чтобы общее количество
сообщений в системе стало равным q̃. При этом с положительной вероятностью
за любое заданное количество временных слотов общее количество сообщений в
системе не изменится (в следствии конфликтов/пустых слотов). Также каждое
сообщение может получить или потерять единицу заряда в каждом временном
слоте (в интервалах (ii), (iv) и (v)) с положительной вероятностью. Значит с
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положительной вероятностью за некоторое количество временных слотов об-
щее количество сообщений в системе не изменится, а также для любого i ≥ 1
количество сообщений, заряженных на i ячеек, будет равно ṽ(i). Таким об-
разом, можно утверждать, что все состояния цепи являются сообщающимися.
Следовательно, для определения пропускной способности системы, достаточно
показать, что цепь Маркова (M) положительно возвратна в некоторое ограни-
ченное множество, чему и посвящена большая часть данной работы.

Перейдем к рассмотрению основной теоремы, доказательство которой осно-
вано на утверждениях, сформулированных в Приложении (см. работы [11], [14]
и [13]). Всюду далее мы будем использовать следующие обозначения:

P x(·) = P(· |X0 = x), E x(·) = E(· |X0 = x),

∥x∥l1 = ∥x∥ = q +

∞∑
i=1

v(i), p∗ =
1− p(1− p̂)

1− p
.

Теорема 1. Пусть µ(q) имеет следующий вид

µ(q) =

{
min(cp∗/q, 1), q ∈ N
1, q = 0

,

где c > 0, тогда система (M) стабильна при входной интенсивности λ < ce−c

и нестабильна при λ > ce−c.

Заметим, что при c = 1 мы получим максимально допустимую область ста-
бильности системы, то есть λ < e−1.

3. Случай единичной вместимости

В работе [11] было показано, что если для некоторой константы c > 0

µ(q) =

{
min(c/q, 1), q ∈ N
1, q = 0

(2)

то двумерная цепь Маркова, описывающая систему, в которой у каждого сооб-
щения аккумулятор не подвержен эффекту саморазрядки и имеет только одну
ячейку для хранения энергии, стабильна при входной интенсивности λ < ce−c

и нестабильна при λ > ce−c. В текущих обозначениях данная цепь Маркова
может быть записана в следующем видеqn+1 = qn − 1

(
Bn

(
v
(1)
n ,П p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
+ ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,П 1 1 1

p1 0 0

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

) (Mold
1 )

Если в модели (M) положить v
(i)
n ≡ 0 для всех i ≥ 2, n ≥ 0, то получим

следующую модельqn+1 = qn − 1
(
B

(1)
n

(
v
(1)
n ,П p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
+ ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,П 1 1 1

p1 p̂ 0

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

) (M1)

Мы будем использовать запись z(∗), чтобы указать, что символ z относится
к модели ∗ ∈ {Mold

1 ,M1}, если из контекста это не ясно. Предположим, что
цепи Маркова (Mold

1 ) и (M1) стартуют из одного начального состояния, то
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есть q0(M1) = q0(M
old
1 ) и v

(1)
0 (M1) = v

(1)
0 (Mold

1 ). Можно заметить, что в конце
первого временного слота выполняются следующие соотношения

v
(1)
1 (M1) ≤ v

(1)
1 (Mold

1 ), q1(M1) = q1(M
old
1 ) п.н., (3)

так как в модели (M1) присутствует эффект саморазрядки.
В работе [11] для доказательства стабильности цепи (Mold

1 ) используется
обобщенный критерий Фостера (см. Приложения, утверждение 2). Пусть проб-
ная функция L(x) = q + v(1), а функция gR,k(x) – ступенчатая, такая что

gR,k(x) =

{
1, v(1) > R,

k, v(1) ≤ R.
(4)

Значение R > 0 выбирают так, чтобы, при v
(1)
0 > R и произвольном значении

q0, снос цепи был отрицателен за один шаг. Значение k ∈ Z+ выбирают таким,
чтобы, при достаточно большом q0, снос цепи был отрицателен за k шагов.
Таким образом, для некоторого достаточно большого K, внутри компактного
множества {x | L(x) ≤ K} снос цепи ограничен, а вне – отрицателен.

Для доказательства нестабильности цепи (Mold
1 ) в работе [11] используется

схожий метод (см. Приложения, утверждение 3) с пробной функцией Ляпуно-
ва L̃(x) = q и ступенчатой функцией gR̃,k̃(x). Значение R̃ > 0 выбирают так,

чтобы, при v
(1)
0 > R̃ и произвольном значении q0, снос цепи был положителен

за один шаг. Значение k̃ ∈ Z+ выбирают таким, чтобы, при v
(1)
0 ≤ R̃ и доста-

точно большом q0, снос цепи был положителен за k̃ шагов. Таким образом, для
некоторого достаточно большого K, вне множества {x | L̃(x) ≤ K} снос цепи
(Mold

1 ) положителен.
В доказательстве следующей вспомогательной теоремы мы будем использо-

вать константы R и R̃ из рассуждений выше.

Теорема 2. Пусть µ(q) имеет следующий вид

µ(q) =

{
min(cp∗/q, 1), q ∈ N
1, q = 0

,

где c > 0, тогда система (M1) стабильна при входной интенсивности λ <
ce−c и нестабильна при λ > ce−c.

Доказательство. Начнем с доказательства стабильности цепи (M1). Выберем
пробную функцию L(x) = q + v(1) и функцию gR,k(x), которая определена в
(4). Из соотношений (3) получим

E xL(X1(M1)) ≤ E xL(X1(M
old
1 )) для всех x ∈ X.

Следовательно, снос цепи (M1) за один шаг будет отрицательным в области, где
отрицателен снос цепи (Mold

1 ), то есть при v
(1)
0 (Mold

1 ) > R. Таким образом, для
доказательства стабильности, достаточно найти подходящее значение k ∈ Z+

такое, что снос цепи (M1) становится отрицательным за k шагов, стартуя из
начального состояния x, при котором v

(1)
0 (M1) ≤ R. Проведем рассуждение в

несколько этапов:
а) Покажем, что последовательность {v(1)n }n≥0 мажорируется цепью, име-

ющей ограниченный снос.
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б) Покажем, что последовательность {v(1)n }n≥0, при достаточно большом
значении q0, близка к некоторой вспомогательной цепи, сходящейся в
метрике полной вариации к случайной величине, имеющей распределе-
ние Пуассона.

в) Подберем k так, чтобы при достаточно большом значении q0, снос цепи
стал отрицательным за k шагов.

а) Пусть {Yn}n≥0 – последовательность н.о.р. случайных величин, элементы
которой не зависят от ξn и имеют следующее распределение

P(Yn > y) = sup
q≥c

P(B(1)
1 (q,П 1 1 µ(q)

0 0 0 ) > y). (5)

Используя неравенство Маркова, можно заключить, что для y > 0 и для лю-
бого α > 0, правая часть равенства (5) не превосходит

sup
q≥c

E
eαB1(q,c/q)

eαy
= sup

q≥c

(
1 + (eα − 1)

c

q

)q
e−αy ≡ C1e

−αy,

где C1 конечна, так как
(
1 + (eα − 1) cq

)q
−→ exp(c(eα − 1)) < ∞, при q −→ ∞.

Таким образом, распределение Y1 — собственное, то есть P(Yn < ∞) = 1 для
всех n ≥ 0 и, более того, имеет конечный экспоненциальный момент.

Теперь рассмотрим вспомогательную последовательность

Z(1)
n = Y (1)

n + ξn, W
(1)
n+1 = B(1)

n

(
W (1)

n ,П 1 1 1
p1 p̂ 0

)
+ Z(1)

n , W
(1)
0 = v

(1)
0 . (6)

Из свойств (IV) и (V) утверждения 1 (см. Приложения)

E
(
v(1)n | v(1)0

)
≤ E

(
W (1)

n |W (1)
0

)
≤ v

(1)
0 + C(1), (7)

где

C(1) =
E(Y1 + ξ1)

1− p( 1− p̂ )
=

EY1 + λ

1− p( 1− p̂ )
.

б) Рассмотрим вспомогательную последовательность

Ṽn+1 = B(1)
n

(
Ṽn,П 1 1 1

p1 p̂ 0

)
+ ηn, (8)

где {ηn}n≥0 — семейство н.о.р. случайных величин с распределением Пуассона
с параметром cp∗. Используя (III) и (VI) пункты утверждения 1 (см. Приложе-
ния), можем заключить, что последовательность Ṽn сходится к распределению
Пуассона с параметром cp∗/(1−p(1−p̂)) = c/(1−p) в метрике полной вариации.
Тогда, по определению, мы можем выбрать l ≥ 0 так, что для всех n ≥ l

sup
Ṽ0≤R

∣∣∣P x

(
B(1)

n

(
Ṽn,П p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
− ce−c

∣∣∣ < δ/2, (9)

где δ > 0 такая, что λ+ δ < ce−c. Очевидно, что для любого значения k можно
выбрать константу C так, что вероятность события

A1(k,C) =
{
W (1)

n ≤ C для всех 0 ≤ n ≤ k
}
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не меньше, чем 1 − δ/2. По известной теореме Пуассона мы можем выбрать
q̃ так, что для любого фиксированного n, при qn ≥ q̃, расстояние между
B

(1)
n

(
qn − v

(1)
n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

)
и распределением Пуассона с параметром cp∗ не

превосходит δ/2 в метрике полной вариации равномерно по v
(1)
n ∈ (0, 1, ..., C).

Более того, мы можем считать, что

P x

({
B(1)

n

(
qn − v(1)n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

)
= ηn, ∀n ∈ {l, ..., k}

}
∩A1(k, C)

)
≥ 1− δ/2

Следовательно

P x

(
{v(1)n = Ṽn, ∀n ∈ {l, ..., k}} ∩A1(k,C)

)
≥ 1− δ/2 (10)

в) Выберем k > l так, что

−ε = kλ+ C(1) − (k − l)(ce−c − δ)

= k(λ− (ce−c − δ)) + l(ce−c − δ) + C(1) < 0. (11)

Заметим, что, в силу (9) и (10), при всех n ∈ {l, l + 1, ..., k}, справедливо нера-
венство

sup
v
(1)
0 ≤R

∣∣∣P x

(
B(1)

n

(
v(1)n ,П p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
− ce−c

∣∣∣ < δ (12)

Наконец, из (11) и (12), получим

E x(L(Xk)− L(x)) = E x(qk − q0) + E x(vk − v0)

≤ kλ−
k∑

i=l+1

P x

(
B

(1)
i

(
v
(1)
i ,П p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)
+ C(1)

< kλ−
k∑

i=l+1

(ce−c − δ) + C(1) = kλ− (k − l)(ce−c − δ) + C(1) < −ε.

Для доказательства нестабильности цепи (M1), мы будем использовать утвер-
ждение 3, сформулированное в приложении. Пусть nk — некоторая последо-
вательность натуральных чисел такая, что nk −→ ∞, при k −→ ∞, а также
|nk+1 − nk| ≤ C < ∞ для любого k ≥ 0. В силу неравенства

qn ≥ qnk
− C п.н. для всех nk ≤ n ≤ nk+1 и k ≥ 0, (13)

можно утверждать, что, если qnk
−→ ∞, при k −→ ∞, то qn −→ ∞, при n −→ ∞.

Таким образом, положим L̃(x) = q и g(x) := gk̃,R̃(x), где константы k̃, R̃ будут
заданы далее подходящим образом. Следовательно, при заданных в условии
утверждения 3 ограничениях, достаточно показать, что марковская цепь имеет
положительный снос

E x(∆g̃(x)1(∆g̃(x) ≤ M)) ≥ ε̃, (14)

где ∆g̃(x) = L̃, (Xg̃(x))− L̃(x) и семейство случайных величин

(∆−
g̃(x))

2 = (min(0,∆g̃(x)))
2 (15)
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равномерно интегрируемо. Тогда из условий (13), (14), (15) и из утверждения
3, будет следовать

P x(L̃(Xn) −→ ∞) = 1.

В силу неравенства (13), можно утверждать, что, при выбранных функциях L̃

и g̃, верно 0 ≥ ∆−
g̃(x) ≥ −k̃ п.н. и, таким образом, условие (15) выполнено. В

силу того, что E ξ1 = λ < 1, условие (14) эквивалентно

E x(∆g̃(x)) ≥ ε′, (16)

для некоторого ε′ > 0. Следовательно, для доказательства нестабильности,
нужно показать, что выполняется неравенство (16).

Дальнейшие рассуждения проведем аналогично доказательству нестабиль-
ности цепи (Mold

1 ). В силу (3) и рассуждений, проведенных для случая неста-
бильности цепи (Mold

1 ), можно утверждать, что

R̃(M1) = R̃(Mold
1 )

Таким образом, при v
(1)
0 > R̃

E x(q1 − q0) > 0.

Чтобы завершить доказательство нестабильности цепи (M1), достаточно вы-
брать некоторый момент времени k̃, когда снос цепи становится положитель-
ным. Для этого сначала заметим, что из рассуждений, проведенных при дока-
зательстве стабильности цепи справедливо соотношение (12). Таким образом,
существует некоторый момент времени l, когда вспомогательная цепь доста-
точно близка к своему стационарному распределению. Выберем значение k̃
так, что выполняется следующее неравенство

ε′ = k̃λ− l − (k̃ − l)(ce−c + δ)

= k̃(λ− (ce−c + δ)) + l(ce−c − δ)− l > 0, (17)

где δ такая, что

0 < δ < λ− ce−c.

Таким образом, при q0 > q̃ + k̃ и v
(1)
0 ≤ R̃, получим

E x

(
L̃(Xk̃)− L̃(x)

)
≥ k̃λ− l −

k̃∑
i=l+1

P x

(
B

(1)
i

(
v
(1)
i ,П p1 1 1

0 0 0

)
= 1
)

> k̃λ− l −
k̃∑

i=l+1

(ce−c + δ)

= k̃λ− l − (k̃ − l)(ce−c + δ) > ε′,

где ε′ определена в (17). □

4. Случай неограниченной вместимости

Для доказательства теоремы 1 мы будем использовать результаты и рас-
суждения из работы [12], где мы рассматривали модель (M) без эффекта са-
моразрядки, то есть модель, в которой p̂ = 0. Обозначим ее через (Mold). Мы
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доказали, что ее области стабильности и нестабильности совпадают с соответ-
ствующими областями модели (Mold

1 ). Для доказательства стабильности ис-
пользовалась пробная функция

L(x) = q +

∞∑
i=1

p−i/2v(i). (18)

Мы использовали утверждение 2 (Обобщенный критерий Фостера) с функцией
g(x) следующего вида

g(x) =

{
1, L(x)− q > R

k, L(x)− q ≤ R

Значение R определяется в процессе доказательства так, что, стартуя из мно-
жества

{x ∈ X | L(x)− q > R} ,

снос цепи отрицателен за один шаг. Значение k определяет количество шагов
необходимых, чтобы, при достаточно большом значении q0, в дополнении к
упомянутому множеству, снос цепи становился отрицательным. В итоге, для
некоторого достаточно большого значения K, мы имеем множество

{x ∈ X | L(x) ≤ K},

внутри которого снос цепи ограничен, а вне — отрицателен. Для доказатель-
ства нестабильности цепи (Mold) мы использовали утверждение 3 (см. Прило-
жения) с функцией Ляпунова

L̃(x) = q (19)

и ступенчатой функцией

g(x) =

{
1, x ∈ H,

k̃, x ∈ H,

где H = {x ∈ X | Px(I
0
p = 1) < ce−c}. Множество H такое, что снос цепи, стар-

тующей из него, положителен за один шаг. Значение k̃ выбирают так, чтобы,
при x ∈ H и достаточно большом q0, снос цепи был положителен за k̃ ша-
гов. Таким образом, для некоторого достаточно большого K, вне множества
{x ∈ X | L̃(x) ≤ K} снос цепи (Mold) положителен.

Далее полагаем, что цепь (Mold) стартует из множества

H ∪ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R} .

В этом случае общее количество изначально заряженных сообщений ограни-
чено, так как либо ограничен изначальный суммарный заряд в системе, либо
ограничена вероятность конфлитка в первом временном слоте.

Остальные рассуждения были посвящены сведению рассматриваемой цепи
(Mold) к ее двумерному частному случаю (Mold

1 ). Во-первых, мы показали, что
снос сообщений, заряженных более чем на одну ячейку, может быть сколь угод-
но близким к 0 путем выбора достаточно большого значения q0. Во-вторых, мы
определили некоторый момент времени, после которого, при достаточно боль-
шом значении q0, упомянутые цепи "ведут себя одинаково" с вероятностью,
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достаточно близкой к 1, в течение некоторого количества шагов. Таким обра-
зом, при достаточно большом значении q0, за некоторое количество шагов, снос
цепи (Mold) определяется сносом цепи (Mold

1 ).
Проведем аналогичные рассуждения для цепей (M) и (M1). Основное отли-

чие системы (M) от системы (Mold) заключается в наличии в первой эффекта
саморазрядки. Следовательно, если системы стартуют из одного начального
состояния, то суммарный заряд всех сообщений в системе (M) в конце первого
временного слота мажорируется суммарным зарядом всех сообщений в системе
(Mold) в конце первого временного слота. В определении функции L(x) сооб-
щения, имеющие больший заряд, имеют больший вес. Поэтому функция L(x)
монотонна по суммарному заряду всех сообщений в системе. Таким образом,
снос цепи (M) за один шаг мажорируется сносом цепи (Mold), то есть

E x [L(X1(M))− L(x)] ≤ E x

[
L(X1(M

old))− L(x)
]
.

Следовательно, мы можем положить R(M) = R(Mold). Таким образом, всюду
далее будем считать, что

L(X0)− q0 ≤ R.

Более того, так как общее количество сообщений в системе в конце первого
временного слота не зависит от наличия в системе эффекта саморазрядки,
значит

E x

[
L̃(X1(M))− L̃(x)

]
= E x

[
L̃(X1(M

old))− L̃(x)
]
.

Следовательно, мы можем положить H(M) = H(Mold). Заметим, что найдется
такое значение R̃, что справедливо следующее включение

{x ∈ X | ∥v∥ > R̃} ⊆ H,

так как при большом количестве заряженных сообщений высока вероятность
конфликта. Всюду далее будем считать, что

X0 = x ∈ H ∪ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R}.

Перейдем к сведению цепи (M) к (M1). Покажем, что

а) снос сообщений, заряженных более чем на одну ячейку, стремится к
нулю с ростом значения q0,

б) при достаточно большом значении q0, модели (M) и (M1) совпадают с
вероятностью, сколь угодно близкой к 1.

а) Заметим, что 1− Inp ≤ 1. Следовательно

v
(i)
n+1 ≤ B(i)

n

(
v(i)n ,П 1 1 1

pi p̂ µ(qn)

)
+B(i−1)

n

(
v(i−1)
n ,П 1 1 µ(qn)

pi−1 p̂ 0

)
+B(i+1)

n

(
v(i+1)
n ,П 1 p̂ 1

pi+1 0 0

)
+B(i+1)

n

(
v(i+1)
n ,П pi+1 1 1

0 0 0

)
. (20)
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Рассмотрим снос цепи за n шагов. Воспользуемся неравенством (20) и внесем
математическое ожидание под знак суммы

E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2(v(i)n − v
(i)
0 )

]
= E x

[
E

( ∞∑
i=2

p−i/2(v(i)n − v
(i)
0 )

∣∣∣∣∣ v(i)n−1

)]

≤ E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2
(
pi(1− p̂ )(1− µ(qn−1))v

(i)
n−1 + pi−1(1− p̂ )µ(qn−1)v

(i−1)
n−1

+pi+1p̂v
(i+1)
n−1 + (1− pi+1)v

(i+1)
n−1

)
−

∞∑
i=2

p−i/2v
(i)
0

]
= E x

[ ∞∑
i=2

p−i/2
(
v
(i)
n−1 − v

(i)
0

)
−

∞∑
i=2

p−i/2(1− pi)v
(i)
n−1 +

∞∑
i=2

p−i/2(1− pi+1)v
(i+1)
n−1

−
∞∑
i=2

pi/2p̂v
(i)
n−1 +

∞∑
i=2

pi/2+1p̂v
(i+1)
n−1

+
∞∑
i=2

pi/2−1(1− p̂)v
(i−1)
n−1 µ(qn−1)−

∞∑
i=2

pi/2(1− p̂)v
(i)
n−1µ(qn−1)

]
.

Следовательно, выражение сверху не превышает

E x

[
∞∑
i=2

p−i/2
(
v
(i)
n−1 − v

(i)
0

)]
+

∞∑
i=1

E xv
(i)
n−1µ(qn−1).

Таким образом, получим следующую оценку

E x

[
∞∑
i=2

p−i/2
(
v(i)n − v

(i)
0

)]
≤ E x

n−1∑
l=0

µ(ql)

∞∑
i=1

v
(i)
l . (21)

Заметим, что за один временной слот, скажем (l + 1)-ый, общее количество
заряженных сообщений в среднем вырастет не более чем на cp∗ + λµ(ql). В
начальном состоянии цепи общее количество заряженных сообщений не пре-
вышает max(R, R̃), следовательно за n шагов общее количество заряженных
сообщений не превысит

max(R, R̃) + (cp∗ + λµ(q0)) + (cp∗ + λµ(q1)) + ...+ (cp∗ + λµ(qn−1)).

За один временной слот из системы может уйти не более одного сообщения,
поэтому ql ≥ ql−1 − 1 п.н. Другими словами, справедлива следующая оценка

µ(ql) ≤ cp∗/(q0 − n+ 1) п.н., при l ≤ n− 1 и q0 ≥ n.

Таким образом, неравенство (21) не превосходит

cp∗n
(
max(R, R̃) + n

(
cp∗ + λµ(q0 − n+ 1)

))
q0 − n+ 1

.

Следовательно с ростом значения q0 (при фиксированном n), снос сообщений,
заряженных более чем на одну ячейку, стремится к нулю.
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б) Рассмотрим следующие события

A0(n) =
{
после (n− 1)-ого шага все изначально заряженные сообщения

потеряли весь свой заряд или покинули систему
}
,

A2(q0, k) =
{
B(i)

n

(
v(i)n ,П 1 1 µ(qn)

pi p̂ 0

)
= 0

для всех i ≥ 1 и 0 ≤ n ≤ k
}
.

Заметим, что, при некоторых k и n0 ≤ k, внутри события A0(n0)∩A2(q0, k) цепь
(M) ведет себя как цепь (M1) на временном отрезке [n0, k], так как начальные
сообщения до момента времени n0 потеряли весь свой заряд и за k шагов не
было заряжено на более чем одно деление ни одного сообщения. Следовательно,
с момента времени n0 по момент времени k в системе не было сообщений,
заряженных более чем на одно деление. Таким образом, для доказательства
данного пункта, необходимо показать, что

P x

(
A0(n0) ∩A2(q0, k)

)
−→ 1, при q0 −→ ∞. (22)

Покажем, что сообщения, заряженные на одну ячейку {v(1)n }n≥0 ограничены
эргодической последовательностью

{W (1)
n +max(R, R̃)}n≥0, W

(1)
0 = v

(1)
0 (M),

где последовательность {W (1)
n }n≥0 определена в (6). Для этого достаточно за-

метить, что в следствии конфликтов и саморазрядок сообщений, заряженных
на 2 и более ячейки, общее количество сообщений, заряженных на одну ячейку,
увеличится не более чем на max(R, R̃). Тогда ясно, что вероятность события

A1(C, k) = {v(1)n ≤ C для всех 0 ≤ n ≤ k},
при любом фиксированном значении k, путем выбора достаточно большого
значения C, может быть сколь угодно близкой к 1. Выберем некоторое произ-
вольное значение 0 < δ < 1 и параметры C, k такие, что

P x

(
A1(C, k)

)
≥ 1− δ/4.

Заметим, что верна следующая цепочка неравенств

P x

(
A2(q0, k) ∩A1(C, k)

)
≥ P x

(
A2(q0, k) |A1(C, k)

)
(1− δ/4)

≥ P x

({
B(1)

n (max(R, R̃) + C,П 1 1 µ(qn)
0 0 0 ) = 0 для всех 0 ≤ n ≤ k

})
(1− δ/4),

где последнее неравенство справедливо в силу того, что в начальном состоянии
не более, чем max(R, R̃) заряженных сообщений, а также вероятность подза-
рядки одного сообщения в произвольный момент времени не зависит от заряда
данного сообщения. Ясно, что выражение сверху больше, чем(

1− µ(q0 − k)
)(max(R,R̃)+C)k

(1− δ/4).

Таким образом, путем выбора достаточно большого значения q0, получим

P x

(
A2(q0, k) ∩A1(C, k)

)
≥ 1− δ/2.

Осталось заметить, что с ростом n0, вероятность события A0(n0) стремится к
1. Действительно, в случае x ∈ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R} утверждение очевидно,
так как изначальный суммарный заряд в системе ограничен. Значит существу-
ет некоторое заданное количество временных слотов n1, необходимых, чтобы
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изначально заряженные сообщения потеряли весь заряд с вероятностью, сколь
угодно близкой к 1. В случае x ∈ H можно заметить, что изначальный заряд
каждого сообщения, за исключением возможно лишь одного, не превышает
некоторого значения b = b(p). Таким образом, существует некоторое заданное
количество временных слотов n2, необходимых для того, чтобы с вероятностью,
сколь угодно близкой к 1, одно сообщение, изначально заряженное (много) бо-
лее чем на b ячеек, покинуло систему и R̃−1 сообщений потеряли заряд. Пусть
n0 = max(n1, n2), тогда

P x(A0(n0)) ≥ 1− δ/2, где x ∈ H ∪ {x ∈ X | L(x)− q ≤ R}.

Следовательно, выполняется следующая цепочка неравенств

P x

(
A0(n0) ∩A2(q0, k)

)
≥ P x

(
A0(n0) ∩A1(C, k) ∩A2(q0, k)

)
≥ 1− δ.

В силу произвольности значения δ, (22) выполнено.

Таким образом, снос цепи (M) определяется сносом цепи (M1). Следователь-
но, области стабильности и нестабильности цепи (M) совпадают с соответству-
ющими областями цепи (M1).

5. Замечание об ограниченной вместимости

Представляют интерес модели, в которых у каждого пользователя предпо-
лагается наличие батарейки лишь с ограниченным числом ячеек для хранения
энергии. При этом модель (M), в случае наличия батарейки с m ячейками,
будет выглядить следующим образом:

qn+1 = qn − Inp + ξn,

v
(1)
n+1 = B

(1)
n

(
v
(1)
n ,П 1 1 1

p1 p̂ µ(qn)

)
+B

(0)
n

(
v
(0)
n + ξn,П 1 1 µ(qn)

0 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,П 1 p̂ 1

p2 0 0

)
+B

(2)
n

(
v
(2)
n ,П p2 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
v
(2)
n+1 = B

(2)
n

(
v
(2)
n ,П 1 1 1

p2 p̂ µ(qn)

)
+B

(1)
n

(
v
(1)
n ,П 1 1 µ(qn)

p1 p̂ 0

)
+B

(3)
n

(
v
(3)
n ,П 1 p̂ 1

p3 0 0

)
+B

(3)
n

(
v
(3)
n ,П p3 1 1

0 0 0

)
·
(
1− Inp

)
...

v
(m)
n+1 = B

(m)
n

(
v
(m)
n ,П 1 1 1

pm p̂ 0

)
+B

(m−1)
n

(
v
(m−1)
n ,П 1 1 µ(qn)

pm−1 p̂ 0

)

(Mm)

Заметим, что теорема 1 верна и для данной модели. Действительно, анало-
гично рассуждениям в доказательстве для цепи (M), выберем пробные функ-
ции (18), (19) и покажем, что цепь (Mm) сводится к цепи (M). Для этого до-
статочно "запустить" упомянутые цепи из одного начального состояния и за-
метить, что из пункта (а) доказательства основной теоремы, снос сообщений,
заряженных более чем на m ячеек, стремится к 0 с ростом значения q0 и из
пункта (б) все сообщения, изначально заряженные более чем на m ячеек по-
теряют весь заряд или покинут систему с вероятностью, сколь угодно близкой
к 1, а также, при достаточно большом значении q0, сообщения не будут заря-
жаться более чем на одну ячейку с вероятностью, сколь угодно близкой к 1.
Таким образом, на некотором временном отрезке цепь (M) будет "вести себя"
как цепь (Mm) с вероятностью, сколь угодно близкой к 1, и снос цепи (Mm)
будет определяться сносом цепи (M).
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6. Приложения

Сформулируем вспомогательные утверждения, используемые при доказа-
тельстве основной теоремы. Приведем лемму 1 из работы [11]. Мы будем далее
использовать следующие обозначения Dn(k, p) := k−Bn(k, 1−p) =

∑k
i=1 1(Un,i >

1− p), где {Un,i; −∞ < n < ∞, i ≥ 1} семейство независимых равномерно рас-
пределенных на отрезке [0, 1] случайных величин. Ясно, что Dn(k, p) имеет
биномиальное распределение с параметрами k и p.

Утверждение 1. Пусть {Zn}n≥0 последовательность н.о.р. неотрицатель-
ных целочисленных случайных величин с конечным математическим ожи-
данием EZ0 < ∞. Предположим, что она не зависит от семейства н.о.р.
случайных величин {Un,i; −∞ < n < ∞, i ≥ 1}.

(I) Для любого начального значения W0 и для любого параметра p ∈ (0, 1),
последовательность

Wn+1 = Wn −Bn(Wn, 1− p) + Zn ≡ Dn(Wn, p) + Zn (23)
эргодична.

(II) Для m ≤ n определим случайные величины

Dm:n(k, p) = Dn(Dn−1(...(Dm+1(Dm(k, p), p)..., p) (24)

и заметим, что случайная величина Dm:n(k, p) имеет биномиальное распре-
деление с параметрами k и pn−m+1. Тогда стационарная последовательность
W (n), определенная следующим образом

W (n) = Zn−1 +

+∞∑
j=1

D(n−j):(n−1)(Zn−j−1, p), (25)

имеет конечное математическое ожидание EW (n) = EZ0/(1− p) и образует
стационарное решение для рекурсивного уравнения,

W (n+1) = Dn(W
(n), p) + Zn. (26)

(III) Пусть Q — распределение W (0). Тогда, для любого начального значения
W0

P(Wn = W (n)) = P(Wl = W (l),∀l ≥ n) −→ 1 (27)
и, в частности,

sup
A⊆Z+

|P(Wn ∈ A)−Q(A)| ≤ P(Wn ̸= W (n)) −→ 0, при n −→ ∞. (28)

В частности, если W0 и Z0 имеют конечные экспоненциальные моменты,
тогда

P(Wn ̸= W (n)) ≤ K1e
−K2n, (29)

для некоторых K1,K2 > 0 и для всех N ≥ 0.
(IV) Для любого n ≥ 0,

Wn ≤ W0 +W (n) п.н. (30)
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и
EWn ≤ EW0 +

EZ0

1− p
. (31)

(V) Пусть Z̃n — любая другая последовательность независимых неотрица-
тельных целочисленных случайных величин, таких что 0 ≤ Z̃n ≤ Zn п.н.,
для всех n. Рассмотрим рекурсивное уравнение

W̃n+1 = Dn(W̃n, p) + Z̃n (32)

с целочисленным начальным значением 0 ≤ W̃0 ≤ W0. Тогда

W̃n ≤ Wn п.н., для всех n ≥ 0. (33)

(VI) В частности, если Z0 пуассоновская случайная величина с параметром c,
то каждый W (n) имеет пуассоновское распределение с параметром c/(1− p).

Сформулируем второе вспомогательное утверждение из работы [13]. Пусть
Xn — однородная по времени цепь Маркова, принимающая значения в неко-
тором польском пространстве X. Пусть L : X → R+ — некоторая измеримая
функция Ляпунова. Пусть g : X → N и h : X → R — измеримые функции такие,
что:
1) h ограничена снизу: inf

x∈X
h(x) > −∞;

2) h асимптотически положительна: sup
K>0

inf
L(x)>K

h(x) > 0;

3) g локально ограничена сверху: sup
L(x)≤N

g(x) < ∞ для всех N ≥ 0;

4) g асимптотически ограничена функцией h: inf
K>0

sup
L(x)>K

g(x)
h(x)

< ∞.

Для измеримого множества B ⊆ X определим τB = inf{n ≥ 1 : Xn ∈ B}.
Множество B называется возвратным, если P x(τB < ∞) = 1 и положительно
возвратным, если sup

x∈X
E xτB < ∞. Сформулируем утверждение.

Утверждение 2. (обобщенный критерий Фостера) Предположим, что су-
ществуют тестовая функция («функция Ляпунова») L(x) ≥ 0, и функции g
и h, удовлетворяющие условиям 1)− 4) такие, что

E(L(Xg(X0))− L(X0)|X0 = x) ≤ −h(x). (34)

Тогда существует N0 ∈ N такая, что для всех N > N0 и всех x ∈ X имеем
E xτ < ∞ и sup

L(x)≤N

E xτ < ∞, где τ ≡ τ(N) = inf{n ≥ 1 : L(x) ≤ N}.

Сформулируем третье вспомогательное утверждение из работы [14]. Данное
утверждение более аккуратно изложено, а также доказано при более общих
условиях в работе [15]. Для простоты изложения мы приведем только частный
случай для однородных цепей Маркова. Пусть последовательность {Xn}n≥0

образует цепь Маркова такую, что

Xn+1 = f(Xn, αn)

с начальным значением X0 = x, где {αn}n≥0 образует последовательность неза-
висимых равномерно распределенных на отрезке [0, 1] случайных величин, а f
— измеримая функция. Пусть далее ∆ = L(X1) − L(X0), где L — измеримая
функция. Определим

τ(N) = inf{n ≥ 0 : L(Xn) ≥ N}.
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Далее полагаем, что h(t) — некоторая вещественная функция такая, что (h(t))−1

интегрируема на промежутке (1,∞).

Утверждение 3. Пусть существуют такие числа N > 0, ε > 0, M > 0 и
такая функция h(t), что
1) τ(N) < ∞ п.н. для произвольного начального состояния цепи;
2) Для всех x ∈ X таких, что L(x) ≥ N , выполняется:

E x(∆ · 1(∆ ≤ M)) ≥ ε;

3) Семейство случайных величин {h(−min(0,∆)), X0 = x, L(x) ≥ N} равно-
мерно интегрируемо.

Тогда для всех x ∈ X

P x( lim
n→∞

L(Xn) = ∞) = 1.
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