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Ïðåäñòàâëåíî È.À. Ïðîñêóðíèíûì

Abstract: For any semihomogenous vector �eld on a real plane
we construct a deformation with a minimal topologically possible
number of singular points.

Keywords: singularities, deformations of singularities, plane vector
�elds, curve singularities.

1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èçâåñòíà çàäà÷à îá óäàëåíèè îñîáûõ
òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ ìàëîé äåôîðìàöèåé: ïóñòü v�ãëàäêîå âåêòîðíîå
ïîëå, îïðåäåëåííîå â îáëàñòè U ⊂ Rn, èìåþùåå â ýòîé îáëàñòè åäèí-
ñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó èíäåêñà 0. Åñòü ëè â ìàëîé îêðåñòíîñòè v (â
íåêîòîðîé òîïîëîãèè) âåêòîðíîå ïîëå ṽ, íå èìåþùåå â U îñîáûõ òî÷åê?
Ýòà çàäà÷à ñòàâèëàñü â ñòàòüå Ïýëèñà è Ïüþ [1]. Ñàéìîí è Òèòóñ ([2])
äîêàçàëè, ÷òî òàêîå ïðèáëèæåíèå âîçìîæíî â C1 - òîïîëîãèè â ñëó÷àå
n = 2. Ýíêåð ïîêàçàë ([3]), ÷òî ýòî âîçìîæíî äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè, òàê íàçûâàåìûõ ïîëóîä-
íîðîäíûõ. Êîôôìàí è Ë¼áë ïîêàçàëè ([4]), ÷òî äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ è
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àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé ìåæäó ïîëÿìè v è ṽ ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ãîìîòîïèÿ, ïðè÷åì âñå ïðîìåæóòî÷-
íûå âåêòîðíûå ïîëÿ òîæå íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à
äëÿ ãðàäèåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñòàâèëàñü â òåîðèè îñîáåííîñòåé êàê
çàäà÷à î äåôîðìàöèè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèé áåç îñîáûõ òî÷åê, è áûëà
ðåøåíà Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå ([5]) â ñëó÷àå n = 2.
Çàäà÷ó îá óäàëåíèè îñîáîé òî÷êè åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü äî çàäà÷è î

ìèíèìàëüíîé äåôîðìàöèè: ïóñòü èíäåêñ îñîáîé òî÷êè v ðàâåí k ∈ Z.
Ìîæíî ëè ïðèáëèçèòü v âåêòîðíûì ïîëåì ṽ, èìåþùèì ðîâíî |k| íåâû-
ðîæäåííûõ îñîáûõ òî÷åê? Òàêàÿ çàäà÷à äëÿ ãðàäèåíòíûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé ñòàâèëàñü Â. Âàñèëüåâûì ([6]). Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ïîëóîäíîðîäíîãî àíàëèòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñ-
êîñòè ìèíèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îíà ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé. Ãîâîðÿ
òî÷íî, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü v � ðîñòîê ïîëóîäíîðîäíîãî àíàëèòè÷åñêîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ íà (R2, 0), èìåþùèé èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó èíäåêñà
k. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ðîñòêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé v(λ), àíàëè-
òè÷åñêè çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ, òàêîå, ÷òî v(0) = v è ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ íåíóëåâûõ λ âåêòîðíîå ïîëå v(λ) èìååò |k| íåâû-
ðîæäåííûõ îñîáûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ðàçäåëåíî íà ÷åòûðå ÷àñòè: â ïåðâîé ìû äàäèì
íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû, âî âòîðîé ìû îïèøåì
ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà ïîëóîíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêî-
ñòè, îñíîâàííûé íà àíàëèçå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ íóëåé
åãî êîìïîíåíò, â òðåòüåé ìû ïîñòðîèì ìèíèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ â âè-
äå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàëûõ øåâåëåíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ, à â ÷åòâåðòîé
ìû äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàëûõ øåâåëåíèé ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà êàê ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé.

2 Îïðåäåëåíèÿ è íåîáõîäèìûå ôàêòû

Çäåñü èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû è îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè îñîáåí-
íîñòåé, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ äîêàçàòåëüñòâ. Ïîäðîáíîå èçëî-
æåíèå ýòèõ ïîíÿòèé ñì, íàïðèìåð, â [7], [8]. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äå-
ôîðìèðóåìîé îñîáîé òî÷êîé âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ (0, 0) ∈ R2.

Îïðåäåëåíèå 1. Êðàòíîñòüþ ðîñòêà àíàëèòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ íà ïëîñêîñòè ñ êîìïîíåíòàìè f è g íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòü èäåà-
ëà, ïîðîæäåííîãî êîìïëåêñèôèêàöèÿìè f è g â êîëüöå ðîñòêîâ êîìïëåêñíî-
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ µ(v) = dimC(C{x, y}/⟨f, g⟩).
Êðàòíîñòü ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íà, âîîáùå ãîâîðÿ, íî äëÿ âåêòîðíûõ

ïîëåé ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè òèïà (ïîëóîäíîðîäíûõ) ýòà âåëè÷èíà êî-
íå÷íà. Å¼ êîíå÷íîñòü ðàâíîñèëüíà èçîëèðîâàííîñòè îñîáîé òî÷êè â êîì-
ïëåêñíîé îáëàñòè. Êðàòíîñòü ðàâíà ÷èñëó íåâûðîæäåííûõ êîìïëåêñíûõ
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îñîáûõ òî÷åê, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè ìàëîé äåôîðìàöèè êîìïëåêñèôèêàöèè
äàííîé îñîáåííîñòè. Åñëè ïðè äåôîðìàöèè êðàòíîñòü ðîñòêà âåêòîðíîãî
ïîëÿ íå ìåíÿåòñÿ, òî ýòà äåôîðìàöèÿ íå ïîðîæäàåò íîâûõ îñîáûõ òî÷åê.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè åãî
êîìïîíåíòû - îäíîðîäíûå ïîëèíîìû (âîçìîæíî, ðàçíîé ñòåïåíè).

Îïðåäåëåíèå 3. Îäíîðîäíîå âåêòîðíîå ïîëå íåâûðîæäåíî, åñëè åãî
êîìïîíåíòû èìåþò åäèíñòâåííûé îáùèé íóëü â C2 (íà÷àëî êîîðäè-
íàò). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî âûðîæäåíî.

Îïðåäåëåíèå 4. Âåêòîðíîå ïîëå F ïîëóîäíîðîäíî åñëè îíî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå (f0 + f1, g0 + g1), ãäå (f0, g0) - íåâûðîæäåííîå îäíîðîäíîå,
a ðÿä Òåéëîðà f1 (ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä Òåéëîðà g1) ñîäåðæèò èñêëþ÷è-
òåëüíî ìîíîìû ñòåïåíè âûøå, ÷åì ñòåïåíü f0 (cîîòâåòñòâåííî, g0).
(f0, g0) íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ïîëÿ F .

Êðàòíîñòü ïîëóîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âñåãäà êîíå÷íà è ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé f0 è g0 (÷òî ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ åãî ãëàâ-
íîé ÷àñòè). Èíäåêñ ïîëóîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí èíäåêñó åãî
ãëàâíîé ÷àñòè (äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ôàêòîâ ñì., íàïðèìåð, â [7]).
Â äîêàçàòåëüñòâå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà(å¼ äîêàçàòåëü-

ñòâî ñì., íàïðèìåð, â [9]):

Ëåììà 1. (Ëåììà îá îòáîðå êðèâûõ) Ïóñòü òî÷êà x0 ïðèíàä-
ëåæèò çàìûêàíèþ ñóáàíàëèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ γ : (−1, 1) → Rn òàêàÿ, ÷òî γ(t) ∈
X ∀t ∈ (0, 1), à γ(0) = x0.

Îíà ïîçâîëèò íàì ïðåâðàòèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 5. Íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû âåùåñòâåííîé àíàëèòè-
÷åñêîé êðèâîé ìû áóäåì íàçûâàòü âåòâÿìè ýòîé êðèâîé. Åñëè ìû
ðàññìàòðèâàåì ðîñòîê àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé â òî÷êå x0, òî ýòà òî÷-
êà áóäåò äåëèòü êàæäóþ âåòâü êðèâîé íà äâå ÷àñòè. Ýòè ÷àñòè ìû
áóäåì íàçûâàòü ïîëóâåòâÿìè êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ ëþáîé íåïðèâîäèìîé àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé γ ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå
ôóíêöèè) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ gγ òàêàÿ, ÷òî åñëè γ � âåòâü êðè-
âîé {f = 0}, òî f äåëèòñÿ íà gγ. Åñëè gγ âõîäèò â ðàçëîæåíèå f íà
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ñ êðàòíîñòüþ 1, òî âåòâü γ íàçûâàåòñÿ
íåêðàòíîé äëÿ f (èëè äëÿ êðèâîé {f = 0}). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà
êðàòíàÿ.
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3 Âû÷èñëåíèå èíäåêñà ïîëóîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó äâóõ ðîñòêîâ ôóíêöèé g1 è g2
ïðàâèëüíîå ÷åðåäîâàíèå, åñëè ìíîæåñòâà {g1 = 0} ∩ R2 è {g2 = 0} ∩ R2

èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, è êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ ê {g1 = 0} ∩ R2 ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ïî-
ëóâåòâü ìíîæåñòâà {g2 = 0} ∩ R2

Íàïðèìåð, y3 − 5x4y è 3xy2 − x5 èìåþò ïðàâèëüíîå ÷åðåäîâàíèå.

ß êðàòêî èçëîæó òåîðèþ èíäåêñà ïîëóîäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,
îïèñàííóþ â êíèãå Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è äðóãèõ �Âåêòîðíûå ïîëÿ íà
ïëîñêîñòè�.

Èíäåêñ íåâûðîæäåííîãî ïîëóîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâåí èí-
äåêñó åãî ãëàâíîé ÷àñòè, òàê ÷òî áóäåì ñ÷èòàòü ïîëå F ïðîñòî îäíîðîä-
íûì. Êîìïîíåíòû ïîëÿ F (îáîçíà÷èì èõ f è g) ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû
íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìíîæèòåëè, ò.å. íà ëè-
íåéíûå è êâàäðàòè÷íûå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû.

Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè ïðè ïîäñ÷¼òå èíäåêñà ìîæíî
íå ó÷èòûâàòü: åñëè h1(x, y), h2(x, y) � ïîëîæèòåëüíûå âíå íà÷àëà êî-
îðäèíàò ôóíêöèè (êàêèìè ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé
ñòåïåíè), òî èíäåêñû âåêòîðíûõ ïîëåé (f, g) è (h1f, h2g) ñîâïàäàþò. Òàê
÷òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íûõ ìíîæèòåëåé ó f è g íåò.

Äàëåå, ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ âåêòîðà (f, g) ïðè îáõîäå
âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò (â ïëîñêîñòè-ïðîîáðàçå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî
âåêòîð ñäåëàë ïîëíûé îáîðîò, ìû äîëæíû ïåðåñå÷ü íå ìåíåå äâóõ ïðÿ-
ìûõ ìíîæåñòâà {f = 0} è íå ìåíåå äâóõ ïðÿìûõ ìíîæåñòâà {g = 0}. Åñëè
ïðè ýòîì ìû ïåðåñåêàåì ïîäðÿä äâå ïðÿìûå ìíîæåñòâà {f = 0}, ìåæäó
êîòîðûìè íåò ïðÿìûõ ìíîæåñòâà {g = 0}, òî ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ïðÿìûõ âåêòîð âîçâðàùàåòñÿ â òîò æå êîîðäèíàòíûé êâàäðàíò, â êîòî-
ðîì îí áûë äî ýòîãî � çíàê f ïîìåíÿëñÿ äâàæäû, à çíàê g íå ìåíÿëñÿ.
Ïîýòîìó ïàðà ñîñåäíèõ ïðÿìûõ {f = 0}, ìåæäó êîòîðûìè íåò ïðÿìûõ
{g = 0}, íå âíîñèò íèêàêîãî âêëàäà â èíäåêñ îòîáðàæåíèÿ (f, g). Òî æå
ñàìîå âåðíî, ðàçóìååòñÿ, è äëÿ ïàð ñîñåäíèõ ïðÿìûõ {g = 0}, ìåæäó
êîòîðûìè íåò ïðÿìûõ {f = 0}.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ îäíîðîäíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ íåâûðîæäåííûìè
êîìïîíåíòàìè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåìó ðåöåïòó:

(1) Èñêëþ÷àåì èç ðàçëîæåíèÿ îáîèõ êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ âñå êâàä-
ðàòè÷íûå ìíîæèòåëè.
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(2) Èñêëþ÷àåì èç ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíòû f ïàðû ëèíåéíûõ ìíî-
æèòåëåé, îòâå÷àþùèõ çà ïàðû ñîñåäíèõ ïðÿìûõ {f = 0}, ìåæäó
êîòîðûìè íåò ïðÿìûõ {g = 0}.

(3) Èñêëþ÷àåì èç ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíòû g ïàðû ëèíåéíûõ ìíî-
æèòåëåé, îòâå÷àþùèõ çà ïàðû ñîñåäíèõ ïðÿìûõ {g = 0}, ìåæäó
êîòîðûìè íåò ïðÿìûõ {f = 0}.

(4) Ïîâòîðÿåì øàãè 2 è 3, ïîêà òàêèõ ïàð ïðÿìûõ íå îñòàíåòñÿ.
(5) Ïîñëå ýòîãî ìû ëèáî ïðèä¼ì ê îòîáðàæåíèþ, îäíà èç êîìïîíåíò

êîòîðîãî � êîíñòàíòà (è òîãäà èíäåêñ ðàâåí íóëþ), ëèáî ê îä-
íîðîäíîìó îòîáðàæåíèþ (f, g), ó êîòîðîãî îáå êîìïîíåíòû îä-
íîé ñòåïåíè è èìåþò ïðàâèëüíîå ÷åðåäîâàíèå. Âî âòîðîì ñëó÷àå,
î÷åâèäíî, èíäåêñ ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ
êîìïîíåíò.

4 Ìèíèìàëüíûå äåôîðìàöèè

Ïðèìåíèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà, îïèñàí-
íûé â ïðîøëîé ÷àñòè ãëàâû, ê ïîñòðîåíèþ äåôîðìàöèé ïîëÿ F ñ çàäàí-
íûì ÷èñëîì íóëåé. Äåôîðìàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ èíäóöèðóåò äåôîðìà-
öèþ êðèâûõ óðîâíÿ åãî êîìïîíåíò. Íóëè ïðîäåôîðìèðîâàííîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäåôîðìèðîâàííûõ êðèâûõ óðîâíÿ åãî
êîìïîíåíò. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû ÷èñëî íóëåé ðàâíÿëîñü (ñ òî÷íîñòüþ
äî çíàêà) èíäåêñó âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî íåîáõîäèìî ñêîíñòðóèðîâàòü äå-
ôîðìàöèþ êðèâûõ óðîâíÿ, äëÿ êîòîðîé äåôîðìàöèè âåòâåé ìíîæåñòâà
óðîâíÿ, íå âíîñÿùèõ âêëàä â èíäåêñ, íå ïåðåñåêàëèñü áû. Ò.å. , ìû õî-
òèì ïîñòðîèòü äåôîðìàöèþ, â ÷èñëî íóëåé êîòîðîé íå áóäóò âíîñèòü
íèêàêîãî âêëàäà êðèâûå {f = 0}, ìåæäó êîòîðûìè íåò êðèâûõ {g = 0},
è êðèâûå {g = 0}, ìåæäó êîòîðûìè íåò êðèâûõ {f = 0}. Áóäåì íàçû-
âàòü òàêèå êðèâûå (ò.å. òå, îò êîòîðûõ èçáàâëÿëèñü íà øàãàõ 2, 3 è 4
âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà) ëèøíèìè.

Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ìàëûì øåâåëåíèåì ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò
ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ: åñëè f = f1u,
ãäå u(x, y) > 0 ïðè x2 + y2 > 0, òî äåôîðìàöèÿ fλ = f1(u+ λ), λ > 0, íå
ðîæäàåò íîâûõ íóëåé è íå ìåíÿåò èíäåêñà îòîáðàæåíèÿ.

Òàêæå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü
âåêòîðíîãî ïîëÿ îáðàçîâàíà îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè áåç êðàòíûõ êîð-
íåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èõ ìîæíî íåìíîãî ïîøåâåëèòü, òàê ÷òîáû âñå
êîðíè ñòàëè ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ çàâèñèò òîëü-
êî îò ñòåïåíè ãëàâíîé ÷àñòè, òî ïðè òàêîì øåâåëåíèè îíà íå èçìåíèòñÿ.

Ïóñòü h(x, y) � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ ïàðó ëèøíèõ âåòâåé ìíîæåñòâà
{f = 0}, ìåæäó êîòîðûìè íåò âåòâåé {g = 0}, f = hf1. Åñëè (áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè) òî÷åê ìíîæåñòâà {g = 0} íåò â ìíîæåñòâå h > 0,
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òî òîãäà äåôîðìàöèÿ Fλ = (f1(h− λ), g), λ > 0 íå ïîðîæäàåò íîâûõ íó-
ëåé. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî óáèðàòü èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëèøíèå âåòâè
ìíîæåñòâà íóëåé êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì âåêòîðíîå ïîëå Fλ,
ïîëó÷åííîå ïîñëå äåôîðìàöèè, îñòàíåòñÿ ïîëóîäíîðîäíûì.

Ýòó ïðîöåäóðó íåîáõîäèìî, êîíå÷íî, ïîâòîðèòü íåñêîëüêî ðàç: ïîñëå
èçáàâëåíèÿ îò âåòâåé, ìåæäó êîòîðûìè íåò íóëåé äðóãîé ôóíêöèè, ìî-
æåò îêàçàòüñÿ, ÷òî òåïåðü ìåæäó êàêèìè-òî èç îñòàâøèõñÿ âåòâåé íåò
íóëåé, è ò.ä. Ðàçóìååòñÿ, ñêàçàííîå âûøå îïèñûâàåò ëèøü îáùóþ èäåþ
êîíñòðóêöèè íåîáõîäèìîé íàì äåôîðìàöèè. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìîæ-
íî âûáðàòü ïàðàìåòðû äåôîðìàöèè òàê, ÷òîáû ñäâèãàåìûå êðèâûå íå
ïåðåñåêàëèñü, è òàêîé âûáîð ìîæåò áûòü ñäåëàí â ðàìêàõ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ F íà ïëîñêîñòè ñó-
ùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ Θ(x, y, λ),Θ(x, y, 0) = F (x, y)
òàêàÿ, ÷òî
1)Ïðè êàæäîì λ ðîñòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ Θ(x, y, λ) â íà÷àëå êîîðäè-

íàò ïîëóîäíîðîäíûé.
2)Ïðè êàæäîì λ ìíîæåñòâà íóëåé ðîñòêîâ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî

ïîëÿ Θ(x, y, λ) íå èìåþò ëèøíèõ âåòâåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïàðû ëèøíèõ ïðÿìûõ çàäàþòñÿ êâàäðàòè÷íû-
ìè ôîðìàìè Q1, ...., Qk, ïðè÷¼ì ôîðìû óêàçàíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòî-
ðîì ìû õîòèì îò íèõ èçáàâèòüñÿ: Q1 çàäà¼ò äâå ñîñåäíèå âåòâè, ìåæ-
äó êîòîðûìè èçíà÷àëüíî íåò íóëåé äðóãîé êîìïîíåíòû, ìåæäó âåòâÿ-
ìè Q2 ëèáî íåò íóëåé äðóãîé êîìïîíåíòû, ëèáî èõ íå áóäåò ïîñëå òî-
ãî, êàê ìû óáåð¼ì íóëè Q1 è ò.ä. Ïðåäïîëîæèì òàêæå áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè, ÷òî íóëè äðóãèõ êîìïîíåíò îòñóòñòâóþò â ìíîæåñòâàõ
Qi > 0. Êðèâàÿ {Q1 = 1} íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâîé {fg = 0}, ïîýòî-
ìó ñóùåñòâóåò òàêîå 1 > C1 > 0, ÷òî Q2 íå ïðèíèìàåò íà {Q1 = 1}
çíà÷åíèé, ðàâíûõ èëè ìåíüøèõ C1. Ïî îäíîðîäíîñòè òîãäà Q2 íå ïðè-
íèìàåò íà {Q1 = λ} çíà÷åíèé, ðàâíûõ èëè ìåíüøèõ C1λ. Òîãäà ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ λ > 0 êðèâûå {Q1 = λ} è {Q2 = C1λ} íå ïåðåñåêóò-
ñÿ. Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò 1 > C2 > 0 òàêîå, ÷òî Q3 íå ïðèíèìàåò
íà{Q1 = 1} ∪ {Q2 = 1} çíà÷åíèé, ìåíüøèõ ëèáî ðàâíûõ C2. Òîãäà êðè-
âûå {Q1 = λ}, {Q2 = C1λ} è {Q3 = C1C2λ} ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ:
òî, ÷òî íå ïåðåñåêàþòñÿ ïåðâûå äâå êðèâûå, óæå äîêàçàíî, Q3 ïðèíèìàåò
íà {Q1 = λ} çíà÷åíèÿ, ñòðîãî áîëüøèå, ÷åì C2λ > C1C2λ, à íà êðèâîé
{Q2 = C1λ} Q3 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ñòðîãî áîëüøèå, ÷åì C1C2λ. Ýòîò
ïðîöåññ ìîæíî èòåðèðîâàòü: ñóùåñòâóåò òàêîå 1 > Cm > 0, ÷òî Qm+1 íå

ïðèíèìàåò íà
m⋃
i=1

{Qi = 1}, i ≤ m çíà÷åíèé, ðàâíûõ èëè ìåíüøèõ Cm.
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Òîãäà ïðè âñåõ λ > 0 êðèâûå {Q1 = λ}, {Q2 = C1λ}, {Q3 = C1C2λ},....,
{Qm+1 = C1C2...Cmλ} ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

□

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëóîäíîðîäíîãî ïîëÿ. Ïàðû ëèøíèõ êðè-
âûõ áóäóò çàäàâàòüñÿ ïîëóîäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè Q̃1, ...., Q̃k, ïðè÷¼ì
ãëàâíîé ÷àñòüþ Q̃i áóäåò êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Qi. Ïî-ïðåæíåìó ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q̃i óêàçàíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì ìû èõ áóäåì
âîçìóùàòü, è ÷òî íóëè äðóãèõ êîìïîíåíò îòñóòñòâóþò â ìíîæåñòâàõ
Q̃i > 0. Ðàññìîòðèì êðèâûå {Q̃1 = λ}, {Q̃2 = C1λ}, {Q̃3 = C1C2λ},....,
{Q̃m+1 = C1C2...Cmλ}
( C1, ..., Cm+1 îïðåäåëåíû âûøå äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì Q1, ...., Qk) .

Ëåììà 3. Ïðè λ > 0 {Q̃1 = λ}, {Q̃2 = C1λ}, {Q̃3 = C1C2λ},....,
{Q̃m+1 = C1C2...Cmλ} ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êðèâûå {Q̃1 = λ} è {Q̃2 =

C1λ}. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
Q̃1 = λ

Q̃2 = C1λ
ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðåøå-

íèÿìè ñèñòåìû

{
Q̃2 = C1Q̃1

Q̃1 > 0
. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîé

âòîðîé ñèñòåìû ïðèñóòñòâóþò â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî òîãäà ìíî-
æåñòâî ýòèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò ïàðàìåòðèçîâàííóþ àíàëèòè÷åñêóþ êðè-
âóþ, âõîäÿùóþ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü ýòî êðèâàÿ φ(t), φ(0) = (0, 0),
à φ0(t) � êîìïîíåíòà íàèìåíüøåé ñòåïåíè â ðÿäå Òåéëîðà φ(t). Çàìåòèì,
÷òî íå ìîæåò áûòü òàê, ÷òî Q2(φ0(t)) = C1Q1(φ0(t)) = 0 ïðè âcåõ t, ïî-
ñêîëüêó ó êâàäðàòè÷íûõ ôîðìQ1 èQ2 íåò îáùèõ íóëåé âíå íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìíîãî÷ëåí Q2(φ0(t)) íåíóëåâîé.
Íî òîãäà îáÿçàí áûòü íåíóëåâûì è ìíîãî÷ëåí C1Q1(φ0(t)): ñòåïåííûå ðÿ-

äû Q̃2(φ(t)) è C1Q̃1(φ(t)) ñîâïàäàþò, à ÷ëåíû íàèìåíüøåé(îäèíàêîâîé â
îáîèõ ðÿäàõ) ñòåïåíè â ýòèõ ðÿäàõ ïîðîæäàþòñÿ ïîëèíîìàìè Q2(φ0(t)) è

C1Q1(φ0(t)). Çíà÷èò,

{
Q2(φ0(t) = C1Q1(φ0(t))

Q2(φ0(t) > 0
. Íî òîãäà áû ïðè ïîä-

õîäÿùèõ λ > 0 èìååò ðåøåíèå ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
Q1 = λ

Q2 = C1λ
, ÷åãî,

êàê óæå äîêàçàíî, áûòü íå ìîæåò. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ëþáîé äðóãîé
ïàðû êðèâûõ àíàëîãè÷íî. □

Ïîñëå èçáàâëåíèÿ îò âñåõ ëèøíèõ âåòâåé, ìû ïðèä¼ì, êàê è â ñëó÷àå
èíäåêñà, ëèáî ê âåêòîðíîìó ïîëþ, ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî � íåíó-
ëåâàÿ (ò.å. ê ïîëþ, âîâñå íå èìåþùåìó íèêàêîãî íóëÿ), ëèáî ê ïîëþ,
îäíîðîäíûå ÷àñòè êîòîðîãî èìåþò ïðàâèëüíîå ÷åðåäîâàíèå. Â ïåðâîì
ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî: òîãäà ó èñõîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
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áûë íóëåâîé èíäåêñ, è ïîñëå äåôîðìàöèè ìû ïîëó÷èëè âåêòîðíîå ïî-
ëå áåç íóëåé. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âòîðîé ñëó÷àé. Äîêàæåì íåñêîëüêî
âàæíûõ â ýòîì ñëó÷àå ëåìì:

Ëåììà 4. Ïóñòü F : (R2, 0) −→ (R2, 0) - êîíå÷íîêðàòíûé ðîñòîê îòîá-
ðàæåíèÿ ïëîñêîñòè ñ êîìïîíåíòàìè (f, g). Ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ
Fλ = (f +λ, g). Åå íóëè ëåæàò íà êðèâîé {g = 0}. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ λ òå èç íóëåé, êîòîðûå ëåæàò íà íåêðàòíûõ âåòâÿõ ýòîé
êðèâîé - íåâûðîæäåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : (R, 0) −→ (R2, 0) � ïàðàìåòðèçàöèÿ êàêîé-
íèáóäü íåêðàòíîé âåòâè ìíîæåñòâà {g = 0}. Ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé
f(φ(t)) íå ìîæåò èìåòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ò.ê. èíà÷å f áûëî áû ïîñòîÿííî (è ðàâíî
íóëþ) íà íåêîòîðîé âåòâè {g = 0}, à òîãäà îòîáðàæåíèå F íå áûëî
áû êîíå÷íîêðàòíûì. Ïóñòü (v1, v2) � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê {g = 0}.
Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ó f(φ(t)) êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îçíà÷àåò, ÷òî â íåêî-
òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â R2 íà ìíîæåñòâå {g = 0} âåëè-

÷èíà ∂f
∂xv1 + ∂f

∂y v2 íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Âåêòîð (v1, v2) óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâó ∂g
∂xv1 +

∂g
∂yv2 = 0, ïðè÷åì âåêòîð ( ∂g∂x ,

∂g
∂y ) (â ñèëó íåêðàòíîñòè

âûáðàííîé íàìè âåòâè) íå îáðàùàåòñÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-

íîñòè íóëÿ. Çíà÷èò, âåêòîðû (∂f∂x ,
∂f
∂y ) è ( ∂g∂x ,

∂g
∂y ) â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ íà âûáðàííîé âåòâè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ìàòðèöà,
ñîñòàâëåííàÿ èç êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ F
(ðàâíûé ÿêîáèàíó Fλ), ïîýòîìó âñå íóëè Fλ íà íåêðàòíîé êðèâîé íåâû-
ðîæäåííûå.

□

Â ÷àñòíîñòè, åñëè {g = 0} - ïðèâåäåííàÿ êðèâàÿ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ôóíêöèÿ g èìååò â íóëå êîíå÷íîå ÷èñëî Ìèëíîðà), òî äåôîðìàöèÿ Fλ

áóäåò èìåòü òîëüêî íåâûðîæäåííûå íóëè.

Ëåììà 5. Ïóñòü f, g - äâå íåâûðîæäåííûå ïîëóîäíîðîäíûå ôóíêöèè
îäèíàêîâîé ñòåïåíè r ñ âåùåñòâåííûìè âåòâÿìè, è îäíîðîäíûå ÷àñòè
f, g èìåþò ïðàâèëüíîå ÷åðåäîâàíèå. Òîãäà ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (f, g)
â íåêîòîðîé ìàëîé âåùåñòâåííîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êî-
îðäèíàò íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî f è g ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòî îäíîðîäíû-
ìè: ÿêîáèàí ïîëóîäíîðîäíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà áóäåò ñîâïàäàòü ñ ÿêîáèàíîì åãî îäíîðîäíîé ÷àñòè, à
çíà÷èò, çíàê â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ èìåí-
íî îäíîðîäíîé ÷àñòüþ. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ìàëûå
çíà÷åíèÿ (a, b) ÿâëÿþòñÿ íåêðèòè÷åñêèìè äëÿ îòîáðàæåíèÿ (f, g).



ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ 9

Åñëè a = 0 èëè b = 0, òî çíà÷åíèå íåêðèòè÷åñêîå ïî ëåììå 3. Åñëè
îíè îáà íå ðàâíû íóëþ, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé f = a, g = b, ab ̸= 0 ðàâ-
íîñèëüíà ñèñòåìå bf − ag = 0, g = b. Îòîáðàæåíèå (bf − ag, g) èìååò
òîëüêî èçîëèðîâàííûå íóëè, åñëè èçîëèðîâàííûå íóëè èìååò îòîáðàæå-
íèå (f, g), ïîýòîìó, åñëè ìû ñìîæåì äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ {bf − ag = 0}
� ïðèâåä¼ííàÿ, òî íåêðèòè÷íîñòü çíà÷åíèÿ (a, b) äëÿ îòîáðàæåíèÿ (f, g)
áóäåò, îïÿòü æå, ñëåäîâàòü èç ëåììû 3. bf − ag - îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ
ñòåïåíè r, ïîýòîìó ïðèâåä¼ííîñòü êðèâîé ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî ó íå¼ r
âåòâåé. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a è b îäíîãî çíàêà. Ðàññìîòðèì
êàêóþ-íèáóäü ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó äîïîëíåíèÿ ê {fg = 0}, íà êîòîðîé

fg > 0. Íà ýòîé êîìïîíåíòå îòíîøåíèå f
g ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöè-

åé, ìåíÿþùåéñÿ îò 0 äî +∞, à, çíà÷èò, ïðèíèìàåò è çíà÷åíèå a
b . Ïîýòîìó

â ýòîé êîìïîíåíòå ëåæèò êàê ìèíèìóì îäíà ïîëóâåòâü ìíîæåñòâà íóëåé
bf − ag. Â ñèëó ïðàâèëüíîãî ÷åðåäîâàíèÿ f è g ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñ
fg > 0 ðîâíî 2r øòóê, à çíà÷èò ó {bf − ag = 0} r âåòâåé.

□

Îñòàëîñü çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ëèø-
íèõ âåòâåé {f = 0} è {g = 0}, ìû ïðèä¼ì ê ïîëþ Θλ = (fλ, gλ), èíäåêñ êî-
òîðîãî ðàâåí èíäåêñó ïîëÿ F . Åãî êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïîëóîäíîðîäíû-
ìè ôóíêöèÿìè, ïîñêîëüêó ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèëè,
÷òî êîìïîíåíòû èñõîäíîãî ïîëÿ F áûëè ïîëóîäíîðîäíû, à ãëàâíàÿ ÷àñòü
ïîëÿ Θλ îòëè÷àåòñÿ îò ãëàâíîé ÷àñòè ïîëÿ F òîëüêî èñêëþ÷åíèåì íåêî-
òîðûõ ìíîæèòåëåé è, âîçìîæíî, äîìíîæåíèåì íà íåêîòîðóþ ñòåïåíü λ.
Ïî ëåììå 4 ÿêîáèàí Θλ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò èìååò ïîñòîÿííûé çíàê, ðàâíûé çíàêó èíäåêñà F . Òîãäà ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ (çàâèñÿùèõ îò λ) α, β îòîáðàæåíèå F̃ = (fλ−α, gλ−β)
àâòîìàòè÷åñêè èìååò òîëüêî íåâûðîæäåííûå íóëè (ïî ëåììå 3), ÷èñëî
êîòîðûõ ðàâíî ïî ìîäóëþ èíäåêñó Fλ, ò.å. è èíäåêñó F .

5 Ïîñòðîåíèå äåôîðìàöèè â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äåôîðìàöèÿ áûëà ïîñòðîåíà â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ìàëûõ øåâåëåíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ, à íå â âèäå àíàëèòè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé. Çäåñü ìû äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü øåâåëåíèé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â âèäå àíàëèòè÷åñêîé
ãîìîòîïèè. Ìû ðàññìàòðèâàëè ÷åòûðå òèïà øåâåëåíèé:

(1) Øåâåëåíèÿ f0 è g0, äåëàþùèå èõ íåâûðîæäåííûìè.
(2) Øåâåëåíèÿ f0 è g0, óäàëÿþùèå êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè â ðàç-

ëîæåíèè f0 è g0 íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû.
(3) Øåâåëåíèå, óäàëÿþùåå âñå ëèøíèå êîìïîíåíòû f0 è g0.
(4) Îêîí÷àòåëüíîå øåâåëåíèå, äåëàþùåå âñå îñîáûå òî÷êè âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ íåâûðîæäåííûìè.
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Âñå ýòè øåâåëåíèÿ ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì âêëþ÷èòü â ÷åòûð¼õïà-
ðàìåòðè÷åñêóþ
äåôîðìàöèþ v(λ1, λ2, λ3, λ4), v(0, 0, 0, 0) = v, ãäå i-òûé ïàðàìåòð îñó-

ùåñòâëÿåò äåôîðìàöèþ i-òîãî òèïà. Òîãäà ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà îçíà÷àþò, ÷òî â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ñõîäÿùàÿñÿ ê (0, 0, 0, 0),
ïðè êîòîðûõ äåôîðìàöèÿ v(λ1, λ2, λ3, λ4) èìååò |k| íåâûðîæäåííûõ îñî-
áûõ òî÷åê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êî-
òîðûõ äåôîðìàöèÿ v(λ1, λ2, λ3, λ4) èìååò |k| íåâûðîæäåííûõ îñîáûõ òî-
÷åê ÿâëÿåòñÿ ñóáàíàëèòè÷åñêèì, à, çíà÷èò, ïî ëåììå îá îòáîðå êðèâûõ
îíî ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîð-
äèíàò. Ýòà àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ è çàäà¼ò èñêîìîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ
ïîëåé.
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