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ÊËÈÊÎÂÎÅ ×ÈÑËÎ ÃÐÀÔÀ ÊÎÌÌÓÒÈÐÎÂÀÍÈß
TI-ÏÎÄÃÐÓÏÏ Â ËÈÍÅÉÍÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ

À.À. ÊÓÄÈÍÎÂ, Í.Ä. ÇÞËßÐÊÈÍÀ

Abstract. In the paper we study the commuting graph of a TI-subgroup
A of order 4 in a group GLn(q), and the commuting graph of a TI-
subgroup A of order 4 in a quotient group by center of a group GL2m(q).
The clique number of these two graphs is found.

Keywords: �nite linear group, quotient group, TI-subgroup, commuting
graph.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï ñâÿçàíû ñ îïèñàíèåì êëàññîâ ãðóïï,
ñîäåðæàùèõ ïîäãðóïïû ñ ðÿäîì îïðåäåëåííûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò TI-ïîäãðóïïû.

Èçó÷åíèå ãðóïï, ñîäåðæàùèõ TI-ïîäãðóïïó, ÿâëÿåòñÿ âàæíûì â ñâÿçè ñ çà-
äà÷åé êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Ðåçóëüòàòû î TI-ïîäãðóïïàõ
ïîëåçíû ïðè îïèñàíèè ãðóïï òàê íàçûâàåìîãî êîìïîíåíòíîãî òèïà, à òàêæå
ïðè èññëåäîâàíèè ãðóïï ñ óñëîâèÿìè íà êëàññû ñîïðÿæåííûõ èíâîëþöèé.

Êîíå÷íûå ãðóïïû ñ TI-ïîäãðóïïîé A, ÿâëÿþùåéñÿ 2-ãðóïïîé, èçó÷àëèñü â
[1�9], è â íàñòîÿùèé ìîìåíò íàèìåíåå èññëåäîâàííûìè îñòàëèñü ñëó÷àè, êîãäà
ïîäãðóïïà A ëèáî öèêëè÷åñêàÿ, ëèáî ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
A � öèêëè÷åñêàÿ 2-ãðóïïà, òî äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà A èìååò
ïîðÿäîê 4.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ãðóïïû ñ íåé ìîæíî ñâÿçàòü îïðåäåëåííûé êîìáè-
íàòîðíûé îáúåêò è ïî ñâîéñòâàì ýòîãî îáúåêòà ñóäèòü î ñâîéñòâàõ ñâÿçàííîé
ãðóïïû. Îäíèì èç òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàô êîììóòèðîâàíèÿ.

Kudinov, A.A., Zyulyarkina, N.D., Clique number of the commuting graph of TI-

subgroups in linear groups.
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Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê ãðàôà ÿâëÿåòñÿ êëèêîâîå ÷èñëî. Èç ïî-
ëó÷åííûõ Ì. Àøáàõåðîì ðåçóëüòàòîâ [10] ñëåäóåò, ÷òî êëèêîâîå ÷èñëî ãðàôà
êîììóòèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ TI-ïîäãðóïï ïîðÿäêà 4 ñâÿçàíî ñî ñëàáûì çàìû-
êàíèåì ýòîé TI-ïîäãðóïïû â ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïå ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, èì
áûë èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà TI-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàìêíóòîé â ñèëîâñêîé
2-ïîäãðóïïå èç G (ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëó÷àþ, êîãäà êëèêîâîå ÷èñëî ãðàôà êîì-
ìóòèðîâàíèÿ Γ(G,AG) ðàâíî åäèíèöå). Ïîýòîìó ñâåäåíèÿ î êëèêîâîì ÷èñëå
ãðàôà êîììóòèðîâàíèÿ TI-ïîäãðóïï ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ.

Èç [8] ñëåäóåò, ÷òî ãðàô êîììóòèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêîé TI-ïîäãðóïïû ïîðÿä-
êà 4 êîðíåâîãî òèïà ñîâïàäàåò ñ ãðàôîì êîììóòèðîâàíèÿ èíâîëþöèè èç ýòîé
ïîäãðóïïû.

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ãðàôà êîììóòèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêîé
TI-ïîäãðóïïû â ëèíåéíûõ ãðóïïàõ íàä ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè.

Èç ðàáîòû [2] èçâåñòíî, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 íîðìàëè-
çóåò ëþáóþ êîìïîíåíòó ãðóïïû G, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè èçó-
÷åíèè êîíå÷íûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõ êîìïîíåíòû, ïîëåçíî èìåòü èíôîðìàöèþ
î ãðóïïàõ âèäà F ∗(G)A, ãäå F ∗(G) � êâàçèïðîñòàÿ ãðóïïà, A � öèêëè÷åñêàÿ
TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ïî-
ðÿäêà 4 â ãðóïïå G = XA, ãäå X = F ∗(G) � ëèíåéíàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì
íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè, à a0 ýòî èíâîëþöèÿ èç A =< a >.

×åðåç X∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ðàñøèðåíèé ãðóïïû X, ÷òî äëÿ ãðóï-

ïû X̃ èç X∗ ëþáîé ýëåìåíò èç X̃ − X èíäóöèðóåò íà X âíåøíèé âíóòðåííå-
äèàãîíàëüíûé àâòîìîðôèçì.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ýòî ÷àñòíîå SLn(q) ïî öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïå ïî-
ðÿäêà d, q íå÷åòíî. Òîãäà áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) G ∈ X∗, q − 1 ≡ 0(mod 4), a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m èç
GLn(q), n ̸= 2m èëè d íå÷åòíî. Òîãäà ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(G,AG)
èìååò ðàçìåðíîñòü Cm

n ;
(2) G ∈ X∗, q − 1 ≡ 0(mod 4), a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m èç

GLn(q), n = 2m è d ÷åòíî. Òîãäà ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(G,AG)
èìååò ðàçìåðíîñòü Cm

n /2;
(3) G ∈ X∗, q + 1 ≡ 0(mod 4), a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà 0 èç

GLn(q). Òîãäà n = 2m, d ÷åòíî è ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(G,AG)
èìååò ðàçìåðíîñòü 2m−1.

(4) G /∈ X∗ è Γ(G,AG) ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

ÏóñòüG � ãðóïïà, A ≤ G. Òîãäà A íàçûâàåòñÿ TI-ïîäãðóïïîé, åñëè A∩Ag = 1
äëÿ ëþáîãî g ∈ G−NG(A). Åñëè A � TI-ïîäãðóïïà ÷åòíîãî ïîðÿäêà êîíå÷íîé
ãðóïïû G, òî A íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé êîðíåâîãî òèïà, åñëè |A : NA(A

g)|
íå÷åòåí äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî |NA(A

g)| ÷åòíî.
Îáùåå ñòðîåíèå öèêëè÷åñêèõ TI-ïîäãðóïï ïîðÿäêà 4 â ëèíåéíûõ ãðóïïàõ

íàä ïîëÿìè íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè îïèñàíî â [8].
Ìû ðàññìàòðèâàåì íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðå-

áåð. Êëèêîé íàçûâàåòñÿ ïîëíûé ãðàô, à êîêëèêîé � ãðàô, íå èìåþùèé ðåáåð.
Ìàêñèìàëüíîé êëèêîé ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ åãî ïîäãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ êëèêîé,
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êîòîðóþ íåëüçÿ ðàñøèðèòü äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ âåðøèí. Íàèáîëü-
øåé êëèêîé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí.
Êëèêîâûì ÷èñëîì ãðàôà Γ ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî âåðøèí â åãî íàèáîëüøåé êëè-
êå. Â äàëüíåéøåì êëèêîâîå ÷èñëî áóäåì îáîçíà÷àòü êàê α(Γ).

Äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ãðóïïû G è ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ Y èç G, îïðå-
äåëèì ãðàô êîììóòèðîâàíèÿ, îáîçíà÷àåìûé Γ(G,Y ), êàê ãðàô ñî ìíîæåñòâîì
âåðøèí Y , â êîòîðîì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû x, y ∈ Y ñìåæíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y ïîýëåìåíòíî êîììóòèðóþò.

Ëåììà 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, A � öèêëè÷åñêàÿ TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà
4 ãðóïïû G. Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíûå êëèêè ãðàôà êîììóòèðîâàíèÿ Γ(G,AG)
èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ðàáîòå [10] (ëåììà 2.5), âåðøèíû ãðàôà êîììó-
òèðîâàíèÿ Γ(G,AG), îáðàçóþùèå ìàêñèìàëüíóþ êëèêó, ñîîòâåòñòâóþò ìíîæå-
ñòâó AG ∩ S, ãäå S � ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ââèäó ñîïðÿæåííîñòè
ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â ãðóïïå G, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà-
ôà êîììóòèðîâàíèÿ, îáðàçóþùèõ äâå ìàêñèìàëüíûå êëèêè, òîæå ñîïðÿæåíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ëåììà äîêà-
çàíà.

Èç äàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ α(Γ) äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ
áû îäíó ìàêñèìàëüíóþ êëèêó.

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêèå ãðóïïû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî äàòü ñâåäåíèÿ îá èí-
âîëþöèÿõ è ïîëóèíâîëþöèÿõ â òàêèõ ãðóïïàõ.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì Fq, q íå÷åòíî.
Ïóñòü G = GLn(q). Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3À [9], êàæäîé èíâîëþöèè u ∈ G
ñîîòâåòñòâóþò äâà ïîäïðîñòðàíñòâà V +

u è V −
u èç V :

V +
i = Cv(u) = {v ∈ V |u(v) = v} , V −

i = [V, u] = {v ∈ V |u(v) = −v} .
Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå V = V +

u ⊕V −
u , è èíâîëþöèÿ u â ãðóïïå àâòî-

ìîðôèçìîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé òèïà m, åñëè
ïîäïðîñòðàíñòâî V −

u èìååò ðàçìåðíîñòü m. Ñîãëàñíî ðàáîòå [9], ëþáûå äâå èí-
âîëþöèè òèïà m áóäóò ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà èç SLn(q).

Ïóñòü òåïåðü G � ãðóïïà GLn(q) è u ∈ G. Òîãäà u íàçûâàåòñÿ ïîëóèíâîëþ-
öèåé, åñëè u2 = γE äëÿ γ ∈ F ∗

q . Åñëè γ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, òî u íàçûâàåòñÿ
ïîëóèíâîëþöèåé òèïà 0. Ñîãëàñíî [9], ëþáûå äâå ïîëóèíâîëþöèè u1 è u2 òèïà
0, òàêèå ÷òî u2

1 = u2
2, òîæå ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà èç SLn(q).

Â äàëüíåéøåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó âèäà


η1 0 . . . 0
0 η2 . . . 0
... . . .

. . .
...

0 . . . 0 ηn

 áóäåì îáî-

çíà÷àòü êàê [η1, η2, . . . , ηn].

3. Êëèêîâîå ÷èñëî ãðàôà êîììóòèðîâàíèÿ TI-ïîäãðóïï ïðè

q − 1 ≡ 0(mod 4)

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ∈ X∗. Ïóñòü q − 1 ≡ 0(mod 4). Òîãäà
ââèäó ðàáîòû [4] (òåîðåìà 2.1) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(1) G = X, n > 4, a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m, m ≡ 0(4), èç SLn(q);

Наталья
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максимальность здесь - излишнее условие; просто индуцированная коклика с наибольшим возможным числом вершин, максимальность будет из этого следовать автоматически
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Это предположение уже делалось в предыдущем абзаце. Зачем его повторять?

Наталья
Highlight
Добавить, что такое E.

Наталья
Highlight
Запятая ставится перед "что".

Наталья
Highlight
Что такое X в данном случае?

Наталья
Highlight
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(2) G = X, n ≥ 4, a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m, m ≡ 2(4), èç SLn(q),
(q − 1, n) ̸= (q − 1, 2n) è ëèáî d äåëèòñÿ íà (q − 1, n/2), åñëè n ≡ 0(4), ëèáî
d ≡ 0(2), åñëè n ≡ 2(4);

(3) G = X, n ≥ 2, (q − 1, 2n) ̸= (q − 1, 4n) è ëèáî d äåëèòñÿ íà (q − 1, n)2, a0
ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè íå÷åòíîãî òèïà èç GLn(q);

(4) |G : X| = 2, G ∈ X∗, (q − 1, 2n) = (q − 1, n), ýëåìåíòó a0 ñîîòâåòñòâóåò
èíâîëþöèÿ òèïà m, m ≡ 2(4), èç SLn(q);

(5) |G : X| = 2, G ∈ X∗, (q − 1, 2n) = (q − 1, n), (q − 1, 4n) = (q − 1, 2n), d
äåëèòñÿ íà (q− 1, n)2, ýëåìåíòó a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèÿ íå÷åòíîãî òèïà èç
GLn(q);

(6) |G : X| = 4, G ∈ X∗, (q − 1, 2n) = (q − 1, n), ýëåìåíòó a0 ñîîòâåòñòâóåò
èíâîëþöèÿ íå÷åòíîãî òèïà èç GLn(q).

Ëåììà 2. Ïóñòü X � ÷àñòíîå SLn(q) ïî ïîäãðóïïå ïîðÿäêà d, G ∈ X∗, q−1 ≡
0(mod 4), a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m èç H = GLn(q), n ̸= 2m èëè
d íå÷åòíî. Òîãäà ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(G,AG) èìååò ðàçìåðíîñòü
Cm

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñòðîåíèÿ TI-ïîäãðóïïû, îïèñàííîãî â ëåììàõ 2.5 è 2.6
èç ðàáîòû [4], ñëåäóåò, ÷òî â óêàçàííîì ñëó÷àå CG(a0) = CG(a). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîäãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êîðíåâîãî òèïà. Ïîýòîìó ãðàô êîììóòèðî-
âàíèÿ Γ(G,AG) ñîâïàäåò ñ ãðàôîì êîììóòèðîâàíèÿ èíâîëþöèé òèïà m.

Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, e2, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü a0 ñîîòâåòñòâóåò
èíâîëþöèè u òèïà m èç H. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ èíâîëþöèé
u1, u2, . . . , us (s = Cm

n ) òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ èíâåðòèðóåò m âåêòîðîâ
äàííîãî áàçèñà è öåíòðàëèçóåò îñòàëüíûå âåêòîðû. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå èí-
âîëþöèè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 3À [9], ïåðåñå÷åíèå
öåíòðàëèçàòîðîâ ëþáûõ äâóõ èíâîëþöèé â H, íàïðèìåð, u1 è u2, ðàâíî:

CCH(u1)(u2) = GLm−m1
(q)×GLm1

(q)×GLm−m1
(q)×GLn−2m+m1

(q),

ãäå m1 = dim(V −
u1

∩ V −
u2
). Òîãäà ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ ðàññìàòðè-

âàåìûõ èíâîëþöèé ðàâíî:

T = CH(u1) ∩ CH(u2) ∩ · · · ∩ CH(us) = GL1(q)×GL1(q)× · · · ×GL1(q).

Òàêèì îáðàçîì, uH ∩ T ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êëèêîé â ãðàôå Γ(H,uH).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(H,uH)) èìååò ðàçìåðíîñòü Cm

n .
Çàìåòèì, ÷òî |uH | = |AG|. Ìåæäó ìíîæåñòâàìè âåðøèí ãðàôîâ Γ(H,uH)

è Γ(G, aG0 )) ìîæíî óñòàíîâèòü áèåêöèþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïóñòü ug �
âåðøèíà ãðàôà Γ(H,uH). Òîãäà èíâîëþöèè u è ug áóäóò ñîïðÿæåíû â SLn(q).
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r èç SLn(q) òàêîé, ÷òî ur = ug. Òîãäà âåðøèíå
ug áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðøèíà ur. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç
Γ(G,AG)) òàêæå èìååò ðàçìåðíîñòü Cm

n . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Ïóñòü X � ÷àñòíîå SLn(q) ïî ïîäãðóïïå ïîðÿäêà d, G ∈ X∗, q−1 ≡
0(mod 4), a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà m èç H = GLn(q), n = 2m è
d ÷åòíî. Òîãäà ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(G,AG) èìååò ðàçìåðíîñòü
Cm

n /2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì áàçèñ e1, . . . , em, em+1, . . . , en ïðîñòðàíñòâà
V . Ïóñòü a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè u òèïà m èç H. Ïóñòü a ñîîòâåòñòâóåò
ýëåìåíòó w ïîðÿäêà 4 èç H, w2 = u, è ñîãëàñíî ëåììå 2.6 èç [4], èíâîëþöèÿ
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u èìååò âèä [1, . . . , 1,−1, . . . ,−1], ãäå ðîâíî m åäèíèö è ðîâíî m ýëåìåíòîâ -1.
Òîãäà w èìååò âèä [1, . . . , 1, ρ, . . . , ρ], ãäå ρ � ýëåìåíò ïîëÿ Fq òàêîé, ÷òî ρ

2 = −1.
Ïóñòü H̄ = PGLn(q), B =< wZ >, Z = Z(H). Òîãäà B áóäåò öèêëè÷åñêîé

TI-ïîäãðóïïîé èç H̄ (äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó

ëåììû 2.6 èç [4]), Γ1 = Γ(H̄, BH̄), Γ2 = Γ(G,AG). Ïîêàæåì, ÷òî Γ1 èçîìîðôåí
Γ2.

Ïóñòü ñìåæíûé êëàññ b, ïîðîæäàþùèé ïîäãðóïïó B, ñîäåðæèò ìàòðèöó
w. Äëÿ ïîäãðóïïû A ìîæíî âûáðàòü ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò a òàê, ÷òîáû îí
ñîîòâåòñòâîâàë ñìåæíîìó êëàññó, ñîäåðæàùåìó òó æå ìàòðèöó w. Çàìåòèì,
÷òî |BH̄ | = |AG|.

Ìåæäó ìíîæåñòâàìè âåðøèí ãðàôîâ Γ1 è Γ2 ìîæíî óñòàíîâèòü áèåêöèþ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïóñòü < b >g � âåðøèíà ãðàôà Γ1. Òîãäà èíâîëþöèè b2

è (b2)g áóäóò ñîïðÿæåíû â SLn(q). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h èç SLn(q)
òàêîé, ÷òî (b2)h = (b2)g. Ñëåäîâàòåëüíî, < b >g áóäåò ñîâïàäàòü ñ < b >h.
Òîãäà âåðøèíå < b >g áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðøèíà < a >h. Î÷åâèäíî, ÷òî
äàííàÿ áèåêöèÿ áóäåò ñîõðàíÿòü îòíîøåíèå ñìåæíîñòè, ïîýòîìó Γ1 ≃ Γ2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ýëåìåíòû w1, . . . , ws (s = Cm
n ), êîòîðûå â îïèñàííîì ðà-

íåå áàçèñå èìåþò âèä wi = [ε1, . . . , εn], ãäå ñðåäè ε1, . . . , εn ðîâíîm ýëåìåíòîâ ρ,
à îñòàëüíûå m ýëåìåíòîâ � åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî äàííûå ýëåìåíòû áóäóò ñî-
ïðÿæåíû, ò.ê. îíè èìåþò îäèíàêîâóþ íîðìàëüíóþ æîðäàíîâó ôîðìó. Ñîãëàñíî
ðàçäåëó 3À [9], ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ âñåõ ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî:

T = CH(w1) ∩ CH(w2) ∩ · · · ∩ CH(ws) = GL1(q)×GL1(q)× · · · ×GL1(q).

Òàêèì îáðàçîì, wH ∩ T ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êëèêîé â ãðàôå Γ(H,wH).
Ýëåìåíòû w1, . . . , ws ìîæíî ðàçáèòü ïîïàðíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè wi =
[ε1, . . . , εn], òî ýëåìåíò, ñîñòîÿùèé ñ íèì â ïàðå, áóäåò èìåòü âèä wj = [β1, . . . , βn],
ãäå βt = 1, åñëè εt = ρ è βt = ρ, åñëè εt = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, wiwj = ρE è

wj = ρEw−1
i , è òîãäà â H̄ ïîäãðóïïû < wjZ > è < wiZ > ñîâïàäàþò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(G,AG)) èìååò ðàçìåðíîñòü Cm
n /2.

Ëåììà äîêàçàíà.

4. Êëèêîâîå ÷èñëî ãðàôà êîììóòèðîâàíèÿ TI-ïîäãðóïï ïðè

q + 1 ≡ 0(mod 4)

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ∈ X∗. Ïóñòü q + 1 ≡ 0(mod 4). Òîãäà
ââèäó ðàáîòû [4] (òåîðåìà 2.1) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(1) G = X, a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè ÷åòíîãî òèïà èç SLn(q);
(2) G = X, d ÷åòíî, q + 1 ≡ 0(8) èëè n ≡ 0(8), ýëåìåíòó a0 ñîîòâåòñòâóåò

ïîëóèíâîëþöèÿ òèïà 0 èç SLn(q);
(3) |G : X| = 2, G ∈ X∗, q + 1 ≡ 4(8), n ≡ 2(4), ýëåìåíòó a0 ñîîòâåòñòâóåò

ïîëóèíâîëþöèÿ òèïà 0 èç SLn(q).
Â äàííîì ðàçäåëå ÷åðåç H îáîçíà÷èì ãðóïïó GL2m(q), H̄ = PGL2m(q). ×å-

ðåç Γ(H̄, AH̄) îáîçíà÷èì ãðàô êîììóòèðîâàíèÿ TI-ïîäãðóïï ïîðÿäêà 4, ñîïðÿ-
æåííûõ ñ TI-ïîäãðóïïîé A ≤ H̄.

Ëåììà 4. Ïóñòü H̄ = PGL2m(q), q + 1 ≡ 0(mod 4), B =< b > � öèêëè÷åñêàÿ
TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç H̄. Òîãäà ýëåìåíòó b2 ñîîòâåòñòâóåò ïîëóèíâî-
ëþöèÿ òèïà 0 èç ãðóïïû H = GL2m(q).

Наталья
Highlight
Необходима ссылка на тот факт, что -1 является квадратом в F_q, если q-1 делится на 4.

Наталья
Highlight

Наталья
Highlight
и

Наталья
Highlight
где сопряжены?

Наталья
Highlight
B - не подгруппа в \overline{H}.

Наталья
Highlight
Смежный класс какой группы по пкакой пдгруппе имеется в виду?

Наталья
Highlight
При каком отображении?

Наталья
Highlight
При каком отображении?


Наталья
Highlight
При каком отображении?


Наталья
Highlight
Что такое X в этом разделе?



ÊËÈÊÎÂÎÅ ×ÈÑËÎ ÃÐÀÔÀ ÊÎÌÌÓÒÈÐÎÂÀÍÈß TI-ÏÎÄÃÐÓÏÏ 149

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó ëåììû 2.6 èç ðàáîòû [4]. Â ÷àñòíîñòè, çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòó b ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàòðèöà c, ñòðîåíèå êîòîðîé îïèñàíî íèæå.

Çàôèêñèðóåì ïîëóèíâîëþöèþ u òèïà 0 â H. Òàê êàê q + 1 ≡ 0(mod 4),
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u2 = −e. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 3À [9], â ïðîñòðàíñòâå V
ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , em, e′1, . . . , e

′
m òàêîé, ÷òî u(ei) = −e′i, u(e

′
i) = ei. Â ýòîì

áàçèñå ïîëíûé ïðîîáðàç öåíòðàëèçàòîðà u â ãðóïïåH áóäåò ñîñòîÿòü èç ìàòðèö
wxϵ(ϵ = 0, 1) âèäà

w =

(
C B
−B C

)
, x =

(
0 E
E 0

)
,

ãäå C è B � ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × m (|w| ̸= 0), E � åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × m. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 3À [9] ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîëíîãî ïðîîáðàçà öåíòðàëèçà-
òîðà u â ãðóïïå H è ýëåìåíòàìè ãðóïïû GLm(q2) < τ >, ãäå τ èíäóöèðó-
åò íà GLm(q2) ïîëåâîé àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 2. Ìàòðèöå w ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ìàòðèöà v = C + ρB èç ãðóïïû S = GLm(q2), ãäå ρ � ýëåìåíò
ïîëÿ Fq2 = {λ+ ρµ|λ, µ ∈ Fq} è ρ2 = −1. Ìàòðèöå x áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
ïîëåâîé àâòîìîðôèçì τ . Òîãäà TI-ïîäãðóïïà A ïîðÿäêà 4, èíâîëþöèÿ èç êî-

òîðîé ñîîòâåòñòâóåò u, áóäåò ïîðîæäåíà ýëåìåíòîì c âèäà

(
αE βE
−βE αE

)
, ãäå

(α+ βρ)2 = ρ, α, β ∈ Fq. Â ãðóïïå S ìàòðèöå c áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà
c′ âèäà (α+ βρ)E. Ýëåìåíò α+ βρ â äàëüíåéøåì îáîçíà÷èì ÷åðåç δ.

Â òàêîì ñëó÷àå ìàòðèöà c áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ýëåìåíòó b èç H̄.

Ëåììà 5. Ïóñòü H = GL2m(q), S = GLm(q2), Ïóñòü h è hs � ýëåìåíòû èç
H, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöàì èç S âèäà [δ, . . . , δ] è [ε1, ε2, . . . , εm]
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ñðåäè ε1, ε2, . . . , εm ðîâíî k ýëåìåíòîâ −ρδ, åñëè
2 � êâàäðàò â ïîëå Fq, ëèáî k ýëåìåíòîâ ρδ, åñëè 2 � íå êâàäðàò â ïîëå Fq,
äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . . ,m, à îñòàëüíûå m − k ýëåìåíòîâ δ (ãäå ρ è δ �
ýëåìåíòû, îïðåäåëåííûå âûøå). Òîãäà ýòè ýëåìåíòû ñîïðÿæåíû â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà δ2 = ρ ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé: {

α2 − β2 = 0,

2αβ = 1.

Ïðè ðåøåíèè äàííîé ñèñòåìû âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:
(1) α = β è 2α2 = 1, ò.å. 2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq;
(2) α = −β è −2α2 = 1, ò.å. 2 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq.
Íàéäåì ýëåìåíò, ñîïðÿãàþùèé h è hs, äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü hs ñîîòâåò-

ñòâóåò ìàòðèöå èç S âèäà [ε1, ε2, . . . , εm], ãäå εi1 , εi2 , . . . εik ðàâíû −ρδ, à îñòàëü-
íûå εij ðàâíû δ. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x ∈ H äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . . ,m, äåé-
ñòâóþùèé íà áàçèñ e1, . . . , em, e′1, . . . , e

′
m òàê, ÷òî x(ei1) = −e′i1 , x(ei2) = −e′i2 ,

. . . , x(eik) = −e′ik , à äëÿ îñòàëüíûõ x(eij ) = eij . Ñîîòâåòñòâåííî, x(e
′
i1
) = −ei1 ,

x(e′i2) = −ei2 , . . . , x(e
′
ik
) = −eik , à äëÿ îñòàëüíûõ x(e′ij ) = e′ij . Íåïîñðåäñòâåí-

íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òîãäà x ñîïðÿãàåò h è hs.
Òåïåðü íàéäåì ýëåìåíò, ñîïðÿãàþùèé h è hs, äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü hs

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå èç S âèäà [ε1, ε2, . . . , εm], ãäå εi1 , εi2 , . . . εik ðàâíû ρδ,
à îñòàëüíûå εij ðàâíû δ. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x ∈ H äëÿ íåêîòîðîãî k =
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1, 2, . . . ,m, äåéñòâóþùèé íà áàçèñ e1, . . . , em, e′1, . . . , e
′
m òàê, ÷òî x(ei1) = e′i1 ,

x(ei2) = e′i2 , . . . , x(eik) = e′ik , à äëÿ îñòàëüíûõ x(eij ) = eij . Ñîîòâåòñòâåí-
íî, x(e′i1) = ei1 , x(e

′
i2
) = ei2 , . . . , x(e

′
ik
) = eik , à äëÿ îñòàëüíûõ x(e′ij ) = e′ij .

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òîãäà x ñîïðÿãàåò h è hs. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü G1 = PGL2m(q), B � öèêëè÷åñêàÿ TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4
èç G1, G2 = XA, Γ1 = Γ(G1, B

G1),Γ2 = Γ(G2, A
G2). Òîãäà Γ1 ≃ Γ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà äëÿ ïîäãðóïïû B
ìîæíî âçÿòü ñìåæíûé êëàññ b, ñîäåðæàùèé ìàòðèöó c èç ëåììû 4, à äëÿ
ïîäãðóïïû A ìîæíî âûáðàòü ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò a òàê, ÷òîáû îí ñîîò-
âåòñòâîâàë ñìåæíîìó êëàññó, ñîäåðæàùåìó òó æå ìàòðèöó c. Çàìåòèì, ÷òî
|BG1 | = |AG2 |.

Ìåæäó ìíîæåñòâàìè âåðøèí ãðàôîâ Γ1 è Γ2 ìîæíî óñòàíîâèòü áèåêöèþ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ïóñòü < b >g � âåðøèíà ãðàôà Γ1. Òîãäà ýëåìåíòû b2

è (b2)g áóäóò ñîïðÿæåíû â SLn(q). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r èç SLn(q)
òàêîé, ÷òî (b2)r = (b2)g. Ñëåäîâàòåëüíî, < b >g áóäåò ñîâïàäàòü ñ < b >r. Òîãäà
âåðøèíå < b >g áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðøèíà < a >r. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ
áèåêöèÿ áóäåò ñîõðàíÿòü îòíîøåíèå ñìåæíîñòè, ïîýòîìó Γ1 ≃ Γ2.

Ëåììà 7. Ïóñòü H = GL2m(q), H̄ = PGL2m(q), q+1 ≡ 0(mod 4), B � öèêëè-

÷åñêàÿ TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4 èç H̄. Òîãäà ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(H̄, BH̄)
èìååò ðàçìåðíîñòü 2m−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí èç Γ(H̄, BH̄), ïîñòðîåííîå
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü B =< hZ >, ãäå h ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå èç S âèäà
[δ, . . . , δ], Z � öåíòð H, S � ïîäãðóïïà, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè îïèñàíèè öåíòðà-
ëèçàòîðà ïîëóèíâîëþöèè òèïà 0.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü 2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû
h1, h2, . . . , hs, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöàì èç S, èìåþùèì âèä [ε1, ε2, . . . , εm],
ãäå ñðåäè ε1, ε2, . . . , εm ðîâíî k ýëåìåíòîâ, ðàâíû δ è m − k ýëåìåíòîâ ðàâíû
−ρδ, ãäå k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . ,m. Òàêèõ ýëåìåíòîâ áóäåò â òî÷íîñòè
2m.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû h1, h2, . . . , hs êîììóòèðóþò ñ h, à èç ëåììû 5 ñëåäó-
åò, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ñîïðÿæåíû. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå öåíòðàëèçàòîðîâ
ýëåìåíòîâ h1, h2, . . . , hs ðàâíî:

T = CH(h1) ∩ CH(h2) ∩ · · · ∩ CH(hs) ≃ GL1(q)×GL1(q)× · · · ×GL1(q).

Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò h′, ñîïðÿæåííûé ñ h
è öåíòðàëèçóþùèé h1, h2, . . . , hs, èìååò â S äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Çà-
ìåòèì, ÷òî (h′)2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíâîëþöèåé òèïà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ â S ýëåìåíò (h′)2, èìååò âèä [λ1, λ2, . . . , λm], ãäå ëþáîé ýëå-
ìåíò λi ðàâåí ëèáî ρ, ëèáî −ρ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé hi, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî h2

i = (h′)2. Òàê êàê ýëåìåíò h îïðåäåëÿåò TI-ïîäãðóïïó â
H̄, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h′ ñîâïàäàåò ñ hi.

Ìàòðèöû èç S, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì h1, . . . , hs, ìîæíî ðàçáèòü ïî-
ïàðíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìàòðèöà hi èìååò ïðåäñòàâëåíèå â S âèäà
θ = [θ1, . . . , θm], ãäå ñðåäè θ1, . . . , θm ðîâíî k ýëåìåíòîâ δ è m − k ýëåìåíòîâ
−ρδ. Òîãäà ýëåìåíò, ñîñòîÿùèé ñ íåé â ïàðå, áóäåò èìåòü ïðåäñòàâëåíèå â S
âèäà σ = [σ1, . . . , σm], ãäå σt = −ρδ, åñëè θt = δ è σt = δ, åñëè θt = −ρδ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, < θ > ñîâïàäàåò ñ < σ > â ãðóïïå H̄, êàæäîé òàêîé ïàðå
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü öèêëè÷åñêàÿ TI-ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4, è â ñîâîêóïíîñòè
âñå ýòè ïàðû ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíîé êëèêå èç H̄. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Γ(H̄, BH̄) èìååò ðàçìåðíîñòü 2m−1.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü 2 íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì â ïîëå Fq. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû
h1, h2, . . . , hs, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöàì èç S, èìåþùèì âèä [ε1, ε2, . . . , εm],
ãäå ñðåäè ε1, ε2, . . . , εm ðîâíî k ýëåìåíòîâ, ðàâíû δ è m − k ýëåìåíòîâ ðàâíû
ρδ, ãäå k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . ,m. Òàêèõ ýëåìåíòîâ áóäåò â òî÷íîñòè 2m.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòû h1, h2, . . . , hs êîììóòèðóþò ñ h, à èç ëåììû 5 ñëå-
äóåò, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ñîïðÿæåíû. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû â äàííîì ñëó÷àå
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ýëåìåíòû hi ãðóïïèðóþò-
ñÿ ïîïàðíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìàòðèöà hi èìååò ïðåäñòàâëåíèå â S
âèäà θ = [θ1, . . . , θm], ãäå ñðåäè θ1, . . . , θm ðîâíî k ýëåìåíòîâ δ è m− k ýëåìåí-
òîâ ρδ. Òîãäà ýëåìåíò, ñîñòîÿùèé ñ íåé â ïàðå, áóäåò èìåòü ïðåäñòàâëåíèå â S
âèäà σ = [σ1, . . . , σm], ãäå σt = ρδ, åñëè θt = δ è σt = δ, åñëè θt = ρδ.

Ëåììà äîêàçàíà.

5. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Îñòàëñÿ íåðàññìîòðåííûì ñëó÷àé, êîãäà G /∈ X∗. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå
2.1 èç [4], âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(1) X ≃ L3(3) èëè X ≃ L3(7), G = X < τ >, ãäå τ � àâòîìîðôèçì ãðàôà, a0
ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà 2 èç X;

(2) X = L2(9), ýëåìåíò a èíäóöèðóåò íà X âíóòðåííå-ïîëåâîé àâòîìîðôèçì,
a0 ñîîòâåòñòâóåò èíâîëþöèè òèïà 1 èç SL2(9).

Ïî òåîðåìå 3 èç [8] ïîëó÷èì, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãðàô êîììóòèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ êîêëèêîé.

Ïóñòü G ∈ X∗. Åñëè q − 1 ≡ 0(mod 4), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñëå-
äîâàòü èç ëåìì 2 è 3. Åñëè q + 1 ≡ 0(mod 4), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò
ñëåäîâàòü èç ëåììû 7.
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