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ÏÐßÌÎÉ

Ý.À. Áèáåðäîðô, Âàí Ëè

Abstract. The paper proposes a new method for separating the matrix
spectrum with respect to a straight line, based on a linear-fractional
transformation. Compared to approaches based on exponential transfor-
mation, it has several advantages. Firstly, its implementation does not
require the calculation of the matrix exponent. Second, if it is applied
to a matrix pencil, there is no need to calculate the inverse matrix. The
examples showed that the scope of its applicability is larger than that of
the method using exponential, and the number of iterations required for
its convergence is much less.
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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ñïåêòðà çàäàííîé ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè, êîòîðàÿ âîç-
íèêàåò, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â ïåðâîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå
ïîñòàíîâêè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö è èõ ñâÿçü ñ
ïîíÿòèåì ïñåâäîñïåêòðà. Â ðàçäåëå 2 ïðèâåäåíû ôàêòû, ëåæàùèå â îñíîâà-
íèè áàçîâûõ àëãîðèòìîâ äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà. Äàëåå â ðàçäåëå 3
îïèñàí ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Çàòåì (ðàçäåë 4) ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû åãî ïðèìåíåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè ïîäõîäàìè. Òàêæå ðàáîòà
àëãîðèòìà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà
Îððà-Çîììåðôåëüäà äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ.
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1. Ïîñòàíîâêè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷

1.1. Ðîëü ïñåâäîñïåêòðà ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Èíôîðìà-
öèÿ î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
áîëüøîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãèõ èç íèõ õàðàêòåðíû
îáùèå ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà. Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè íå
íóæíî îïðåäåëåíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â îòäåëü-
íîñòè. Âìåñòî ýòîãî òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ãðóïïàõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòÿõ óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè.

Äðóãîé îáùåé ÷åðòîé ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ñïåêòðàëüíîé ïðî-
áëåìå ñ íåñèììåòðè÷íûì îïåðàòîðîì, ÿâëÿåòñÿ íåïðåäñêàçóåìàÿ çàâèñèìîñòü
ñïåêòðà îò âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâ-
íîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü äîâîëüíî
áîëüøèì, à äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ, â îòëè÷èå îò ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ, íå ñó-
ùåñòâóåò óäîâëåòâîðèòåëüíûõ îöåíîê. Èçâåñòíûå îöåíêè, íàïðèìåð, òåîðåìà
Îñòðîâñêîãî [1], äàæå â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ñèëüíî çàâûøåíû è íå ìîãóò ïðèìå-
íÿòñÿ íà ïðàêòèêå.

Äëÿ èëëþñòðàöèè è èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ôåíîìåíà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ε-
ñïåêòð èëè ïñåâäîñïåêòð Λε(A) (ñì. [2], [3]). Ïî îïðåäåëåíèþ ê ε-ñïåêòðó n×n
ìàòðèöû A îòíîñÿòñÿ òå êîìïëåêñíûå ÷èñëà λ, äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà A − λI
¾ïî÷òè âûðîæäåíà¿

σmin(A− λI) ≤ ε.

Çäåñü è äàëåå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà, σmin � ìèíè-
ìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî. Äëÿ âèçóàëèçèçàöèè ñòðóêòóðû ε-ñïåêòðà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè

(1.1) f(λ) = log10 σmin(A− λI),

ïðåäñòàâëåííûé, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ëèíèé óðîâíÿ (ñì. ïðèìåð â ðàçäåëå 4).
Çàìåòèì, ÷òî èçîáðàæåíèå ïñåâäîñïåêòðà ìàòðèöû íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî íà íåì
áóäóò âèäíû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå â äàííîé îáëàñòè. Íåêîòîðûå
ïÿòíà ε-ñïåêòðà ìîãóò áûòü íàñòîëüêî íåáîëüøèìè, ÷òî èõ ëåãêî ïðîïóñòèòü
ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè (1.1) äàæå íà ñåòêå ñ äîâîëüíî ìåëêîé ÿ÷åé-
êîé.

Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè çàâèñèìîñòè ñïåêòðà îò îïåðàòîðà, ò.å. êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà ‖∆A‖ ≤ ε è âîçìóùåíèåì
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé |λj(A)− λj(A+ ∆A)|, îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè ïÿòåí ε-
ñïåêòðà äëÿ çàäàííîãî ε. Åñëè ñïåêòð ëåæèò â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, íî ÷àñòü
ε-ñïåêòðà ïðè ìàëîì ε > 0 ïîïàäàåò â îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, òî âîçìîæíà
ïàðàäîêñàëüíàÿ òîëüêî íà ïåðâûé âçãëÿä ñèòóàöèÿ, êîãäà, íàïðèìåð, ðåøåíèÿ
ñèñòåìû y′ = Ay óñòîé÷èâû, à âîçìóùåííîé ñèñòåìû y′ = (A+∆A)y � íåóñòîé-
÷èâû, ëèáî ðåøåíèå óñòîé÷èâîé ñèñòåìû íà íà÷àëüíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå
ïîêàçûâàåò áîëüøîé ðîñò (ñì. ïðèìåðû â [4]). Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ãîâîðÿò î
¾ïðàêòè÷åñêîé¿ íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ â ðåàëüíîñòè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðàç-
ðóøåíèÿì èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé, ðàçâèòèþ òóðáóëåíòíîñòè òå÷åíèé è ò.ä.
[5].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ çíàíèÿ ðàñ-
ïîëîæåíèÿ òî÷åê ñïåêòðà íåäîñòàòî÷íî, íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î âåëè÷èíå
è ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðàëüíûõ ïÿòåí. Â ýòîì ñìûñëå ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â
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êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, êîòîðàÿ îðèåíòèðîâàíà èìåííî íà âû÷èñëåíèå îò-
äåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñ îäíîé ñòîðîíû èçáûòî÷íà, à ñ äðóãîé ñòîðî-
íû - íåäîñòàòî÷íà.

1.2. Èññëåäîâàíèÿ ïñåâäîñïåêòðà è êðèòåðèè ðàñïîëîæåíèÿ ñïåêòðà
â çàäàííîé îáëàñòè. Íà óñòðàíåíèå íåäîñòàòêà èíôîðìàöèè î ñïåêòðàëü-
íûõ ïÿòíàõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íàïðàâ-
ëåíû ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èçîáðàæåíèÿ ïñåâäîñïåêòðà
(ñì., íàïðèìåð, [6]). Äðóãîé âîçìîæíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè,
êàêèå èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàèìåíåå óñòîé÷èâû ê âîçìóùåíèþ îïåðàòîðà
[7].

Â òî æå âðåìÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ðàáîòû ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê ïîèñê àëü-
òåðíàòèâíîé ïîñòàíîâîêè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè ñòàòüè,
ïîñâÿùåííûå ïîäáîðó ÷èñëåííîãî êðèòåðèÿ (èëè êðèòåðèåâ), êîòîðûé íåêî-
òîðûì îáðàçîì õàðàêòåðèçóåò ÷àñòü ñïåêòðà, íàõîäÿùóþñÿ â ôèêñèðîâàííîé
îáëàñòè â öåëîì. Î÷åâèäíûé ïðèìåð � òåîðåìà Ðàóññà-Ãóðâèöà î òîì, ÷òî âñå
êîðíè ïîëèíîìà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïî-
ëóïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëüíû âñå ãëàâíûå ìèíîðû
ìàòðèöû Ãóðâèöà [8]. Ýòî îäèí èç ìíîãèõ ðåçóëüòàòîâ (ñì. îáçîð [9]), óâÿçû-
âàþùèõ ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ïîëèíîìîâ è ñâîéñòâà îïðåäåëåííûõ ìàòðèö è
çíàêîïåðåìåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ äðóãèõ êðèòåðèåâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà íåêî-
òîðûõ èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðó γ, îãðàíè÷èâàþùåìó çàäàííóþ îáëàñòü. Íàïðè-
ìåð, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà

(1.2) Pin =

∮
γ

(λI −A)−1dλ

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λj(A), ëåæàùèì âíóòðè êîíòóðà γ. Ñëåä
ïðîåêòîðà ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè
[2]. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì àíàëîãîì ïðèíöèïà àðãóìåíòà.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå êðèòåðèè ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîãóò
ïðèâîäèòü ê ëîæíîìó ðåçóëüòàòó, åñëè ïÿòíà ïñåâäîñïåêòðà äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ε ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè.

1.3. Çàäà÷à äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà. Íîâàÿ ïîñòàíîâêà ñïåêòðàëü-
íîé çàäà÷è áûëà ïðåäëîæåíà íàó÷íîé ãðóïïîé ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.Ê. Ãîäóíîâà
â âèäå çàäà÷è î äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðå-
äåëèòü
1) åñòü ëè íà çàäàííîé êðèâîé òî÷êè ñïåêòðà ìàòðèöû,
2) åñëè íà êðèâîé îòñóòñòâóþò òî÷êè ñïåêòðà, îïðåäåëèòü áàçèñû èíâàðèàíò-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, íà-
õîäÿùèìñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êðèâîé, è ïðèâåñòè ìàòðèöó ê êëåòî÷íî-
äèàãîíàëüíîìó âèäó.

Çàìåòèì, ÷òî íàçâàíèå çàäà÷è ñîçâó÷íî ñ ε-äèõîòîìèåé ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñàííîé â [10]. Â ýòèõ íàçâàíèÿõ îò-
ðàæåíî ñîäåðæàòåëüíîå ñõîäñòâî îáåèõ çàäà÷, ïîäðàçóìåâàþùèõ ðàçäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâà íà ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ.
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Êðèòåðèåì äèõîòîìèè è îòâåòîì íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ (âîç-
ìîæíî, ñ äîïîëíèòåëüíîé íîðìèðîâêîé) èíòåãðàë

(1.3) H =

∮
γ

(λI −A)−1(λ̄I −A∗)−1|dλ|,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íà γ,
à íîðìà êîòîðîãî çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ïÿòåí ïñåâäîñïåêòðà âáëèçè êðè-
âîé γ. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìàòðè÷íûõ êðèòåðèåâ [8], [9], ìàòðèöà H ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ
çàäà÷è äèõîòîìèè èñïîëüçóåòñÿ ïðîåêòîð (1.2). Ïðîåêòîð íà èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì
âíå êðèâîé γ, èìååò âèä Pout = I − Pin. Ðàçìåðíîñòü èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì nin = trPin, nout = trPout. C ïîìîùüþ
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ

Pin = [U1,W1]Σ1V1, Pout = [U2,W2]Σ2V2

âû÷èñëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå áàçèñû U1, U2 èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è
ìàòðèöà ïåðåõîäà T = [U1, U2], êîòîðàÿ ïðèâîäèò ìàòðèöó A ê êëåòî÷íî-
äèàãîíàëüíîìó âèäó (ñì. ðàçäåë 2).
Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ðàçäåëåíèÿ ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè èëè ìíèìîé îñè ìàòðèöû H è P ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Ëÿïó-
íîâà è èõ îáîáùåíèé [2], [11].

Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû äèõîòîìèè îòíîñèòåëüíî ñëåäó-
þùèõ êðèâûõ: îêðóæíîñòè, ìíèìîé îñè [4], [12]-[16], êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
[17]-[19], óãëà [20] è àëãîðèòì äèõîòîìèè êîðíåé ïîëèíîìà îòíîñèòåëüíî îêðóæ-
íîñòè [21]. Ïðè ýòîì àëãîðèòì äèõîòîìèè îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
ìîæíî íàçâàòü áàçîâûì, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé ÷àñòüþ
âñåõ äðóãèõ àëãîðèòìîâ. Îáçîð âîçìîæíîñòåé àëãîðèòìîâ äèõîòîìèè, à òàêæå
ïðèëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå [22].

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îñíîâå ìåòîäà ëåæàò êîíòóðíûå
èíòåãðàëû, äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå. Àë-
ãîðèòì äèõîòîìèè ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì è ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
QR-ðàçëîæåíèé è äðóãèõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ñâÿçà-
íà ñ âåëè÷èíîé H è çàâèñèò îò òåõ ñïåêòðàëüíûõ ïÿòåí, êîòîðûå ïåðåñåêàþò
ãðàíèöó îáëàñòè. À çíà÷èò â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà äèàãíîñòèðóåòñÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà ïñåâäîñïåêòð ìîæåò êðèòè÷åñêè ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò. Ïî-
äðîáíåå ñì. â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

2. Áàçîâûå àëãîðèòìû

2.1. Ðàçíîñòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Â îñíîâå ìåòîäà äèõîòîìèè ñïåêòðà n×n
ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ëåæàò óòâåðæäåíèÿ î ðàçðå-
øèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

(2.1)

{
Uj+1 = AUj + fj , ‖fk‖ ≤ C <∞,
‖Uj‖ ≤ C <∞ , −∞ < j <∞.

Çäåñü è äàëåå çíàê ‖·‖ â ïðèìåíåíèè ê âåêòîðó è ìàòðèöå îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó
è îïåðàòîðíóþ íîðìû ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî àíàëîãèè ñ êðàåâîé çàäà÷åé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñì. [23], [24]) íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
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îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.1) ðàâíîñèëüíà îòñóòñòâèþ ó ìàòðèöû A
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè:

(2.2) |λj(A)| 6= 1,

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ:

(2.3) A = T

[
Λ0 0
0 Λ∞

]
T−1, |λi(Λ0)| < 1, |λi(Λ∞)| > 1.

Ïðè ýòîì ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(2.4) Uj =

+∞∑
k=−∞

Gj−kfk

÷åðåç äèñêðåòíóþ ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ óñëîâèÿìè {

Gk+1 = AGk, k 6= 0,
G1 = AG0 + I, ‖Gk‖ ≤ C ≤ ∞.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-
íåíåíî óñëîâèå (2.2). Ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà, åñëè îíà
ñóùåñòâóåò, èìååò âèä

Gk =


T

[
Λk−10 0

0 0

]
T−1, k > 0

T

[
0

0 −Λk∞

]
T−1, k ≤ 0

Ôóíêöèÿ Ãðèíà òåñíî ñâÿçàíà ñ èíòåãðàëîì ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âè-
äà (1.3). Íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü íîðìèðîâàííûé âàðèàíò èíòåãðàëüíîãî
ìàòðè÷íîãî êðèòåðèÿ (1.3)

(2.5) H =
1

2π

∫ 2π

0

(eiϕI −A)−1(I +AA∗)(e−iϕI −A∗)−1|dϕ|,

è ïîäñòàâèòü ïîä èíòåãðàë âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû

(eiϕI −A)−1 = T

[
e−iϕ

∑∞
k=0 e

−ikϕΛk0 0

0 −
(∑∞

j=0 e
ijϕΛ−j∞

)
Λ−1∞

]
T−1 =

=

∞∑
k=0

e−i(k+1)ϕGk+1 +

∞∑
j=0

eijϕG−(j+1),

òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

(2.6) H =

∞∑
k=−∞

GkG
∗
k +

( −1∑
k=−∞

+

∞∑
k=2

)
GkG

∗
k

Ïðè ýòîì ìàòðèöà Pin = G1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì íà èíâàðèàíòíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì
âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå íà ñëó÷àé ìàòðè÷íûõ ïó÷êîâ A−λB, ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Óòâåðæäåíèå. Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îòñóòñòâóþò ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ïó÷êà A− λB è âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå

A− λB = T

[
Λ0 − λI 0

0 I − λΛ∞

]
S, detT 6= 0, detS 6= 0,

|λi(Λ0)| < 1, |λi(Λ∞)| < 1,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çà-
äà÷è

(2.7)

{
AGk+1 −BGk = 0, k 6= 0,
G1 −G0 = I, ‖Gk‖ ≤ C <∞,

Ïðè÷åì ÷èñëåííûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà äèõîòîìèè ñïåêòðà A−λB ÿâëÿåòñÿ
âåëè÷èíà (2.6).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ðàçäåëåíèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòüþ ñâîäèòñÿ ê êðàåâîé çàäà÷è (2.7), êîòîðàÿ èìååò ïîñòîÿííûå ìàòðè÷íûå
êîýôôèöèåíòû è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
óäâîåíèé è îðòîãîíàëüíûõ èñêëþ÷åíèé [2], [11], [14].

2.2. Äèõîòîìèÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ è ìíèìîé îñüþ. Ïðèâåäåí-
íûå âûøå ôàêòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé àëãîðèòìà äèõîòîìèè åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòüþ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ÷àñòüþ àëãîðèòìîâ äèõî-
òîìèè îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ êðèâûõ. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ýòîãî
àëãîðèòìà. Îäíàêî îñíîâíîé öèêë êàæäîãî èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä
óäâîåíèé, òî åñòü ïåðåõîä îò óðàâíåíèé AkUj − BkUj+2k = 0 ê óðàâíåíèÿì
Ak+1Uj −Bk+1Uj+2k+1 = 0 ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ñëàãàåìîãî ïðè
ïîìîùè QR-ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îñíîâíîãî öèêëà ìîãóò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíû ïî ðàçíîìó (ñì. ðàçäåë 4). Ìîæíî ñëåäèòü çà àáñîëþòíîé ñõîäèìî-
ñòüþ, êàê â ýòî ñäåëàíî íèæå, èëè çà îòíîñèòåëüíîé. Â óñëîâèå ìîæíî òàêæå
âêëþ÷àòü ñõîäèìîñòü ïðîåêòîðà Pk. Êðîìå òîãî, îïèðàÿñü íà îöåíêè ñõîäè-
ìîñòè (íàïðèìåð, [21], òåîðåìà 5), ìîæíî àïðèîðíî îöåíèòü ÷èñëî èòåðàöèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïðè óñëîâèè ‖H‖ ≤ ωmax. Ýòó îöåíêó
òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû ÷èñëà èòåðàöèé. Ïðè
ýòîì íóæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, ÷òî îíà, êàê ïðàâèëî, î÷åíü çàâûøåíà,
òàê êàê â îáû÷íîé ñèòóàöèè äëÿ ñõîäèìîñòè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ äîñòàòî÷íî
íåñêîëüêèõ èòåðàöèé.

Åñëè ‖Hk‖, âû÷èñëåííàÿ íà øàãå k, ïðåâîñõîäèò çàäàííîå çíà÷åíèå ωmax,
ýòî çíà÷èò, ÷òî îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ïÿòíà ε-ñïåêòðà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëî-
ãî ε. Òàêèì îáðàçîì àëãîðèòì äèàãíîñòèðóåò ñèòóàöèþ, êîãäà âíóòðåííÿÿ è
âíåøíÿÿ ÷àñòè ñïåêòðà íå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû äîñòàòî÷íî íàäåæíî. Â ýòîì
ñëó÷àå àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ñâîþ ðàáîòó, ïðîåêòîð íå âû÷èñëÿåòñÿ.

Àëãîðèòì äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè

Äàíî: ìàòðè÷íûé ïó÷îê A0 − λB0, εit � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà, ωmax, µmax � ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ äèõîòîìèè è ÷èñëà
îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû.
Åñëè cond(A0 − B0) > µmax,
òî äèõîòîìèÿ íåâîçìîæíà, êîíåö ðàñ÷åòîâ.
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èíà÷å

H(0) = (A0 −B0)−1(A0A
∗
0 +B0B

∗
0)(A∗0 −B∗0)−1

Öèêë ïîêà
∥∥H(k) −H(k−1)

∥∥ > εit
Åñëè

∥∥H(k)
∥∥ ≥ µmax èëè cond(Ak + Bk) > µmax,

òî äèõîòîìèÿ íåâîçìîæíà, êîíåö ðàñ÷åòîâ.
èíà÷å

V (k+1) = (Ak +Bk)−1Ak, U
k+1 = In − V (k+1)

H(k+1) = U (k+1)HkU (k+1)∗ + V (k+1)HkV (k+1)∗

qr

([
−Bk Ak 0
Ak 0 −Bk

])
=

[
∗ ∗ ∗
0 Ak+1 −Bk+1

]
Pk = −(Ak+1 −Bk+1)−1Bk+1;

Êîíåö öèêëà
Ðåçóëüòàò: êðèòåðèé äèõîòîìèè ω, ïðîåêòîð P

Î òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñóäèòü ïî âåëè÷èíå íåâÿçêè ðà-
âåíñòâà P 2 = P , îïðåäåëÿþùåãî ïðîåêòîð. Â ñëó÷àå çàäà÷è î ñïåêòðå ìàòðèöû
A (íå ïó÷êà) äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ïåðåñòàíî-
âî÷íîñòè AP = PA ìàòðèöû è ïðîåêòîðà íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî [2].
Äëÿ ìàòðè÷íîãî ïó÷êà A− λB àíàëîãîì ýòîãî ðàâåíñòâà ñëóæàò ñîîòíîøåíèÿ
QA = AP è QB = BP , ãäå Q � ïðîåêòîð íà ëåâîå ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Êàê ïðàâèëî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ïðîåêòîð Q,
ïîýòîìó ýòè ðàâåíñòâà äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè îáû÷íî íå èñïîëüçóþòñÿ.

Ïîäõîä ê ðàçäåëåíèþ ñïåêòðà ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè, ïðèìå-
íÿâøèéñÿ äî ñèõ ïîð, îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðîå ïåðåâîäèò ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü â åäèíè÷íûé êðóã. Âàæíî, ÷òî èíâà-
ðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì, ëåæàùèì ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ìíèìîé îñè, ñîâïàäàþò ñ èíâàðèàíòíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû, ñîîòâåòñâóþùèìè ÷àñòÿì ñïåêòðà
âíóòðè è âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèõîòîìèè
ìíèìîé îñüþ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäñòàâëåííûé âûøå àëãîðèòì ê ìàòðè÷-
íîìó ïó÷êó A0 − λB0 = eτA − λI. Âûáîð ïàðàìåòðà τ , íàïðèìåð, τ ≈ 1/2‖A‖,
îáåñïå÷èâàåò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Íî
â ñëó÷àå ìàòðèö ñ áîëüøîé íîðìîé, â ÷àñòíîñòè, àïïðîêñèìèðóþùèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ëîæíûì ðåçóëüòàòàì. Ïîýòî-
ìó äëÿ òàêèõ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì, îïèñàííûé â [4], çàêëþ÷àþùèéñÿ
â âûáîðå τ â âèäå ñòåïåíè äâîéêè τ = 2−K è ïîñëåäóþùåì ïðèìåíåíèè K
äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèé.

3. Íîâûé ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî

ìíèìîé îñè

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ýêñïîíåíöèàëü-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè λ→ ξ, ïåðåâîäÿùåå ìíèìóþ îñü â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü:

(3.8) λ =
ξ + 1

ξ − 1
èëè ξ =

λ+ 1

λ− 1



ÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÑÏÅÊÒÐÀ ÌÀÒÐÈÖ 151

ãäå λ, ξ � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ λ â óðàâíåíèå îïðå-
äåëÿþùåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

det(A− λI) = det

(
A− ξ + 1

ξ − 1
I

)
= 0

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |λ| <∞, òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëåæàò
â êðóãå ðàäèóñà ‖A‖. Ïîýòîìó ξ 6= 1, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

det ((ξ − 1)A− (ξ + 1)I) = 0 èëè det (ξ(A− I)− (A+ I)) = 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîáëåìà ðàçäåëåíèÿ ñïåêòðà ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî ìíè-
ìîé îñè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà ìàòðè÷íîãî ïó÷êà îòíî-
ñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

(3.9) A0 − ξB0 = (A+ I)− ξ(A− I).

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷å î ðàçäåëåíèè ñïåêòðà
ìàòðè÷íîãî ïó÷êà A− λB. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïó÷îê íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãó-
ëÿðíûì, òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ λ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

det(A− λB) 6= 0.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, òî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ðåäó-
öèðîâàòü åãî äî ðåãóëÿðíîé ÷àñòè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî èñ÷åð-
ïûâàíèÿ [25].

Çàìåíèì ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð ïî ôîðìóëå (3.8). Ïðè ýòîì ñëåäóåò îá-
ðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà ìîãóò áûòü
áåñêîíå÷íûå â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà B âûðîæäåíà. Èì ñîîòñòâóþò çíà÷åíèÿ
ξ = 1.

Òàêèì îáðàçîì ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à î ðàçäåëåíèè ñïåêòðà ïó÷êà A − λB
ðàâíîñèëüíà ðàçäåëåíèþ ñïåêòðà ïó÷êà

(3.10) A0 − ξB0 = (A+B)− ξ(A−B).

îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó èñõîäíîãî ïó÷êà A−λB îòñóòñòâóþò ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ íà ìíèìîé îñè. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

(3.11) A− λB = T

(
Λ−

Λ+

)
S−1 − λTS−1,

ãäå ñïåêòðû ïîäìàòðèöû Λ−, Λ+ ëåæèò ñîîòâåòñòâåííî â ëåâîé è ïðàâîé ïî-
ëóïëîñêîñòÿõ. Ïðè ýòîì ìàòðèöû T = [T1|T2] è S = [S1|S2] íåâûðîæäåíû, à
ïîäìàòðèöû T1, T2, S1, S2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
â ïðèâîäÿùèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì â
ëåâîé è ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòÿõ.

Äëÿ ïó÷êà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå çàìåíû ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, áóäåò âåð-
íî ïðåäñòàâëåíèå

A0 − ξB0 = T

(
(Λ− + I)− ξ(Λ− − I)

(Λ+ + I)− ξ(Λ+ − I)

)
S−1 =

= T0

(
Λ0 − ξI

I − ξΛ∞

)
S−1,
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ãäå

T0 = T

(
Λ− − I

Λ+ + I

)
,

Λ0 = (Λ− + I)(Λ− − I)−1, Λ∞ = (Λ+ − I)(Λ+ + I)−1.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòîðû íà ïðàâûå ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàíñòâà
ïó÷êà A−λB, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòÿì ñïåêòðà, ëåæàùèì â ëåâîé è ïðàâîé ïî-
ëóïëîñêîñòÿõ, ñîâïàäàþò ñ ïðîåêòîðàìè íà ïðàâûå ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïó÷êà A0 − ξB0, ñîîòâåòñâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì âíóòðè è âíå
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è èìåþò âèä

(3.12) P = S

(
I 0
0 0

)
S−1, I − P = S

(
0 0
0 I

)
S−1

Èòàê, äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñïåêòðà ïó÷êà A−λB îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè íóæíî
ïðèìåíèòü àëãîðèòì äèõîòîìèè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ ê ïó÷êó (3.10). Ïî-
ëó÷åííûå ïðè ýòîì ìàòðèöû H è P ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè êðèòåðèåì äèõîòîìèè
è ïðîåêòîðîì íà ïðàâîå ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ïó÷êà, ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè.

3.1. Áàëàíñèðîâêà ïó÷êà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ñïåêòðà ïó÷-
êà A−λB íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè åãî íà íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ñïðàâà
èëè ñëåâà. ×òîáû èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü êðèòåðèÿ äèõîòîìèè îò òàêîé ìàò-
ðè÷íîé íîðìèðîâêè, ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîèçâåñòè áàëàíñèðîâêó ïó÷êà (ñì. [14]).
Òî åñòü íóæíî íàéòè òàêóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó X, ÷òî

A = XA0, B = XB0, A0A
∗
0 +B0B

∗
0 = I.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü QR-ðàçëîæåíèå

qr

(
A∗

B∗

)
=

(
A∗0 ∗
B∗0 ∗

)(
X∗

0

)
Ïðè òàêîé íîðìèðîâêå ïðîåêòîðû íà ïðàâûå ïðèâîäÿùèå ïîäïðîñòðàíñòâà íå
ìåíÿþòñÿ.

4. Ïðèìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå ñâîéñòâà íîâîãî ïîäõîäà áóäóò ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà äâóõ
ïðèìåðàõ ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíûõ ïîðòðåòîâ (ñì. íèæå).

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ñîñòàâëÿþùåé ÷àñòüþ àëãîðèòìà ðàçäåëåíèÿ ñïåêòðà
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì äèõîòîìèè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ
(ñì. ðàçäåë 2.2). Â íåì ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå êîíñòàíòû

ωmax = 1016, µmax = 1010, εit = 10−10.

Êðèòåðèåì îñòàíîâà èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ëèáî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâ

‖Hk−1 −Hk‖ ≤ εit‖Hk‖, ‖Pk−1 − Pk‖ ≤ εit‖Pk‖

ëèáî ïðåâûøåíèå ïðåäåëüíî äîïóñòèìîãîçíà÷àíèÿ êðèòåðèÿ äèõîòîìèè ‖Hk‖ >
ωmax.
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4.1. Ëèíåéíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò. Îäíîìåðíûå ñïåêòðàëüíûå ïîðò-
ðåòû � ýòî ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âèçóàëèçàöèè ñïåêòðà, îñíîâàííûé íà ìåòîäå
äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà. Ïóñòü γ(x) = {λ,Reλ = x} � ïàðàìåòðèçîâàí-
íîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûõ ìíèìîé îñè.
Çàìåòèì, ÷òî ðàçäåëåíèå ñïåêòðà ïó÷êà A−λB îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé γ(x) ðàâ-
íîñèëüíî ðàçäåëåíèþ ñïåêòðà ïó÷êà A−(λ+x)B = (A−xB)−λB ñî ñäâèíóòûì
ïàðàìåòðîì îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó çíà÷åíèþ ïà-
ðàìåòðà x ìîæíî ñîïîñòàâèòü íîðìó ìàòðè÷íîãî êðèòåðèÿ äèõîòîìèè H(x),
âû÷èñëåííîãî äëÿ ïó÷êà (A − xB) − λB. Ãðàôèê ôóíêöèè log10 ‖H(x)‖ äàåò
ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíè ñïåêòðà. Åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x
çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè îãðàíè÷åíî, òî íà ïðÿìîé γ(x) îòñóòñòâóþò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà A−λB. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ôóíêöèÿ log10 ‖H(x)‖
íåîãðàíè÷åíî ðàñòåò (ãðàôèê ôóíêöèè îáðàçóåò ¾ïèê¿), òî âáëèçè ïðÿìîé γ(x)
ëåæàò òî÷êè ñïåêòðà ïó÷êà.

Òàê êàê â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà äèõîòîìèè íàðÿäó ñ ìàòðè÷íûì
êðèòåðèåì H âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà ïðîåêòîðà P , òî äîïîëíèòåëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ î ñïåêòðå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãðàôèêà ôóíêöèè trP (x). Ýòî êóñî÷íî-
ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ëåâåå ïðÿìîé γ(x). Ôóíêöèÿ trP (x) ìåíÿåò ñâîå çíà-
÷åíèå (ãðàôèê îáðàçóåò ¾ñòóïåíüêó¿), åñëè íà ïðÿìîé γ(x) ëåæàò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ïó÷êà. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëåæàùèõ âáëèçè
γ(x) ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé ¾ñòóïåíüêè¿.

Òàêæå äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà äèõîòîìèè áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ N(x), çíà÷åíèÿ êîòîðîé áóäóò ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì
èòåðàöèé, ïîòðåáîâàâøèõñÿ äëÿ ñõîäèìîñòè.

4.2. Ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè ìåòîäàìè. Ðàññìîòðèì äâóõäèàãîíàëüíóþ ìàò-
ðèöó A ðàçìåðà 10×10, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà 1, 2, . . . 10,
à íà ïîáî÷íîé � 1, 2, . . . , 9. Ïÿòíà ïñåâäîñïåêòðà ýòîé ìàòðèöû èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 1 â âèäå ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè log10 σmin(A− λI).

Fig. 1. Ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò ìàòðèöû A.

Äëÿ äàííîé ìàòðèöû ìû ïîñòðîèì ñïåêòðàëüíûå ïîðòðåòû, èñïîëüçóÿ òðè
âàðèàíòà ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ðàçäåëåíèè ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ê çàäà÷å
î åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïåðâûé ñïîñîá � èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ eτA [2], [14]. Âòîðîé ñïîñîá � èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíòû ñî
ñïåöèàëüíîé íîðìèðîâêîé τ = 2−K ≈ 1/2‖A‖ è ïðîâåäåíèå K äîïîëíèòåëüíûõ
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èòåðàöèé àëãîðèòìà äèõîòîìèè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ [4]. Òðåòèé ñïîñîá �
èñïîëüçîâàíèå äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé log10 ‖H(x)‖ è N(x), ïîëó÷åííûå
òðåìÿ ñïîñîáàìè. Èç íèõ âèäíî, ÷òî íîâûé ìåòîä äàåò íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ
äëÿ îáåèõ ôóíêöèé. Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîé îñîáåííîñòè ìîæíî îöåíèòü,
åñëè ðàññìîòðåòü ïîäðîáíåå îêðåñòíîñòü ïðÿìîé, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå (ñì. ðèñ. 3). Íà ýòîì ðèñóíêå ìîæíî âèäåòü, ÷òî âñå òðè
ãðàôèêà â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé x = 8, íà êîòîðîé ëåæèò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ìàòðèöû, îáðàçóþò ïîëî÷êó âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî åñëè â ïðîöåññå èòåðàöèé òåêóùèé ïàðàìåòð
ω = ‖H(x)‖ ïðåâûøàåò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå, òî àëãîðèòì ïðåðûâà-
åò ñâîþ ðàáîòó, âûõîäíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà äèõîòîìèè îáúÿâëÿåòñÿ ωmax,
à ïðîåêòîð P (x) íå âû÷èñëÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå øèðîêóþ ïîëî÷êó èìå-
åò ãðàôèê, ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îñòàëüíûå äâà ãðàôèêà äîâîëüíî áëèçêè è èìåþò çíà÷èòåëüíî áîëåå óçêóþ
ïîëî÷êó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ñî ñïåöèàëüíîé íîðìèðîâêîé è ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä, îñíîâàííûé
íà äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè, èìåþò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíè-
ìîñòè è ìîãóò ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü â îêðåñòíîñòè ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ëåæàò
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ x, â êîòîðûõ âû÷èñëÿëñÿ ïðîåêòîð P (x),
âíå çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçîâàííîãî ìåòîäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îòíîñè-
òåëüíûå îöåíêè

‖P 2(x)− P (x)‖
‖P (x)‖

≤ 10−10,
‖AP (x)− P (x)A‖
‖A‖‖P (x)‖

≤ 10−13.

Fig. 2. Ëèíåéíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò ìàòðèöû A (ñëåâà)
è ÷èñëî ïîòðåáîâàâøèõñÿ èòåðàöèé (ñïðàâà). Èñïîëüçîâàíèå
ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ � êðàñíûé öâåò, ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñî ñïåöèàëüíîé íîðìèðîâêîé � çåëåíûé,
äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ � ñèíèé.

4.3. Ñïåêòð îïåðàòîðà Îððà-Çîììåðôåëüäà. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ
çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî òå÷åíèÿ
Ïóàçåéëÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

(4.13)

(
i(αU − ω)

(
d2

dy2
− k2

)
− iαU ′′ − 1

Re

(
d2

dy2
− k2

)2
)
v̂ = 0,

v̂|y=±1 = 0, v̂′|y=±1 = 0,
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Fig. 3. Ëèíåéíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò ìàòðèöû A. Èñïîëü-
çîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ � êðàñíûé öâåò, ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñî ñïåöèàëüíîé íîðìèðîâêîé �
çåëåíûé, äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ � ñèíèé.

âîçíèêàþùóþ ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Çäåñü ω è v̂(y) � èñêîìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
ôóíêöèè, α è κ2 = α2 + β2 � çàäàííûå ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû, Re � ÷èñëî
Ðåéíîëüäñà, U(y) = 1−y2, −1 ≤ y ≤ 1 � ïðîôèëü îñíîâíîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ.
Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü Re = 6000, α = 1.02, β = 0.

Èññëåäîâàíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà Îððà-Çîììåðôåëüäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåòðèâèàëüíûé, íî ïðè ýòîì õîðîøî èçó÷åííûé âîïðîñ, êîòîðîìó ïîñâÿùåíî
ìíîæåñòâî ðàáîò, íàïðèìåð, [4], [5], [7], [26], [27] è äð. Òàêèì îáðàçîì îïåðà-
òîð Îððà-Çîììåðôåëüäà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì îáúåêòîì äëÿ àïðîáàöèè íîâûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé îáëàñòè ôèçèêè îáëàñòüþ íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñïåê-
òðàëüíîãî ïàðàìåòðà ω ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü. Òî åñòü åñëè ó îïå-
ðàòîðà (4.13) åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Imω > 0, òî ñòàöèîíàðíîå ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ íåóñòîé÷èâî.

Ïóñòü ìàòðè÷íûé ïó÷îê A− λB ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíóþ àïïðîêñè-
ìàöèþ îïåðàòîðà Îððà-Çîììåôåëüäà [28], [29]

(4.14) A = αdiag(U)(D2−κ2I)+2αI+
i

Re
(D4−2κ2D2+κ4I), B = i(D2−κ2I).

Çäåñü D2, D4 � ìàòðèöû êîëëîêàöèîííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêîâ, ó÷èòûâàþùèå îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå è Íåéìàíà, I � åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà, diag(U) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U â òî÷êàõ Ãàóññà-Ëîáàòòî yj = cos jπ/n. Ïðè ïîñòðîåíèè
ìàòðèö ïó÷êà ìû ó÷èòûâàåì ñîîòíîøåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = −iω. Òî
åñòü äëÿ äèñêðåòèçèðîâàííîãî îïåðàòîðà îáëàñòüþ íåóñòîé÷èâîñòè áóäåò ïðà-
âàÿ ïîëóïëîñêîñòü, òàê êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà.

Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåíû ñïåêòðàëüíûå ïîðòðåòû äëÿ ìàòðè÷íûõ ïó÷êîâ
(4.14) äëÿ n = 50 è n = 100 ïðè −0.1 ≤ Imω ≤ 0.02, øàã ïî îñè îðäèíàò h =
8 · 10−5. Ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè äàíî íà ðèñ. 5.

Íà ãðàôèêàõ ôóíêöèè log10 ‖H‖ (ñèíÿÿ ëèíèÿ ðèñ. 4) ìû âèäèì ÷åòûðå ïèêà
ñëåâà è òîëüêî äâà ñïðàâà. Îäíàêî ãðàôèêè, èçîáðàæåííûå çåëåíûì öâåòîì,
êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà (4.14) ëåæèò ïðàâåå
äàííîé òî÷êè, ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n = 100 ñîîòâåòñòâóþùåå ïÿò-
íà ïñåâäîñïåêòðà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îáîçíà÷åííûõ íà ðèñ. 5 öèôðàìè
2,3 è 5,6 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî íà ñåòêå ñ øàãîì h = 8 · 10−5 íå îáíàðóæèâàåòñÿ.
Âîçìîæíîñòü òàêèõ ñèòóàöèé áûëà óïîìÿíóòà íàìè â ðàçäåëå 1.1. Îäíàêî òàê
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Fig. 4. Ñïåêòðàëüíûé ïîðòðåò äèñêðåòèçèðîâàííîãî îïåðàòî-
ðà Îððà-Çîììåðôåëüäà ïðè n = 50 ñëåâà, ïðè n = 100 ñïðàâà.
Ôóíêöèÿ log10 ‖H‖ � ñèíèé öâåò, ÷èñëî èòåðàöèé � êðàñíûé,
tr (I − P ) � çåëåíûé.

êàê ôóíêöèÿ tr (I−P ) (çåëåíûé öâåò) öåëî÷èñëåííàÿ, òî èçìåíåíèå åå çíà÷åíèÿ
ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ïîëîæåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äàæå â òàêèõ ñèòóàöèÿõ.

Îáðàòèì âíìàíèå íà òî, ÷òî ïèê 1 ôóíêöèè log10 ‖H‖ (ñèíÿÿ ëèíèÿ ðèñ. 4),
ñîîòâåòñâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1 (ðèñ. 5), ïðèõîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîå
çíà÷åíèå Imω. Ýòî îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî ïðè çàäàííûõ α, β êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ÿâëÿ-
åòñÿ Re = 5772.22.

Íà ðèñ.6 èçîáðàæåíû ãðàôèêè âåùåñòâåííûõ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìíèìûõ
(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñâóþùèõ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì 1,2,3 (ñëåâà) è 4,5,6 (ñïðàâà). Ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî,
÷òî ïàðàì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 2,3 è 5,6, êîòîðûå íà ðèñ. 5 ñîâïàäàþò, ñîîò-
âåòñòâóþò ïàðû ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ÷òî óæå îòìå÷àëîñü
ðàíåå, íàïðèìåð, â [28].

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïîòðåáîâàâøèõñÿ èòåðàöèé íå ïðåâûøàåò 22-õ è
â ñðåäíåì ðàâíî 12 äëÿ n = 50 è 16 äëÿ n = 100.

Fig. 5. Ðàñïîëîæåíèå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé äèñêðåòèçèðîâàííîãî îïåðàòîðà Îððà-Çîììåðôåëüäà
ïðè n = 100.

5. Çàêëþ÷åíèå.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé, îñíîâàííûé íà äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïîäõîäàìè, îñíîâàííûìè íà ýêñïîíåíöèàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè, îí îáëà-
äàåò íåñêîëüêèìè ïðåèìóùåñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íå òðåáó-
åòñÿ âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå åãî ïðèìåíåíèÿ ê
ìàòðè÷íîìó ïó÷êó íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü îáðàòíóþ ìàòðèöó. Íà ïðè-
ìåðàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü åãî ïðèìåíèìîñòè áîëüøå, ÷åì ó ìåòîäà,
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Fig. 6. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì, ñëåâà: 1 (ñèíèé), 2,3 (çåëåíûé, êðàñíûé), ñïðàâà: 4
(ñèíèé), 5,6 (çåëåíûé, êðàñíûé).

èñïîëüçóþùåãî ýêñïîíåíòó, à ÷èñëî èòåðàöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ åãî ñõîäèìî-
ñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.
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